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102 SEANCE DU 18 JUIN 1936

Seance du 18 juln 1936.

Andre Mercier. — Relations entre les grandeurs spinorielles
et cliffordiennes.

G. Juvet et A. Schidlof 1 ont ecrit l'equation de Dirac et

son associee sous les formes cliffordiennes

V-^+a^ 0, <|/ «-V + <|/a 0 (1)

oü et <j/ sont des fonctions d'onde associees l'une ä l'autre;
a est une constante scalaire. Iis en deduisent la loi de conservation

qu'on peut ecrire

oü rfS est l'element d'hypersurface. Si l'interpretation physique
ordinaire est valable, le produit doit etre un invariant,
puisqu'il revet le caractere d'une probability. Or on n'est pas
assure a priori que le produit d'un iji solution de l'equation de

Dirac par un i|/ solution de l'equation associee est invariant,
A et i]/ etant deux nombres de Clifford. Si l'on se donne,

d'ailleurs, un nombre de Clifford C arbitraire, il n'est pas

possible de definir d'une maniere simple un autre C' de maniere

que le produit C'C soit scalaire (c'est aise par exemple lorsque C

est du type d'un quaternion).
On peut, meme en conservant l'operateur qui est un

Operateur de Clifford, remplacer le caractere cliffordien de <Ji

par un caractere spinoriel, tout en laissant sa forme ä l'equation.
Pour cela, indiquons qu'on peut mettre les nombres de Clifford
sous forme de matrices carrees. Le moyen d'y arriver est fourni

par des caleuls indiques par M. Cartan 2 au sujet de la
representation spinorielle du groupe des rotations dans un espace E*jp

1 G. Juvet et A. Schidlof, Bull. Soc. neuch. Sc. nat., 57, 127,
1933.

2 E. Cartan, Cours professe a la faculte des Sciences de Paris en
1935/36.
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oü il definit une certaine forme quadratique 7. Passons de

cette forme quadratique / ä une autre q egale ä une somme de

carres qui corresponde ä la definition des nombres de Clifford.
Voici brievement comment on obtient ceux-ci: ä chaque vec-

teur E, dans E^, Cartan associe une certaine matrice carree S
dont la structure correspond ä la forme quadratique y_; elle

devient X (associee ä X) pour la forme q. Or E jouit de la
-+ -¥ -* -*

propriete qu'etant donnes S et H, on a 22 H EH + HE.

Cette propriete est encore vraie dans le Systeme des X, de

sorte que les matrices particulieres attachees aux vecteurs

ortho-normaux Fi; pris comme base dans l'E^ oü l'on definit
les nombres de Clifford, satisfont precisement aux relations

ri rj + rj ri 2 8y

qui definissent les unites fondamentales des nombres de

Clifford. On peut alors definir ces derniers en formant tout
d'abord des combinaisons lineaires quelconques ä coefficients
reels de ces Ib, et tous les produits que l'on peut faire avec ces

combinaisons sont des nombres de Clifford. Cette definition
est equivalente ä celle donnee ailleurs 1.

Dans E^, Cartan introduit, ä cote des matrices carrees asso-

ciees aux vecteurs (et Celles qui s'en deduisent, associees aux
multivecteurs), des matrices c; ä une colonne, appelees spineurs,

qui, si l'on passe ä notre forme q, se transforment en des

grandeurs que nous designerons par s. Aux transposees ct* des a

correspondent des grandeurs s*. Designons par (s), (s*) et (C)

respectivement les classes de ces nombres s, s* et des nombres
de Clifford. Ces nombres ont diverses proprietes. Nous retien-
drons les suivantes:

1° Lors des rotations et retournements effectues par des

Operateurs R (nombres de Clifford), les nombres de Clifford se

transforment selon le schema

C RCR-l

1 Voir par exemple A. Mercier, These, Geneve, 1935.
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tandis que les s et les s* se transforment d'apres

s *- Rs et s* —* s*R_1

2° Tous les produits st* sont des nombres de Clifford, meme
si t*, de la classe (s*), n'est pas associe ä s (correspondant au

transpose). Cette propriete est conforme ä la relation
st* —R st* R-1.

3° Tous les produits t*s sont des invariants, car t*s—"-i*RR_1,s.

4° Le nombre v Cs, oü s est dans (s) et C dans (C), appar-
tient ä (s), tandis que le nombre w* s*C appartient ä (s*).
En effet: v -» RCR_1Rs, w* s*R-1RCR-1.

5° L'inverse ä droite d'un s est un t*, et l'inverse ä gauche
d'un s* est un t. Alors (st*)~l t*~ls~l t^*, qui est bien

un nombre de Clifford.
Des equations telles que

Cs 0 et s*C 0 (3)

appartiennent respectivement aux classes (s) et (s*). Une

equation telle que
s*Cs I

a un sens pourvu que I soit un invariant. On rapproche (3)

et (4) de (1) et (2), et l'on voit que la difficulte concernant
l'invariance du produit (en nombres de Clifford) disparait
si l'on convient de faire de iji et i]/ des nombres de (s) et (s*).
La relation (2) est toujours consequence de (1), on est sur que
d/<{j est scalaire, meme si ({/ n'a pas de rapport simple
avec ik

Dans la forme matricielle, les a et ct* ont des coefficients

complexes, ils dependent done de huit parametres reels. Nous

avons d'ailleurs demontre 1 par une methode purement cliffor-
dienne que si est dans (C) et non dans (s), il ne depend effec-

tivement que de huit parametres reels, ce qui rejoint des

calculs donnes par W. Franz 2.

1 A. Mercier, C. R., 201, 1320, 1935.
2 W. Franz, Sitzungsber. d. Bayerischen Akad. der Wiss., 2. nov.

1935.



SEANCE DU 18 JUIN 1936 105

Jusqu'ici on ne sail pas si tous les produits st* que Ton
obtient avec tous les nombres des classes (s) et (s*) epuisent
les nombres de la classe (C). Si les s (et les t*) sont des spineurs
simples (ou leurs associes), au sens de Cartan, ce n'est pas le

cas, car dans la representation matricielle, un u simple est une
colonne, un t* une ligne, ce qui fait 2p parametres alors qu'un C

en a p2, de sorte que si on se donne un nombre de Clifford C

on ne peut en general trouver s et t* tels que st* C. Mais en

prenant des combinaisons lineaires dans (s) et (s*):

(»1 + s2 + •••) (t1 + i2 + siti +

avec un nombre süffisant de termes, on peut determiner
successivement sq, s2, t2, de maniere ä egaler le produit
ä C. Ce procede est utilisable dans E® quelconque. Les

propriety 1°, 2°, 3°, 4° restent valables pour ces combinaisons
lineaires.

R. Wavre. — Les quatre potentiels logarithmiques d'une
circonference.

Les potentiels des corps Continus sont des integrales definies

dependant de certains parametres. Ces parametres sont les

coordonnees du point argument en lequel on calcule le potentiel.
II est alors naturel de donner ä ces parametres l'ensemble de

leurs valeurs possibles en y comprenant les valeurs complexes.
D'ailleurs, lorsque l'on affirme qu'un potentiel est une fonction
analytique en dehors des masses attirantes on entend qu'elle
est developpable en une serie de Taylor des variables x}. x2, x3,
coordonnees du point argument; mais l'analyticite ne prend
sa pleine signification que lorsque l'on donne ä ces variables
des valeurs complexes

Zi x1 + iy1 z% x2 -f- iy2 z3 x3 -1- iy3

Le point-argument se deplacera done dans l'espace des trois
variables complexes zl5 z2, i3.

D'autre part, dans l'etude des potentiels nous nous sommes
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