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UN CAS DE MOUVEMENTS
STELLAIRES DOUBLEMENT
PERTURBES

PAR

Pierre BOUVIER

Résumé. — Travail complémentaire & une étude antérieure.
On examine de plus pres les actions perturbatrices du champ
galactique général et d’'un nuage de matiére interstellaire sur
le mouvement d’une étoile a I'intérieur d’un amas.

Nous avons examiné récemment l'influence gravifique
possible d’un grand nuage de matiére diffuse sur la stabilité
d’'un amas galactique situé a proximité de ce nuage [1].

Il apparaissait que le nuage considéré pouvait, dans cer-
taines conditions favorables, produire sur I’amas un effet de
marée au moins égal a4 celul du champ galactique général. On
ne saurait s’attendre ici a une conclusion plus nette, vu que la
densité de matiére diffuse est assez mal déterminée dans un
nuage donné, et que les lois de force adoptées pour la Galaxie
et le nuage reposent sur des modeles tres simplifiés de la réalité.

En outre, le probleme est rendu délicat par la présence de
deux perturbations indépendantes donnant lieu & deux déve-
loppements en série dont I'un converge plus vite que I'autre.

Revenons done, pour fixer les idées, au cas ou l’amas est
situé dans le plan galactique et le nuage est vu, depuis I’amas,
dans la direction du centre galactique. Au moyen des notations
déja utilisées en I (p. 529 et fig. 1, p. 530), nous envisageons
une étoile S (X, Y, Z) attirée par le centre de gravité C (z, y, O)
de I'amas avec une force par unité de masse supposée de la
forme g (p) ou p = CS, perturbée par l'attraction f(R) du
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centre galactique O (R = 0OS) et celle du nuage de centre
N (2', ¥, O). Si le nuage est tres étiré le long de la tangente
au cercle de rayon ON, nous pourrons identifier son champ de
gravitation & proximité de N & celui d’un cylindre droit infini
d’axe normal & ON, donnant par conséquent a ce champ, si
R" = NS, la forme ¢ (R’). Par hypothese,

p«r = 0C, e < r" = NG, rrer .

Restreignons-nous au mouvement de S autour de C, projeté sur
le plan galactique; il est alors décrit par les équations (voir I,

p. 533)

THX —a) + 2 f(R)— 2 )+ T )+

+ X;‘T’@(R')—%@(r’} + X,_Tcp(!") + \:Zg(p) =10
Y — )+ R —~f () + ) +

I e ) — Lo + T to ) + Lelel = 0

ou f et ¢ sont choisis de la forme
f(R) = KR? et o= KDR?'T (K, K const. > 0).

Soient £, 7, L les coordonnées de S dans le référentiel centré
sur C et d’axe CE passant par O a tout instant. En premiere
approximation nous avons R = r + Z et la différence

X

S, = Rf R — =10

conduit a un terme en K =; de méme si R’ = ' + Z, la diffé-

rence

g

donne un terme de I'ordre de K’Fz. Or, avec une masse du

noyau galactique central de 1,5 . 1011 soleils et une densité
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moyenne estimée & 1073 g/em3 pour le nuage, il se trouve que
les deux termes ci-dessus sont du méme ordre de grandeur a
I’égard d’'un amas stellaire situé a proximité du bord du nuage
et 4 environ 10? pc du centre galactique. L’on est alors fondé
a considérer ces deux termes comme constituant ensemble la
premiere approximation du probleme, justifiant ainsi le point
de vue adopté en I.

Cependant, étant donné que les valeurs numériques invo-
quées sont en partie incertaines, il convient de procéder ici a
une étude plus rigoureuse.

Les termes du deuxiéme ordre seront, pour 3, et 3. respec-

tivement, en K 5_35 et en K’ %é,,
F= rrap

comme le rapport r'/r est
treés inférieur 4 'unité, le développement en série de 3., conver-
gera plus lentement que celui de 3. Par conséquent, si le pre-
mier terme de 3, est seulement du méme ordre que le deuxiéme
terme de 8, on peut regarder 'influence du nuage comme négli-
geable, tandis qu’inversement, si le premier terme de &, est de
Pordre du deuxiéme terme de 3, I'influence du champ galac-
tique, bien qu’inférieure a celle du nuage, est a retenir dans une
deuxieme approximation englobant les deux premiers termes
de &_ et le premier terme de 3. Par contre, le role du champ
galactique devient négligeable si le premier terme de 3, est du
méme ordre que le troisieme terme de &.. Le premier terme de
3. pourrait d’ailleurs étre intermédiaire entre deux termes
conséeutifs de 8. ; c’est alors une question de définition relative
a la numérotation des approximations successives du probleme
considéré. ‘

Développons donc les différences 3, 8;! jusqu’au deuxiéme
ordre; en tenant compte de

nous avons:

o _xé&fde o\  yn(l 1
3 = PR T (. T .. I P [ TR
x r (dr’ r,.) or ( f r) ?

(d@ _ i) " @(d_@__i)

rm’ \dr’ r
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, Z/(d {1 1
5 = 2_( ‘P_m__i)__i(_,__)cp_i_

ro\dr’ r

+y_5_2d2@+yn2(dcp_g) rin(d@ @‘)

2r dr'? 2rr’ \dr’ M) dr 7

soit, avec ¢ = K'/r’ et en unités K’,

. 1 1\ z& 1 1\yn , =z 2y

= — (= — = i i | 0 i - | H——
O (r’ T r) rr’ ™ (r’ r) e’ o’ (2 ") rr’’ &
. 1 1\ y& (1 1):57; Bt g 2z
Sy — (r: + I') I'I" \f" r rrr + rrt3 “E.' fj ) + ;.’_3 = 7]

d’ou par suite les équations du mouvement relatif de S (I,
p. 534)

ekt yi+ 2elpt—en) + (o + a)et+ ayr

toal@l—2yEn—a7?) +§1Tp)(l‘5+yn) =0

yE—zn—20(zE 4+ yn) + (o + a;)yi—%i"ﬁ

8l e —am =0 ()

+ a(y&:+ 22En—yn?) + o

r

K" /1 1 * 3K K’ /1 1 K’
%y =——(—,+—), A = — —g=y %y = '—,(—,—— , %= —
-

" \r T, - r\r r,

Assimilant 'amas stellaire a un ellipsoide homogeéne de poten-
tiel intérieur

Q= — 28+ 5 (BE+ B+ 8T (B, const. > 0)

nous remplacerons dans les équations (1) gi par 3, & et f—n

par 3, 7. Cela posé, si le nuage et le noyau galactique exercent
des actions comparables entre elles, nous aurons, a partir de (1)
le systéme différentiel de premiere approximation

E—2wn+ (o + o1+ BJ)E =10
N+ 208+ (2 + By = 0

=

de solution générale

_ r i,at r iq,t
_ 14t 1ot ’
N = Neeh ‘*"J(ueq2
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q, et g, étant racines, réelles si a; + oy + B; > 0, de Péquation
bicarrée

¢ — (u+oa+ Bt oo+ Bt b0+
+(°‘1+°‘;+Bl)(°‘2+32) = 0. (4)

Les racines positives ¢,, ¢, sont distinctes sauf dans le cas trés
particulier @ = 0, &, + o] + B; = o, + B, ¢l nous avens un
mouvement elliptico-harmonique, caractérisé par une seule
période et conservation du moment angulaire; ce type de
mouvement a fait I’objet de quelques applications astrono-
miques [2].

Si le champ galactique général n’agit que dans une mesure
comparable au terme de deuxiéme ordre pour le nuage, la pre-
miere approximation consistera a envisager l'attraction du
nuage seul, c’est-a-dire les équations (2) ou oc; = 0; en deuxiéme
approximation, nous déduisons de (1) le systéme non linéaire

E—20m+ g+ (B —7) =0 5)
" . 5
n+20w+an—2afn =0

ayant posé

01:“1+°‘;+B1, ay = % + P .
Cherchons pour (5) une solution &,, 7, de la forme

=& + &, Ng = N + 7 (6)

ou &,, m, vérifient les équations (2) relatives a la premiére
approximation du probléeme ou I'effet du champ galactique se
serait déja manifesté au premier ordre; d’ailleurs, comme ici
a; € a; par hypothése, (&;, ;) differe peu de la solution de
premiére approximation ou a; = 0. &, » sont des quantités
de second ordre vis-a-vis de &;, 7,, de sorte que

=0 +258, n=mn+2mn. (6

Substituant (6) et (6") en (5) et négligeant ensuite £, £ devant
£%, (plus précisément %, £ devant af? et a; £) v, n devant =3,
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Z, net Zn, devant £; v;, nous sommes finalement conduits a un
systeme linéaire & coeflicients constants et avec second membre

Jvs:

. g 4
—20nt+af=—a(f —1)
. ; (7)

N+ 208+ an=2a8 7.
Les quatre constantes arbitraires liées aux conditions

initiales £ (0), 7 (0), & (0), 7 (0) sont déja contenues dans la
solution du systeme réduit; il suffit done d’ajouter a celle-ci
une solution particuliere Z, 7 des équations compléetes (7),
équations dont la forme nous ameéne a essayer des expressions
du type

£ = &y ettt 4 Zn el )t o Loz e?iat (8)

e’f(ql ; (]'2)1‘. |

o
= pals Py’
+ mog e~'72

g4l
= Mgg€ I A4 My

ot I'on exigera qu'aucune des deux fréquences angulaires g;, ¢,
ne soit double de 'autre, sinon (8) comprend 'une des solutions
particulieres de (2) avant déja servi a construire (3), ce qui
contredit la définition de ¢,, ¢, comme racines de (4). Par
substitution de (8) dans (7), nous obtenons pour les six ampli-
tudes complexes Z,, ..., 7y, trois systemes algébriques linéaires
de la forme

2 5
((11_4‘1)520“—””0‘11'020 = Ay

[a; — (g1 4 ¢2)*] S — 2t (g + q2) Ny = An (9)
200 (q + 9 &1 + [as — (1 + ¢2)*] 91 = By
(“1 — & q;\) Zoa — 4Ly Ny = Agy
hiwgy e + (U-z — 4 qz\' Noz = Bos - ]
Soit A (¢) le déterminant
a, — 4 q* —hing
Alg) =1, o
T lwyg Ay — 4 q°

Par décomposition en somme de déterminants partiels, nous
trouvons sans peine

a, — q* —2iwg
Afg) =

21wq @y — G*
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. . . 9
en particulier, tenant compte de (4) et de la relation ¢ . g3 = a,a,

Alg) =3¢, (4q
Algs) = 34, (44

B O D

— q1)
valeurs non nulles dés I'instant ou, comme il a été postulé plus

haut, 'une des racines g,, g, n’est pas double de I'autre. Quant
au déterminant

a, — (g, + q)* — 21w (g, + ¢
210 (g + g5 a, — (g, + ¢2)®

il n’est pas nul car si ¢; et g, sont les racines positives de (4)
il ne peut en étre de méme de ¢, + ¢,. Les trois systémes (9)
sont donc compatibles et la solution de (5) se présente comme
une superposition de vibrations de fréquences angulaires
I 92 @1 + a5 29y, 2¢5; nous pouviens aussi I'ebtenir en déve-
loppant £ (), 7 (t) en série entiére des conditions initiales & (0),

7 (0), £ (0), 1 (0) selon un théoréeme de Poincaré [3].

La deuxiéme approximation décrite ici par la solution (6)
et (8) n’exige donc pas d’autre condition, pour la stabilité de
Pamas stellaire, que celle qu’impliquait déja la premiére
approximation, & savoir o; + &, + B; > 0 ou l'existence d’une
densité critique de I’amas, & ne pas dépasser.

Septembre 1958.
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