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Paul ROSSIER. — Sur le théoréme de Pythagore en géométrie affine.

Dans notre note « Théorie affine des aires ' » nous avons démontré la généra-
lisation affine suivante du théoréme de Pythagore:

Si I'on circonscrit au triangle A BC une ellipse ayant un c6té BC comme diamétre,
I'aire de cette ellipse est égale a la somme des aires des deux ellipses homothétiques
a la précédente et qui ont respectivement AB et AC comme diametres.

La démonstration de cette proposition repose entre autre sur la notion de conti-
nuité.

Nous allons établir un théoréme sur des aires de parallélogrammes, théoréme qui,
au fond, est identique au précédent, mais dont la démonstration ne fait appel qu’a
la notion de congruence affine (par translation). Cette notion n’exige pas le recours
a la continuité.

2. Par le sommet 4 d’un triangle ABC, menons une droite d et construisons les deux
parallélogrammes ABDE et ACFG dont une diagonale est portée par d, dont un
coté est un coté du triangle donné et dont un second c6té a comme support un autre
coté du triangle. Les cotés DE et FG de ces parallélogrammes sans point en un sommet
du triangle donné se coupent en un point H.

L’aire du parallélogramme BCJK dont un coté est le troisieme coté du triangle
donné et dont les cotés BK et CJ sont équipollents 3 AH est égale 4 la somme des
aires des parallélogrammes ABDE et ACFG.

Pour le démontrer, remarquons que les segments HK et HJ sont respectivement
équipollents a AB et 4 AC, le parallélogramme EHJL peut étre obtenu a partir du
parallélogramme AGFC par la translation AE. L’aire du polygone concave ALJHKB

1 Archives des Sciences, vol. 16, fasc. 1, p. 1.
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est égale a la somme des aires des parallélogrammes considérés. Par la translation
AH, transportons le triangle ABC en HKJ et, par la translation CB, le triangle CJL
en BKD. Le polygone concave est transformé en le parallélogramme BCJK, il y a
conservation des aires: le théoreme est démontré.

3. Dans le cas particulier ou I’angle A est droit, la démonstration ci-dessus est
a peu de chose pres celle du théoréme de Pythagore proposée au neuvieme siecle par
les Indous.

4. Comme droite d, choisissons la diagonale du parallélogramme ABHC,
construit sur le triangle ABC. Le point H de la figure précédente est la seconde
extrémité de la diagonale issue de A de ce parallélogramme. La construction conduit
a un parallélogramme BCJK d’aire double a celle du parallélogramme ABHC.

Ce cas est I'analogue de celui du triangle rectangle isocele.

5. En appliquant le théor¢me de I’égalité des aires des triangles ABH et ACH
(équivalence dont la démonstration fait appel a un axiome de continuité), on cons-
tate que I'aire du parallélogramme BCJK est le quadruple de celle du triangle ABC.

6. Faisons varier la droite ¢ dans e faisceau de sommet A. A chacune de ces
positions correspond une droite DE et une droite FG. Ces deux faisceaux sont pro-
jectifs. Le lieu du point H est donc une hyperbole dont les asymptotes sont les supports
des c6tés AB et AC du triangle donné. Cette hyperbole passe par le sommet opposé
a A du parallélogramme construit sur les cotés AB et AC.

7. L’existence de ces généralisations affines du théoreme de Pythagore montre
bien le double caractére de celui-ci. Il est en premier lieu une relation entre des aires
de parallélogrammes, d’ellipses ou de diameétres conjugués d’ellipses paralléles entre
eux !, relations qui sont valables, que le triangle considéré soit rectangle ou pas.

En second lieu le théoreme de Pythagore est une relation entre les longueurs des
cotés d’un triangle rectangle, relation qui exige la possibilité de la mesure de ces
cotés au moyen d’une méme unité. De ce fait, elle appartient a la géoméirie métrique
et est dépendante de la notion de congruence générale.

Au contraire, la premiére forme du théoréme ne fait appel qu’a la notion de
congruence affine; celle-ci exclut la rotation.

Hilbert 2 qualifie de « non-pythagoricienne » une géométric dans laquelle le
théoréme de Pythagore n’est pas valable sous sa seconde forme. Cela n’exclut pas
sa validité comme relation entre les aires. En fait, dans les géométries non-pythago-
riciennes construites par Hilbert, le théoréme de Pythagore sur les aires est valable
pour le triangle rectangle.

1 Loc. cit.
2 Grundlagen der Geometrie, Anhang 11,
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