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INFLUENCE D'UNE VITESSE FINIE D'EVASION
SUR UNE DISTRIBUTION NORMALE DES

VITESSES RESIDUELLES

PAR

P. BOUVIER *

Resume. — Nous etudions ici l'influence d'une vitesse d'evasion finie hors d'un Systeme stellaire
stationnaire, sur la distribution des vitesses residuelles supposee normale en tout point du
Systeme. Plus specialement examines sont les cas a) d'un Systeme ä distribution spheroidale, sans

moycn mouvement (zone intermediaire d'amas globulaire) et b) d'un Systeme en rotation differen-
ticlle ä distribution ellipsoidale des vitesses residuelles (Galaxie). La valeur elevee de la vitesse
d'evasion permet de considerer comme infinie cette vitesse pour presque tous les sous-systemes
d'etoiles observees au voisinage du Soleil, hormis certains sous-systemes spheriques fortement
disperses.

ERRATUM

Archives des Sciences, volume 19, fascicule 2, pp. 141-178, 1966.

NOTIONS ESSENTIELLES THEORIQUES ET PRATIQUES
POUR L'ETUDE MICROSCOPIQUE DES MINERAUX OPAQUES

par Raymond GALOPIN

— Au bas de la page 150, lire:

(/i - 1 )2 + n2 k2
R 5 7 J ^ 1

(n -I 1) + n K

meme correction au bas de la page 159, au bas de la page 161 et au haut de la page 162.

oil les a2 sont les variances principals au point considere du Systeme.

* Ce travail a ete presente au colloque de Dynamique stellaire organise ä Besanqon en sep-
tembre 1966 sous l'egide du C.N.F.A. Une version abregee, actuellement sous presse, paraitra dans
un prochain numero du Bulletin astronomique (Paris, 1967).

Archives des Sciences. Vol. 19, fasc. 2, 1966. 8
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A l'ellipsoide ci-dessus nous pourrons toujours faire corresponds, selon le point
de vue de Charlier, un ellipsoide des vitesses dont les carres des demi-axes sont egaux
aux variances principales correspondantes.

Donnons maintenant ä la distribution des vitesses la forme ellipsoi'dale

(3) f=f(Q+>1)
oü rj est une constante au point considere et Q une forme quadratique des compo-
santes u, v, u' de vitesses residuelles. Les surfaces d'egale densite (3) seront des ellip-
soi'des de l'espace des vitesses, coaxiaux et semblables, dont l'un aura en particulier
pour equation reduite aux axes principaux

(4) h2112 + k2v2 + I2 w2 i
les axes sont ici inversement proportionnels aux nombres h, k, I lesquels n'ont pas
de signification physique directe tant que la forme de la fonction (3) reste arbitraire.

Adoptons en particulier pour (3) la loi exponentielle de Schwarzschild qui.
reduite aux axes principaux s'ecrit

(5) / A exp - h2112 — k2v2 - I2 w2 }

oil A, h, k, I sont des constantes au point considere. Dans cc cas nous avons d'abord,
en normalisant / ä la valeur N de la concentration,

N
A —T-TJ hkl

n

apres integration sur les composantes de vitesse de — oo ä + oo. En outre les variances

principales vaudront

2
1

2
1

2
1

6) (7,. —— r On — r O M, — r" 2h2 v 2k2 B 2!

de sorte que l'equation (4) decrit rellipsoi'de des vitesses defini plus haut. Admettons

que Eon ait: h < k < /; la direction w est done celle du grand axe de rellipsoi'de
des vitesses, la variance y est maximum, ce qui en fait une direction de mobilite
maximum appelee ligne des vertex.

D'autre part, le nombre des etoiles se mouvant dans des directions infiniment
voisines de la direction u sera defini par

• oo

vudvdw dv dw J/ (u, 0,0) du
— oo

de meme pour les nombres v„ dw du et v„, du dv relatifs aux directions respectivcs v

et H'.

Invoquant l'expression (5) pour / nous trouvons immediatement
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N N
(7) v„ - Ih vw — hk

71 71

De plus un calcul facile montre que

N hkl

n sjh2 +{k2-h2)ß2 +(l2-h2)y2

dans une direction ö quelconque, dont les cosinus-directeurs sont a, ß, y. Nous

voyons, puisque h < k < I, que v3 est maximum dans la direction u; la circulation
des etoiles y est la plus grande. La ligne des vertex d'une distribution de Schwarzschild

est done une direction ä la fois de plus grande mobilite et de plus forte
circulation.

D'apres (6) et (7) nous avons

et deux autres relations similaires deduites par permutation circulaire.
Tous les resultats rappeles ici ont ete obtenus en integrant sur l'espace des

vitesses tout cntier; dans quelle mesure seront-ils älteres lorsque 1'on tient compte
d'une vitesse finie d'evasion hors du Systeme

oil l'ellipsoide des vitesses est de revolution (spheroi'de) et oil il n'y a pas de mouve-
ments differentiels. Ce type de distribution, autrefois etudie par Eddington, a ete

repris par Oort et van Herk [4] dans leur etude de l'amas globulaire M3.
Designons par Ve la vitesse d'evasion hors du Systeme; eile depend, en un

point donne, du potentiel gravifique du Systeme ainsi que du rayon de stabilite impose
par la presence de corps exterieurs au Systeme considere. De toute faijon, VQ est une
borne superieure des vitesses des etoiles liees au Systeme, de sorte que dans le calcul
des variances al, a2v et des nombres v„, v„ le domaine d'integration est constitue par
la sphere

2. DISTRIBUTION SPHENOIDALE

Examinons d'abord le cas

(9) / A exp { — h2 u2 — k2(v2 + w2) }

(S) u2 + v2 + w2 ^ V2

de l'espace des vitesses.

Une premiere quadrature peut toujours etre effectuee ä l'aide de fonctions

connues; ainsi par exemple dans l'expression
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JJJ exp { — h21/2 — k2 (v2 + w2) } v2 du dv dw
(S)

l'integration sur v, de — vV2 — u2 — tr2 ä + sjvl — u2 — tr2 don ne

^ JJ exp { - h2 it2 - k2 w2 } erf2 (k -JV] - u2 - w2) du dw
Z.K

oil u est ä integrer de — ~JV2e — ir2 ä + sjv2e — ir2, puis tr de — Ve ä + Ve. La

fonction erf2 y est definie en general par

4 * 2
erf 2 y —= j y2 exp (-y2) dv erf 0 y r r exp - r2)

yio V71

alors que erf0, soit
2 y

erf o V —7= J exp -y2) dy

\ ft O

est la fonction des erreurs.
L'on parvient ainsi ä exprimer les variances sous la forme

(10) o-2 it2 C„, a2 v2 ~ Cv
2/i 2k

oü les facteurs correctifs C„ et Cv, inferieurs ä l'unite, ont pour expression

JJ exp { - k2 (y2 + m'2) } erf2 (h V2 - v2 - w2) dv dw
V * * / M

(12) Cv

JJ exp { - k2 (v2 + w2) } erf0 (h V 2
— v2 — w2) dv d tr

JJ" exp { — h2 u2 — k2 w2 } erf2 (k s/V2 - it2 — w2)dtt dw

exp { - h2 it2 - k2 w2 } erf„ (k \ — it2 - w2)dtt d

Nous constatons que l'ellipsoi'de d'equation (4) n'est maintenant plus identique
ä 1'ellipsoi'de des vitesses; ce dernier a subi une contraction de ses axes puisque,
selon (10) on a

1
2

1

G.. ^ r (7.. ^ r" 2h v 2k

Par ailleurs les nombres vu, v„ se calculent facilement et nous avons en

particular

v„ k erf0 h Ve
(13) -

v0 h crf0 k Ve

Si nous admettons h < k, nous voyons que nous aurons toujours vu > v„ mais les

relations (8) ne sont plus verifiees. Nous ne les retrouvons qu'ä la limite Vc -+ oo

car alors erf„ et erf2 tendent simultanement vers 1.
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Revenons aux expressions (11) et (12); il apparait commode de proceder en

coordonnees semi-polaires.
Ainsi pour C„ nous posons

v p cos 0 w p sin ip

alors que pour C„
vv p cos (p ii — p sin ip

oil p varie de 0 ä Ve et ip de 0 ä 2n.

Introduisons de plus la variable sans dimension x p/Ve et posons

a hVe, 2 kjh (2 > 1)

C„ et Cv se reduisent respectivement ä

i

J exp - )} a2 x2) erf 2 (at -J 1 — x2)xdx
(14) Cu=\

J exp — 22 a2 x2) erf 0 (a N/1 — x2)xdx
o

J g (x; a, 2) exp — a2 x2) erf 2 (2a y/1 —x2) xdx

(15) C.=\
J g (x; a, 2) exp — a2 x2) erf 0 (2a v 1 —x2)xdx
O

OÜ

ji 2

(16) g (x; a, 2) J exp { — (22 — 1) a2 x2 cos2 ip } dip
o

Nous avons calcule numeriquement, ä l'aide des formules (13) ä (16), le rapport
des nombres v„, v„ et les valeurs de Cu, Cv d'oü par (10) le rapport des dispersions en u

et v.

Le tableau I contient les resultats obtenus sur ordinateur IBM 1620 avec l'aide
de G. Janin, pour quatre valeurs de 2 et cinq valeurs de a.

Compare ä ce qu'il etait quand Ve est regardee comme infinie, le spheroi'de des

vitesses subit une contraction de ses axes qui devient sensible lorsque Ve est infe-
rieure ä environ trois fois et demi la vitesse quadratique moyenne au. La contraction
est plus marquee en u qu'en v de sorte que le spheroi'de, qui est allonge puisque
2 > 1, le sera d'autant moins que Ve est faible.

En outre, le degre de contraction du spheroi'de est plus accuse quand 2 se

se rapproche de l'unite (anisotropic peu marquee). Enfin, les relations (8) sont main-
tenant ä remplacer par les inegalites

a"
< <

k

<r„ v„ h etc.
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Tableau 1

> C
u

C
V V<u C /«•

u' V
v /vu' V

1.50 0.70 0.80 2.54 1.12 1.17
1.75 0.83 0.90 2.73 1.15 1.19

1.20 2.00 0.91 0.96 2.97 1.17 1.19
2.25 0.96 0.99 3.24 1.18 1.20
2.50 0.99 1.00 3.56 1.19 1.20

1.50 0.74 0.94 2.46 1.42 1.55
1.75 0.86 0.98 2.66 1.50 1.58

1.60 2.00 0.94 1.00 2.92 1.55 1.59
2.25 0.98 1.00 3.22 1.58 1.60
2.50 0.99 1.00 3.55 1.59 1.60

1.50 0.77 0.98 2.42 1.77 1.93
1.75 0.88 1.00 2.64 1.88 1.97

2.00 2.00 0.95 1.00 2.90 1.95 1.99
2.25 0.98 1.00 3.21 1.98 2.00
2.50 0.99 1.00 3.55 1.99 2.00

1.50 0.79 0.99 2.39 2.13 2.32
1.75 0.89 1.00 2.62 2.27 2.36

2.40 2.00 0.95 1.00 2.90 2.34 2.39
2.25 0.98 1.00 3.21 2.38 2.40
2.50 0.99 1.00 3.55 2.39 2.40

3. Systemes en rotation differentielle

Examinons une distribution trivariee normale (loi de Schwarzschild)

(17) / A exp { — h2 u2 — k2v2 — I2 w2 }

oil h < k < 1. Le Systeme admet, par hypothese, un moyen mouvement en tout
point, ce qui implique, avec une vitesse d'evasion finie, que les moments d'ordre 1

ne sont pas nuls; le calcul des variances va done se compliquer.
Envisageons un mouvement moyen de vitesse Vc dans la direction v seulement,

de maniere ä nous placer dans des conditions qui ressemblent schematiquement
ä Celles du voisinage solaire dans la Galaxie.

Les integrations sont ä effectuer sur la sphere

(S') u2 + (v + Vc)2 + w2 ^ V2e

de l'espace des vitesses.

Posons

k kh, I nh, (x hVe, Vc £Ve

on calcule sans difficulte
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v„ 2 erf„ a
(18a) /

v„ erf0 2a (1 -£) + erf„ Aa(l +£)

v„ erf. a
(186)

vw erf0 pa

et on observe que, d'apres (186), v„/vw ne depend pas de £, bien que v„ et vw en

dependent ä travers A.
Les variances, qui ont ici pour expression

er2 u2 <r2 v2 — v2 <r2, w2

seront mises sous la forme

(19) 262 a2 C„, 2k2a2v=Cv, 2l2 a2 Cw

et nous devrons calculer trois facteurs correctifs C„, Cv, Cw inferieurs ä l'unite et

s'exprimant par des quotients d'integrales triples ä prendre sur le domaine sphe-

rique (5').
Introduisons de nouveau les coordonnees semi-polaires; pour le calcul de C„

en particulier,
v + Vc p cos <p w p sin q>

p variant de O ä Ve et (p de 0 ä 27c. A l'aide de la variable sans dimension x p/Ve,

on arrive ä
i

| gu(x\ a, X,p, £) erf2 (a 1 -x2)xdx
(20) C„

J gu(x; a, X, p, 0 erf0 (a v'l -x2)xdx

avec

(21) gu(x\a,X,p,^) J exp { - a2 [22 (x cos <p - ^)2 + p2 x2 sin q>] } dw
O

En remplagant u' par w, on obtiendra de meme
i
J gw(x; a, a, £) erf2 (pa. J1 -x2)xdx

(22) CH,

f gw(x; a, X, £) erf„ (pa J\ -x2)xdx
O

Oil
jt

(23) g (x; a, X, <ü) J exp { - a2 [X2 (x cos (p-£)2 + x2 sin2 <p] } d<p

Le calcul de C„ est moins simple; en ecrivant
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11 2 2
^*2 /- P\

2k v — ,/ 7T k v —
p v px O 0

nous aurons
P 2 2/P^2

(24)
P0 * \Po

oü les P,(j 0, 2) auront pour expression

(25) Pj 4 j<?„(x; a,/i) exp - a2 x2) [erf, Aa(x/1 -x2 + £) +
1

erf,- Aa (>/ 1 — x2 — £)] xdx
l

+ \ J dAx' exp - a2 x2) [erf, /.a (£ + J \ -x2) -
erf, Aa (£ — x/1 — .x2)] xdx

ayant note £ v'l — £2. Par ailleurs,\
i

(26) P, J (.x; a, /r) exp { - a2 [A2 (1 + £2) - (A2 - 1) x2

+ A2 £ y/\ -x2] ] xdx

- J gv(x; a,//) exp { - a2 [A2(l + £2) - (A2 - l)x2

- A2 £ V71 -x2] } xdx
avec

n, 2

(27) ge(x\x,p) j exp { - (/i2-1)a2x2 cos2 cp } dip
o

fonction identique ä g (x; a, A) definie par (16).

Remarquons en passant que si £ 0 (pas de moyen mouvement) (25) et (26) se

reduisent ä

i

Pj J 9v (*; a. /<) exp (- a2 *2) erf, (Aa ^/l -x2) xdx
O

Px o, soit v 0

Comme le revelent les formules (20) ä (27), les coefficients C„, C„, Cw valent

pratiquement 1 quel que soit £ des que a prend des valeurs assez elevees.

Nous avons condense dans le tableau II les resultats numeriques calcules pour
un certain nombre de valeurs des parametres A, g, a, £.

En vue d'une eventuelle application de ces resultats ä la Galaxie, nous disposons,

comme donnees de base, de la vitesse d'evasion Ve estimee ä 375 km/s au voisinage
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du Soleil, et des dispersions des vitesses residuelles relatives aux etoiles des divers

sous-systemes ou groupes d'etoiles ayant meme classe de luminosite et meme type
spectral. Toutefois, les parametres a et £ sont en correlation positive, puisque la

rotation d'un sous-systeme est d'autant plus rapide que la dispersion des vitesses

residuelles y est plus faible ou encore que le sous-systeme est plus aplati.
Nous devrions done tirer les parametres h, k, /, pour chacun des sous-systemes,

des relations (19) et la comparaison des rapports kjh avec aja0, Ijh avec ajaw nous

indiquera le degre de contraction des axes de l'ellipsoi'de des vitesses sous la double
influence des vitesses d'evasion Ve et de rotation differentielle Vc. Cependant, les

facteurs C„, C„, C„, dependent de h, k, l de maniere tres compliquee ainsi que le

montrent les expressions (20), (22), (24) de sorte que la resolution s'avere pratique-
ment impossible. II est alors preferable de choisir arbitrairement les nombres h, k, I

ayant fixe ^ par ailleurs, par exemple ä l'aide de la relation de Stroemberg pour le

courant asymetrique. Remarquons que la valeur de £ n'est pas connue avec grande

precision, car eile est liee finalement ä la distance du Soleil au centre galactique,

qu'on situe entre 7 et 10.3 kpc [1].

Le cas oil /. 1.60 et /.i 2.00 correspond ä des rapports

proches de ceux qui concernent une distribution (17) appliquee globalement aux
etoiles proches du Soleil et de magnitude apparente plus brillante que 6 [3]; il s'agit
en fait d'un melange oü dominent les etoiles de sous-systemes plats. VJau est de

l'ordre de 15, par suite a de l'ordre de 10 et les facteurs C sont done tous pratique-
ment egaux ä 1.

Avec a 1.20, n 2.00, nous sommes amenes ä considerer le sous-systeme

quasi spherique des sous-naines si VJ<ju est de l'ordre de 3.7, ce qui situe a peu
au-dessus de 2.5 [5]. On voit qu'avec 0 ou 0.25 (rotation lente), les facteurs C

ici encore ne s'ecartent de l'unite que de fa?on insignifiante.
Pour le sous-systeme quasi spherique des RR Lyrae (de periode superieure ä

0.45 jours), les conditions seraient ä peu pres

cela exige de choisir a 1.50 et l'on voit que les valeurs de C„, C„, Cw s'ecartent
de 1 assez notablement.

En resume, si l'on cherche ä representer la distribution des vitesses residuelles

d'un sous-systeme de la Galaxie ä l'aide d'une loi ellipso'idale tronquee de Schwarzschild

(17) on pourra examiner les parametres h, k, 1 sous la forme

11h : \jk : \jl 8:5:4

/. 1.50, \x 1.20, £ 0, VJav 2.5 [2]

(28) h k
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dans tous les cas sauf pour un sous-systeme spherique tres disperse oil les valeurs
donnees par (28) sont ä affecter de facteurs inferieurs ä 1, egaux dans le cas des

RR Lyrae ä

0.84, 0.95, 0.90

respectivement.
Observatoire de Geneve.

Septembre 1966.
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