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LA TRIGONOMETRIE
DANS SES RAPPORTS

AVEC

LA G£OM£TRIE
PAR

ARNOLD STREIT
DOCTEUR ES SCIENCES

Professeur au Gymnase de l'Ecole Cantonale
DE PORRENTRUY.

I.

Introduction.

Dans cette etude, nous donnerons d'abord une nouvelle
demonstration des formules de Sin (»-hfl et Cos (a hß) basee

sur un thdoreme de göometrie. Puis nous appliquerons ces
formules, Celles qui en decoulent et d'autres formules de trigono-
metrie ä la geometrie, ce qui nous permettra de retrouver les
relations de theoremes importants de geometrie, entre autres
Celles des theoremes de Pytliagore, de F»ytlia.go-
i~e g6n6ralise, de C6va, de Men61aüs,
de Ptolem^e et d'etablir des thdoremes nouveaux.

Nolallons.
Kous designerons les sommets d'un triangle par A, B, C;

les cötes opposes respectivement par a, b, c; les hauteurs cor-
respondantes par h', h", h"' et les angles par «, ß, y.

Les segments, determines par les hauteurs, qu'il faut suivre
pour aller de A vers B, puis de B vers C et enfin de C vers A
seront appeies c' c" (sur c), a' a" (sur a) et b' b" (sur b).

7
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II,

Formules de sin («±/0 et cos (« l_tO-
(Dämonstration nouvollo basöe sur un thäoröme do gäomätrlo.)

(A).— Formule du sinus de la somme de deux arcs.

La somme de deux angles d'un triangle quelconque et le

troisieme angle etant supplementaires, leurs sinus sont egaux :

1) sin (« |- ß) — sin y

II est done tout naturel de partir de cette relation pour
chercher ä etablir une nouvelle demonstration de la formule du
sinus de la somme de deux arcs. D'apres la figure 1:

h'
sin ;/ --= -b

La relation 1) devient :

sin (a -{- ß) -= ~-
On a successivement :

h' c h' (c* -|- c") Ii' c' I c"
sin « -\-ß) ^ r~ — - -1 be b c c b

mais
h' h'"
c

"

a
Par suite

h'" c' + c" h"' c" h'" c'
sin (a-\-ß) — - —-v 1

a b a b 1

a b

„ h'" c" c' h'"
s,n la + ß) := b a

I

b-a
Oll

(1). sin (a | ß) — sin a. cos ß + cos a. sin ß

(B). — Formule du cosinus de la somme
de deux arcs.

«, ß et ; etant les angles d'un triangle, nous avons :

cos \a-\-ß) --- — cos y
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La figure 1) donne
a"

COS y F
d'oü en rempla^ant

i » a" a a"
coS(0 + ^) --5- -T5-

Nous etablirons plus loin la relation suivante :

h">2 _ c' c" a a"

d'oü

a a" — h'"-' — c' c"

Substituons ci-dessus...

c' c" — h'"- c' c" h'" h'"
cos (« -|- ß) -g ¥T - -g- a

ou

(11) cos (a-\-ß) cos a. cos ß — sin «. sin ß

*
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(C). — Formule du sinus de la difference
de deux arcs.

Au lieu de deduire eette formule de la relation (1) en y rem-
plaqant ß par — ß, on peut aussi l'obtenir directement de la

figure 1| par un procede peu different de celui dejä employe.

Supposons que a soit un angle aigu du triangle et designons
par a l'angle exterieur correspondant ä a. II vaut la somme des

angles interieurs non adjacents :

a - ß -|- y
d'oü

/ a' — ß

sin j sin (a' — ß)

h'
sm --

b

Par suite

sin (a — ß)

m h"' c' I c" h'" c" c' h'"
sin a' — ß) - - =- - - - -a b b a

1 b a

h' _ h' (c' -|- c"') h' c' | c"
b be c b

h'" c"
b a

; i

sin a —
b

puisque «' est obtus;

done

(III) sin (a —ß) sin cos ß — cos a', sin ß

(D). Formule du cosinus de la difference
de deux arcs.

Au lieu de tirer cette formule de la relation (II) en y rein-
plagant ß par - ß, on peut aussi l'etablir en se basant sur la

figure 1).
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Choisissons un angle aigu « du triangle et soit a' Tangle
ext^rieur correspondant. Nous pouvons ecrire successivement :

a" 0 + Y

y=a' — ß
cos y — COS [a' — ß\

/ » ov " ä E '
cos (--/*)-= b =TT

h"' c' c" + a a"

h'" - — c' c" h'" h'" c' c"
cos («' — ß - — -c -i- -1 ab b a b a

hm hm
n' est obtus... sin a' -j- ; sin ß — - ;b ' a '

c' c"
cos o' — ; cos ß — -

b a

(IVl COS (a —0) COS a'. COS 0 -|- S/« a', sill 0

111.

Gonsgquences g£om6triques resultant
de l'application des formules de triyonom6trie

au triangle quelconque.

En appliquant les formules precedentes et Celles qui en
d^coulent au triangle quelconque, on retrouve les relations de

certains theoremes importants de geometrie, et Ton arrive ä

etablir des theoremes nouveaux.

(A). Application de la formule de sin

Deduction du thdoröina de Pvlhayore ydndralisd.

sin (a -j- 0) — sin «. cos 0 -|- cos «. sin 0

En nous basant sur la figure 1), nous pouvons ecrire :

m h" a' b" h' a' h" + b" h'
sin (a - - 0 - ^v 1

c c
'

c c c -
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ou, en tenant compte de la relation
b h" a h' :

sin («-\-p) —

Or

a h „a —r b b h
b h' a a'-f b b"

b c -

sill y sin (a -\- ß)

Par suite

sin (a-\- ß) sin (« -|- ßI
a a'-|-b b"

D'oCi resulte...
Par permutation cyclique.
et

(1)
\ b- b b'+ c c"
' a2 — c c' + a a"

c -

c ' a a' b b"

Les relations (1) s'expriment comme suit (fig 2) :

Th6or6me I.

Dans tout triangle acutangle, le carre construit sur t'un
quelconque des cotes est egal ä la somme des rectangles construits
sur chacun des deux autres cötes et la projection du premier sur tut

Si un triangle renferme un angle obtus, le carr6 construit
sur l'un des cöt6s adjacents est 6gal au rectangle construit sur

B a' aJ

Tig 2.
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le plus grand cöte et la projection du premier sur lui diminue
du rectangle construit sur le troisieme cote et la projection du

premier sur lui.

Rumarquc.

En prenant
h'" c'

sin a — - et COS a -rb b

la formule de sin (« \-ß) conduirait aussi ä la premiere des
relations (1); dans le cours des operations il y aurait lieu toutefois
de remplacer c c' par b b". —

Gas parllcullers.

1. C SO".

Alors h' est confondu avec b et h" avec a.

Par suite
a' — a, b" b

et la premifere des relations (1) devient :

c - — a2 | b-'... theoreme de Pythagore.

2. A 90°.

h" est confondu avec c, done b" — 0.

La formule
c- — a a' -|- b b"

devient:
c - — a a'

ou:
Dans an triangle rectangle, chaque cöte de t'angle droit est

moy. prop, entre t'hypotenuse entire et sa projection sur I'hypotenuse.

*
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Les relations (1) peuvent etre mises sous une autre forme.

En effet :

c2 — a a' -f- b b" a (a — a") -|- b (b — b')
c — a 2 b 2 — a a" - b b'

(C est aigu). On retrouve ainsi le thdoreme de Pythagore
generalise:

Dans un triangle quelconque, le carre d'un cote oppose ä un
angle aigu est egal ä la somme des carres des deux autres cotes
moins le double produit d'un de ces cotes par la projection de

t'autre sur lui.

(B). — Application de la formule de cos (« \-ß).

mais
b b' a a"

par suite
(2) c- -= a--\-b' — 2 a a".

Deduction du Ihdordme de Pvthauore.

Soient «, ß et y les angles d'un triangle quelconque.

Nous avons alors (fig. 1) :

cos (a-\-ß\ - cos y — - ^ a — a' a' a

IT b b

mais
a' a' c a' c a' c' |- c" _ a' £' a' c"
b " be ~c b c b c b 1 be

Remplaqons

ou

COS (a -I- ß) COS a. COS ß — ~r -
b b c
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or

d'oii

cos (a -{- ß) cos a. cos ß — sin a. sin ß

3 3* c"
a) sin a. sin ß t- r—b b c

h'" h"

Prenons d'abord

sin a. sin ß -rb c

par suite

h' h'" a a' c"_ a c —a' c"
be b be be

ou
h' h'" a c — a' c"

Par permutation cyclique on obtient deux nouveiles formules
formant avec la premiere le groupe suivant :

Les relations du groupe (3) donnent lieu au theorfeme suivant:

Thfeoröme II.

Le rectangle construit sur deux hauteurs d'un triangle quel-
conque est egal au rectangle construit sur les deux cotes corres-
pondants diminue du rectangle construit sur les projections de

ces cdtis fun sur Fautre.

(3)

h' h'" — a c — a' c"
' h" h' b a — b' a"
I h'" h" c b — c' b"

Revenons ä la relation a) ci-dessus :

a a' c'
sin a. sin ß — — j-—b be
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et combinons d'autres valeurs de sin a et sin ß pour former Ie

produit sin «. sin ß (fig. 1) :

h'" h'"
sin a. sin ß -z— -

b a

d'oü :

h'" - a a' c"
ab b b c

h'" - - a - —
a a'- C"

;
c

a' c"
mais a a — c c car cos ß — — - -

c a

II en resulte
h»>2 a! - c" -

ou
(4) a - ^ c" 2

| A'" 2

La formule de cos (« + ß) nous a done permis de retrouver
le th6oreme de Pythagore (triangle rectangle B C Fl.

En troisieme lieu, nous pouvons aussi ecrire :

• «
h" h'

sin a. sin ß
c c

d'oü, si l'on compare avec l'^galite a) :

h' h" _ a a' c"
c

— b b c

„ a c 2 a' c" c c (a c — a' c"(
T b b

Nous avons trouve |formules (2)] :

Ii' h'" - a c — a' c"

Substituons
c h' h'"

h' h"
b

d'oü
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Nous retrouvons une propriete connue :

Le rapport de deux hauteurs est egal au rapport inverse des
cotäs correspondants. —

Enfin, si Ton choisissait les valeurs encore disponibles de
sin a et sin ß pour obtenir le produit sin «. sin ß, on arriverait
aussi ä la propriety precSdente.

(G). — Application des formules de
sin (a — ß) e( cos (a — ß).

La formule de sin (« — ß), appliquee au triangle quelconque,
conduit aux relations (1) auxquelles a donne lieu celle de
sin (a -|- ß) et en appliquant la formule de cos (a — ß) on retrouve
les relations (3), (4) et (5) fournies par celle de cos (a ß\.

(D). — Application de la formule
a a

sin »=2 sin — COS
g•

Appliquee au triangle quelconque, cette formule permet
d'6tablir le th^oreme suivant :

Thfeoröme III.

Si d'un sommet B d'un triangle quelconque AB C on abaisse
la 1 sur la bissectrice de rangle A et de son pied S la 1 sur le
cote A B, cette derniere perpendiculaire S T a toujours pout
mesure la moitii de la hauteur issue du sommet B.

En effet, d'apres la figure 3, la relation

„ a a
sin «^2 sin cos
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peut s'ecrire
BEST A_S

c A S c

d'oü

(6) Sr~ BT~ll2 c. q. f. d

On aurait de meme

Ä

On arriverait au meme resultat en prenant sin "
- - ^:

2 c

il faudrait alors remplacer le produit B S. A S par c. S T.

(E). — Application de ia formule
"cos«—2 cos- — 1.

Completons la figure 3 pour obtenir la figure 4. En nous
basant sur cette derniere, nous pouvons ecrire Ia relation
ci-dessus comme suit :

A E (AS )S

AB \A B I
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A

Posons

A E b", AB-c, ST-d, AT-e, B T - f, A S g.

L'egalite devient :

d'oii

Remplagons

-b" 2^-l
c c -

_ cjc -|-b")
2

g" c e

_
c (cf b">

2

d'oü i e=^±-b"
<7> c-b"En outre ' f ——— car f — c — e

Par suite, T est le point milieu de B P et puisque S est
situe sur le cercle decrit sur A B comme diamfetre, on aboutit
ä la propriety suivante :
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Thfeoröme IV.

Si avec un sommet A d'un triangle quelconque comme centre
et sa distance au pied E de la hauteur ü E comme rayon on
decrit tin arc de cercle coupant le cdte A B en P et qu'on eleve

an point milieu T du segment B P line perpendiculaire ä A B
sur laquelle on porle la moitie de la hauteur consideree B E,
Vextremite obtenue S appartient c) la hissectrice de rangle A et

au cercle decrit sur le cote A B comme diametre.

Remarque.

Dans le cas oü Tangle A que traverse la bissectrice est

obtus, la propriete reste la meme, mais le point P tel que
A P A E doit etre pris sur le prolongement du cote AB.—

*

Formons le produit e. f (fig. 4):

c 2 — b" 2

e f

Mais d e. tg et d — f. tg (90 —

d'oü d - — e. f

Remplagons
c2 — b" h"d-- ^ ; or

2

n h"2 c 2 — b" 2

Done - j-4 4

d'oü c 2
— h"2-)-b"2... theoreme de Pythagore.

(F). — Application des relations entre les 616ments
d'un triangle rectangle.

(Deduction dos thöorönies dd triangle rectangle).

Soit A B C un triangle rectangle en A, p la projection de b

sur I'hypotenuse a et q celle de c, h la hauteur.
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Ces relations sont les suivantes :

1) Chaque cöte de Vangle droit est egal ä thypotenuse multi-
pliee par le sinus de rangle oppose ou par le cosinus de tangle
compris.

2) Chaque cöte de rangle droit est egal ä 1'autre multiplie
par la tangente de tangle oppose au premier.

D'apres la premiere relation, on a :

b a. cos C et b ——2-=-
cos C

d'oü (8) b - ^ a. p
c'est-ä-dire :

(I) Chaque cöte de tangle droit est moyenne proportionnelle
entre l'hypotenuse et sa projection sur thypotenuse.

D'apres la seconde relation :

h p. tg C et h ^ q. tg B

d'oü h2 — p. q (tg C. tg B)

mais tg C. tg B ^ 1

Par suite |9) h - — p. q ou :

(II) La hauteur est moyenne proportionnelle entre les segments
qu'elle determine sur thypotenuse.

(G). — Application du th6or6me du Sinus.

(Deduction des thdordmes de Cdva et de Möndlalis).

1. Appliquons le theoreme du sinus aux six triangles P A' B,
P B' C, P C' A; P A' C, P B' A, P C' B (fig. 5) :
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d'oü

1)

et

d'oü

2)

sin o

l sin A'

Tig 5.

b' sin c
m sin B'

c sin k

k sin C'

a' b'. c'. sin 6. sin s. sin
k. 1. m sin A'. sin B'. sin C'

m sin A' k sin B' l sin C'
a" sin e

' b" — sin ' c" sin c

k. 1. m sin A'. sin B'. sin C'

a". 17'. c"' sin ö. sin e. sin

Multiplions 1) et 2) membre ä membre :

a'. b'. c'

a". b". c"
d'oü resulte

(10) a'. b\ c' a". b". c"

C'est la relation du

Th6oröme de G6va.

Trois transversales issues des trois sommets d'un triangle quel-

conque et se coupant en un meme point determinent sur tes cötes

six segments tels que tes produits de trois segments non conse-

cutifs sont egaux.
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Kemarquo.

En appliquant le theoreme du sinus aux six triangles A B A',
B C B', C A C; A C A', B A B', C B C', on aboutirait aussi
ä la relation du theoreme de Ceva. On obtiendrait:

a', b'. c' sin «" sin ß" sin y" I m k

a", b". c" sin ß' sin y' sin a' k I m

d'oii

a', b'. c' ^ a", b". c"

Cas parllculior.

En exprimant, dans un triangle quelconque, l'un quelconque
des produits cos a. cos ß. cos y, sec a. sec ß. sec y, tg «. tg ß. tg j,
cotg « cotg ß. cotg y de deux manieres difförentes et en ega-
lant les deux expressions, on arrive ä la relation du theorime
de Ceva pour le cas particulier oil les transversales issues des
sommets se coupent ä l'orthocentre du triangle.

En effet (fig. 1) :

c' b" „ a' c" b' a"
cos — • cos b — — — • cos ; — — t-b c ' c a ' ab

Par suite

d'oii

c a b b c a
COS a. cos ß. cos y —1 — 7-b c a c a b

a', b'. c' — a", b". c"

2. Considerons un triangle A B C et une transversale cou-
pant les cotes a, b, c respectivement aux points X, Y, Z et
formant avec eux les angles <s, e et y (fig. 6).

8
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D'apres le theoreme du sinus applique aux triangles A Y Z,
B Z X, C X Y, nous avons successivement :

A

A Y sin f B Z sin rf C X sin
Ä Z sin f ' B X sin y ' C Y~ sin 4

Multiplions ces trois relations membre ä membre :

A Y. B Z. C X
A Z. B X. C Y

d'oü

(11) A Z. B X. C Y - A Y. C X. B Z, c'est-ä-dire :

Theoreme de M6nelaüs.

Toute transversale situee dans le plan dTm triangle determine
sur les cdtes six segments tels que les produits de trois segments
non consecutifs sont egaux.
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(H). — Application du thGoröme du Gosinus.

(Deduction des thöorömes de P(oldmöe).

La figure 7 doiine :

d'oü

A C 2
— a 2 |- b 2 — 2 a b cos B

A C 2
— c - |- d - | 2 c d cos B

a 2 4- b 2 — Ä C 2 AC2 — c 2 d2
2 a b

De cette relation on tire :

2 c d

A C — y/(a d I- b c> ta c -I' b d)

a b -I- c d

On trouverait de meme

2) B D =\ /(a b + c d) (a c + b dt
V ad l-bc

En multipliant d'abord, puis en divisant les formules 1) et 2)

membre ä membre, on obtient :

AC. BD-=ac-|-bd
(12) ; AC ad-|-bcI BD a b + c d

c'est-ä-dire :
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Thöoremes de Ptolem6e.

(11 Dans tont qiiadrilatere mscriptible, te produit des diagonales

est egal ä la somme des produits des cötes opposes.

Ill) Dans tout qiiadrilatere inscriptible, les diagonales sont
entrc elles dans le meine rapport que les sommes des produits
des cötes qui concourent avec elles

IV

Application des formules du groupe (3).

1 - Soit ABC un triangle quelconque Construisons le

triangle A' B' C' ayant pour sommets les pieds des hauteurs Les
relations (3) permettent d'etablir le theoreme ci-dessous et d'ex-

primer les cötes du triangle A' B' C' en fonction de ceux du

triangle ABC
1" Partons de la seconde des relations (3) :

h'. h" - a b — a". b'

A

La figure A B A' B' est un qiiadrilatere inscriptible; d'apres
le premier theoreme de Ptotemee, le produit de ses diagonales
est egal ä la somme des pioduits de ses cötes opposes :
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d'oü

Par suite

h\ h" (A' B'). c | a' b"
|A' B'l. c -|- a' b" — ab — a" b'

ab — a' b" — a" b'
c

Mais
a b --= (a' |-a") (b' |-b") ^ a' b' -|- a" b"-|-a' b" | a" b'

Remplagons, puis appliquons la permutation cyclique :

; c. A' B' a' b' |- a" b"
(131' a. B' C' b' c' |- b" c"

I b. C' A' ^ c' a' -j- c" a"

Nous obtenons done le theoreme suivant (relations (13 ') :

Theoreme V.

Le rectangle construit stir un cöte d'un triangle quelconquc
et la distance des pieds des hauteurs abaissees sur les deux
autres cotes est equivalent a la somme des rectangles construits
sur les segments non consecutifs determines par ces hauteurs
sur les cotes correspondants.

2" Exprimons maintenant les cötes du triangle A' B' C' des

pieds des hauteurs en fonction de ceux du triangle ABC (fig. 8).

c' a' -|- c" a"
b

d'oii

c

Or

et
d'oü

a 2 b 2 -1- c 2 — 2 b b"

c - — a 2 -1- b 2 — 2 a a"

a
a 2 -|- b 2 — c 2

2~i et b
b2 -j- c2 — a 2

2 b
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En outre
a 2 — b 2 -I- c 2 b 3 — c :

a !— et b
2 a 2 b

car a' a — a" et b' b — b"

Portons ces valeurs dans l'expression de A' B' :

a2 — b2-\- c2 b2 — c2 -|- a2 a2 -j- b2 — c2 b2 + c2 — a2
2~a 2b ' 2~ä 2 b

A B
c

A. B' [a2 + lb2-c2H[a2-(b2-c2)]-|-[b2 f (c2-a 2)1[b2-(c2-a2)l
4 a b c

ou, en effectuant et en simplifiant :

A' B' ^ c (a 2H' b 2 c 2I

\ -
Par permutation... (14) B' C' ^ a (b ' l'c ' ~ a ')

/
c, A.

2 c a

Ce sotit les formules exprimant les cotes du triangle des pieds
des hauteurs en fonction des cotes du triangle donne.

2. — Partons de la premiere des formules du groupe (3) :

h' h'" a c — a' c"

D'autre part (fig. 1) H^ ?'

Multiplions membre ä membre :

> a a' c
h - —^ a -

c

Or :

Deux sommets d'un triangle quelconque et les pieds des
hauteurs qui en partent sont sur une circonference ayant pour
diametre la distance de ces deux sommets :
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A, B, D, E sont sur une circonförence de diametre A B;
B, C, E, F » » > B C;
C, A, F, D » » » »CA.

Par suite, d'apres le theoreme des secantes :

a a" — b b' ; b b" - c c' ; c c" a a'

Rempla^ons a a' par c c" dans h' 2
:

h'2 c 2 — a'2

ou c - -= a' - |- h' Theoreme de Pythagore.

Reprenons l'expression de h'2 (fig. 1):

h"=aa' (c' + Q_a,,
c

a a' c'
ou h'2 a' (a — a')

mais a a' c c"

Done h'2 a' a" -|- c c' /

ou aussi, puisque cc'-b b"... ' K 2 a' a" -|- b b" *

Les relations (15) donnent lieu au theorfeme suivant :

Th6or6me VI.

Le carre construit sur une hauteur d'un triangle quelconque
est equivalent au rectangle construit sur les segments qu'elle
determine sur le cote correspondant plus le rectangle ayant pour
dimensions l'un des deux autres cotes el la projection du second

sur lui.

Gas particulier.

A 90°; b" c' 0 :

(15) devient : h'2 a' a"

On retrouve ainsi une relation connue. —
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La seconde des egalites (15) peut s'ecrire (fig. 1) :

h' 2 a' a" b' b" | b" -

Par permutation h" 2
— b' b" -|- c' c" -|- c" 2

et h'" 2 c' c" -|- a' a" -|- a" 2

d'oü resulte

(I)' h"-' |- h"2 - | - h'"2 |a"2 + b"2-hc"2)-|-2(a'a" |-b'b"-|-c'c"l
En partant de Lautre egalite

h'-' — a' a" |- c c',

on trouve, apres les memes transformations :

(1)" h"'-|-h"-' | h"'-'^(a'2 — b'2 | - c' 2 (a' a" | b'b" | c'c")
De |I)' et (Ii" resulte :

(16) a'2 |- b'2 | c'2 -= a" - \- b" 2
| c" 2

c'est-ä-dire

Th6oreme VII.

Les sommes des carres construits sur trois segments non
consecutifs determines sur les cötes d'un triangle qaelconque par
les hauteurs correspondantes sont egales.

La relation (16) a ete etablie sans l'intermediaire du theoreme
de Pythagore.

Consequence (leomelrique.

De (16) :

(b'2 — b" -') - (a" 2 — a' 2| -|- (c" 2 — c''-')

ou

(b' — b") (b* — b") (a"-|-a') (a" — a') |- (c" | c') (c" — c')

ou (Fig. 9) :

b. C L a. C K + c. B M

ou

C"S 2 C R 2 -I- "B f 2
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Par suite les segments C S, C R et B T sont les cotes d'un
triangle rectangle; d'oü Ie theoröme suivant :

Th6or6me VIII.

Si avec les pieds des hauteurs d'un triangle comme centres et
les petits segments qu'elles determinent sur les cotes correspon-
dants comme rayons on decrit des circonferences et qu'aux
points oil elles coupent les grands segments on eleve des 1 aux
cötes jusqu'a leurs points d'intersection avec les circonferences
decrites sur ces cotes comme diametres, les distances de ces

points aux extremites des grands segments sont les cotes d'un
triangle rectangle.

Romarquo.

De (I)' ou (IT on peut deduire le theoreme de Pythagore en

supposant A — 90".



\ \
\

//v. /
rigid.
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V.

Application des formules du groupe (1)

1. Abaissons de deux sommets A et B d'un triangle ABC
les hauteurs h' et h" sur les cötes opposes B C et A C et
prolongeons-les jusqu'ä leurs points d'intersection T et K avec
les circonferences decrites sur ces cotes comme diametres. Puis
dessinons des circonferences avec les extremites A et B du
troisieme cöte comme centres et leurs distances ä ces points
K et T comme rayons (fig. 10).

Soit Af un point d'intersection de celles-ci.

Partons de la premiere des relations (1) :

c5 a a' |- b b"

ou c2 B T 2 -|- Ä~K 2 Fm"2 -(- Ä~M 2

Par suite, M est situe sur la circonference decrite sur A B
comme diametre.

En outre, soit X le point d'intersection de cette circonference
et de la troisieme hauteur h'" situe du meme cötö de A B que
M. Nous avons :

1) AX2 cc' b b"
Mais 2) Ä M 2 Ä~K 2 b b"

De 1) et 2) resulte AM AX
On en conclut que M est confondu avec X.

Nous sommes done conduits au thöoröme suivant:

Theoreme IX.

Si Von decrit des circonferences ayant pour centres les extremites

d'un cdte d'un triangle acutangle et pour rayons leurs
distances aux points d'intersection des hauteurs qui en partent
avec les circonfirences dicrites sur les cotes opposes comme
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diametres, ces circonferences se coapent aux points d'intersection
de la troisieme hauteur et de la circonference decrite sur le cote

oppose comme diametre

Theoreme X.

Si avec deux cotes d'un triangle comme diametres on decrit
des circonferences, elles sont coupees par les hauteurs correspon-
dantes en quatre points situes sur line circonference ayant pour
centre le point d'intersection des deux cotes consideres (fig. 11).

Premiöre demonstration (basee sur le theoreme precedent).

D'apres le theoreme qui precede, les circonferences (A K) et
(B T) de centres A et B se coupent aux points d'intersection
M, P de la circonference de diametre A B et de la hauteur
correspondante h'". De meme, les circonferences (A K) et (C T)
de centres A et C se coupent aux points d'intersection K, Q de
la circonference de diametre A C et de la hauteur correspondante

h". Les quatre points M, P, K, Q sont done bien sur une
meme circonference de centre A (rayon A K).

Deuxiöme demonstration.

Soient respectivement M, P et K, Q les points oil les
circonferences decrites sur les cotes A B et A C comme diametres
sont coupees par les hauteurs correspondantes h'" et h".

M est'le symetrique de P par rapport ä A B, done :

Du theoreme ci-dessus decoule le suivant :

II A P -AM
et Q le symetrique de K par rapport ä A C, done :

2) A Q A K
mais

A K - — b b" et A M c c'

d'oü

3) A K A M, car b b" — c c'.
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De 1), 2} et 3| resulte

AP- AM-AK AQ.
Les quatre points M, P, K, Q sont done sur une meine cir-

conference de centre A

Remarque.

Les trois circonferences de centres A, B, C et de rayons
A K, B P, C T auxquelles donne lieu le theoreme X ont pour
centre radical l'orthocentre du triangle.

En effet, du theoreme IX resulte que les cordes communes
ä ces trois circonferences sont les hauteurs du triangle ABC.

*
* *

2. Considerons un cercle de rayon r; choisissons un point
exterieur quelconque P que nous joignons aux extremites d'un
diametre quelconque A B, puis envisageons le triangle A B P

ainsi obtenu (fig. 12).

Soit BP a, PA-b, AB c.

Appliquons le theoreme II au cöte A B:
c

5 -- a a' -| - b b"

c - a (a — a") | b (b — b')

d'oü a 2
| b - — 2 t - 4 r -

ou (17) PA- |- P B2 — 2 t2 — 4 r2

Nous pouvons faire abstraction du triangle P A B et
enoncer ce resultat sous forme de theoreme :

Theoreme XI.

La somme des carres construits sur les distances (fun point
exterieur variable aux extremites d'un diametre quelconque d'un
cercle fixe diminuce du carte inscrit dans le cercle ayant pour
rayon la tangenie du point considere est une quantite cons-
tante et egale au carre construit sur le diametre du cercle donne.
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P

La formule (17) est verifiee directement dans les cas parti-
culiers oü le point P est sur la circonference ou sur la tangente
ä l'une des extremites du diametre A B.

VI.

Consequences resultant de la formule (17).

1. La formule (17) permet d'etablir une nouvelle demonstration

du Ihtoröme do la mtidlanc.

Soit A B C un triangle quelconque et soil ä determiner la

longueur de la mediane M c du cote A B. Döcrivons une
circonference sur A B comme diametre et appliquons le theoreme IX
(formule 17) au point C (fig. 13):
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rig 43.

C A 2 -|- C B2 — 2 t2 4 r 2

ou (fig. 13)... c'-' a2 |- b - — 2 t -

c! a1' I- b2 - 2 M* - C4

d'oii

(18) a2 -1- b 2 — C„J

Cest la formule exprimant une mediane d'un triangle en

fonction des trois cötes.
*

2. Supposons que le point P soit fixe et la position du
diametre A B variable (fig. 14) :

Thöoröme XII.
Pour le meme cercle, la somme des carres construits sur les

distances d'un point exterieur fixe aux extremites d'un diametre
quelconque est constante et egale au carre construit sur le

diametre augmente du carre inscrit dans le cercle ayant pour
rayon la tangente menee du point au cercle donne :

P A 2 + P B"2 (2 r)2 -|- (t \ 2)2 - const.

*
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Tig 47. rig-is.
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3. Admettons que le point P soit variable mais assujetti ä

rester sur une circonference concentrique au cercle donne et

que la position du diametre A B soit quelconque (fig. 15):

Theoreme XIII.
La somme des carres construits sur les distances d'un point

quelconque d'un cercle aux extremites d'un diametre quelconque
(Tun cercle interieur concentrique est constante et egale ä la
somme des carres inscrits dans les deux cercles.

En effet, nous avons (formule 17) :

P~A- + P~B2 — 2 t2 4 r2

lei, la longueur de la tangente t est la meme pour chaque

position de P : t2 R 2 — r 2

Remplagons
P Ä P B (r V'' 2) - -j- (R V' 2) - const,

ou P A 2 -|- P B 2 P' A'2 -J- P' B'2 const,

pour tous les points P, P',... sur la circonference R et tous les
diametres A B, A' B',... du cercle r.

*

4. Supposons que P A soit constant, e'est-a-dire que le point
P se deplace sur une circonference ayant son centre ä l'une des
extremites A du diametre A B (fig. 16). La relation (17) devient:

P B2 — (t \;2)" (2 r)2 — PA2 const.

d'oü:

ThSoröme XIV.

Si un point P se deplace sur une circonference ayant pour
centre une extremite d'un diametre d'un cercle donne, la difference
entre le carre construit sur sa distance ä I'autre extremite du

9
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diametre et le carre inscrit dans le cercte ayant pour rayon la
tangente du point P est constante et egale ä la difference des

carres construits sur le diametre du cercle donne et le rayon du
cercle decrit par P

*

5. Soit P un point mobile sur une circonference R, r un

cercle concentrique et^ un cercle tangent interieurement ä r

(fig. 17):

Thöoröme XV.

Etant donnes deux cercles tangents interieurement, le petit
passant par le centre du grand, si un point P se deplace sur un
cercle concentrique au grand : 1" Le carre inscrit dans le cercle

ayant pour rayon la tangente du point P au petit cercle diminue
du carre construit sur sa distance au point de contact des deux
cercles est une quantite constante et egale ä la difference des

carres construits sur les rayons des cercles concentriques. 2" Le

carre construit sur la distance du point ä l'extremite du diametre
du point de tangence augmente du carre inscrit dans le cercle
dont le rayon est la tangente du point au petit cercle est une
quantite constante et egale ä la somme des carres construits sur
le rayon du grand cercle donne et sin le cöte du triangle equilateral

inscrit dans le cercle que decrit le point.

En effet :

1" Le cercle decrit par P ayant pour centre une extremite C

r
d'un diametre du cercle on a, d'apres le theoreme precedent:

PB!-2t:- (2 ~) - — R

ou

(I)
'

2 t - — P B - — R - — r - - const.
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La premiere partie est ainsi demontree.

2° Le point P se deplagant sur un cercle concentrique au
cercle r, on a pour ce point par rapport au cercle r la relation
(th. XIII) :

P~A 2 -|- P B2 2 r2 -I- 2 R2

Additionnons avec (I) :

(II) P~X2 + 2t2 ra + 3R2 const.

ce qui demontre la seconde partie.

En outre, si Ton additionne (I) et (II) :

PÄ2 — P~B2 (2 t)2 (2 R)2 const.,

done independant des rayons des cercles donnes.

Gas parliculier du thdordme XV.

Si R r, les relations (I) et (II) ci-dessus deviennent (fig. 18

et 19) :

(I)' P~B2 2 t2 ou P B t V 2

(II)' P~A2 + 2 t2 4 r2

et s'expriment comme suit :

Thfeoreme XVI.

Pour deux cercles tangents interieurement de rayons dans le

rapport 1 : 2, chaque corde du grand menee par te point de

contact est egale au cote du carre inscrit dans te cercle ayant
pour rayon la tangente menee au petit cercle par Cextrem ite de

la corde.

Theoröme XVII.
Etant donnes deux cercles tangents interieurement de rayons

dans le rapport 1 : 2, le carre construit sur la distance d'un
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point P du grand ä t'extrcmite du diametre du point de contact
augmente du carrc inscrit dans le cercle dont le rayon est la
tangente menee du point au cercle interieur est line quantite
constanfe et egale au carre construit sur le diametre du grand
cercle

*

6 Soit A B C un triangle quelconque Oecrivons une circon-
ference sur chaque cote comme diametre et menons-lui une
tangente du sommet oppose; appelons a, b, c, les cotes du

triangle, r', r", r"' les rayons des circonferences et t', t", t'" les

longueurs des tangentes en question (fig 20)

En appliquant le theoreme IX, nous avons successivement :

a - -|- b — 2 t"'2 4 r'"
b |- c 2 — 2 t'2 — 4 r'
c 2 -|- a J — 2 t" 2 ~ 4 r"

Additionnons membre ä membre :

a - I- b2 | c2 (f \ 2")2 | (t" \ 2)2 | (t'" \ 2)2 ou :

Theoreme XVIII.

La somme des carres construits sur les trois cotes d'un triangle

quelconque est äquivalente ä la somme des carres inscrits
dans les trois cercles ayant pour centres les sommets du triangle
et pour rayons respectifs les tangentes menees de ces sommets
aux circonferences decrites sur les cotes opposes comme diametres.

*

7. Soit A B un diametre quelconque d'un cercle donne, P un
point exterieur fixe ou mobile sur un cercle concentrique (fig. 21).

Nous avons (formule 17) :

P~A2 + PB2 — 2 t2 - 4 r2
d'autre part

P A! -|- P B! — 2 P A. P B cos y 4 r'2

d'oti P A P B cos y - t2
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ou, en designant par S la surface du triangle P A B :

S. cotg y -2

c'est-ä-dire :

Propri6t6.
Etant donne un cercle, si Ton joint un point exterieur P fixe

(ou mobile sur un cercle concenirique) 'aux extremites d'un
diametre variable du cercle donne, le produit de la surface du
triangle ainsi forme par la cotangente de Tangle en P est constant

Cette propriete permet de resoudre le probleme suivant :

Problöme.

On donne un cercle de rayon r et un point exterieur P.

Construire un diametre de ce cercle tel que si Ton joint ses
extreinites au point P, l'angle en P soit de 45° (fig. 22).

y 45°; cotg y 1

La relation prec£dente devient :

1) 2 S t

Soit h la hauteur du triangle determine par le diametre X Y
cherche et le point P (fig. 23) :

2) 2 S 2 r h

De 1) et 2) : t2 (2 r) h

t est done moyen proportionnel entre 2 r et h; t et r etant
connus, on peut construire h Connaissant h, on decrira avec P

comme centre une circonference de rayon h et on lui menera
du centre O du cercle r des tangentes qui coupent la circonference

r aux extremitös X Y, X' Y' des diametres demandes 11

y a deux solutions
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Remarques.

1) Si y — 30° :

• t5=2S \ 3 (2 r \ 3") h

On peut construire la longueur (2 r \ 3) puis h. On termine
alors coinme ci-dessus

2| Si 7 — 60" :

_1_ _
\ 3

~~
\ 3

t ' 2 S -U h

2 rOn construit facilement ——, puis h et par suite X Y et X' Y'
\ 3'

3) Si y est quelconque :

t ' 2 S. cotg 7 (2 r. cotg y). h.

On construit la longueur (2 r. cotg 7); on peut alors construire
h, puis X Y et X' Y' comme dans le probleme ci-dessus.

Porrentruy, Novembre 1913.
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