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100 Premiere seance de travail

Setze ich die Werte für D, «= ^r
d.D

und X in die Gleichung ein, so ergeben

sich die Werte ß der Knickspannungsgleichung.
Trage ich diese Werte als Ordinalen der zugehörigen X Werte auf s. Fig.,

so erhalle ich zwischen X=3o,5 und X 92,6 d. h. bis zum Anschluss an die

Eulerhyperbel angenähert eine gerade Linie, ebenso zwischen X 3,7und
X=16,5. Dazwischen d. h. zwischen X 16,5 und X=35,5 ist die ß Linie

eine Kurve vom n'p" Grad, wobei n ermittelt werden muss.
Als Knickspannungsgleichungen habe ich nunmehr für den elastischen und

unelastischen Bereich folgende Werte errechnet :
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Fig. 1.

ff — h'.
E

X2"
fül x:>912,6

ff= ffE[0,0142 X—0,318] fürX= 92,6 bis 33,5

ff ffEfO,00393 (X— 16,5). 1,22 — 0,041 l)fürX 35,5 bis 16,S

ff=ffE[0,00305X —0,00918]fürX=16,5bis3,7

Da in der Stahlbautechnik Stabglieder unter einem Schlankheitsgrad von

¦/== 353 nur Sehr selten oder garnicht vorkommen, kann ich folgenden Wert
als die genaueste und einfachste Knickgleichung im unelastischen Bereich

bezeichnen :

ff ffE [0,0142 X — 0,318]

Diese Funktion vom ersten Grade ist für die Anwendung in der Praxis

unbedingt zu empfehlen.

Traduction.

Dans son Rapport d'Introduction sur la stabilite et la resistance des pieces

travaillant ä la compression et ä la flexion, M. le Professeur Dr. L. Karner a

etudie le processus du flambage en s'efforcant de penetrer plus avant dans le
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domaine, tres difficilement accessible, de la plasticite. Ainsi qu'il l'indique
tres judicieusement, cette partie du probleme du flambage ne peut etre explo-
ree avec succes qu'en se basant sur des resultats d'essais de compression effectues

sur des materiaux divers. Le fait qu'il assimile ä une droite, pour l'acier,
le diagramme incurve de la compression, permet, avec les valeurs modifiees de
Fr et de irs pour la section, d'arriver ä des relations tres simples en ce qui
concerne la determination des efforts. Les valeurs de la section peuvent etre
deduites sans difficulte de la relation entre le diagramme rectiligne et le
diagramme incurve effectif. On obtient ainsi, pour la section Fr modifiee, une
position du centre de gravite qui presente par rapport ä la position normale un
ecart d'excentricite e1'. L'axe statique de la barre s'ecarte de cette valeur ev de
son axe geometrique. On retrouve dejä une meme excentricite dans les
travaux de Krohn ä partir de l'equation exacte du flambage, dans son traite sur
la « Resistance au Flambage ». II arrive k la valeur suivante :

1 P.ft-4-M
P J.K

dans laquelle il designe par :

p le rayon de courbure,
P et M les charges exterieures,
ft l'excentricite, qui presente d'ailleurs des valeurs variables, par suite des «

variations du coefficient de compression d'une section ä l'autre,
J le moment d'inertie de la section rapporte ä son axe de gravite,
Kun coefficient de compression moyen.

Apres Integration de l'equation
1

_ ZzlL — P(/c+?/)
p

~ aß ~~ in
en admettant que ft et K soient invariables et en introduisant differentes
simplifications, Krohn arrive au resultat suivant :

>S
2 V

£k
Dk ff,, /dD\

i_cosL h DkVd^k
^V D>x

Cette Solution represente l'equation du flambage dans le cas general, en
tenant compte de ce fait que le coefficient de compression D est variable avec
la contrainte.

Comme ce sont toujours les conditions de deformation et de contrainte dans
la section du milieu, la plus exposee, qui jouent le röle capital, j'estime qu'il
convient, dans l'equation

dHj P(ft-f-y)
'dir* ~ J.K

d'introduire pour ft et K les deux valeurs qui correspondent precisement ä cette
section du milieu de la barre et d'admettre que ces valeurs sont invariables

pour toute la harre. En partant de cette hypothese, j'ai determine d'une autre
maniere l'equation generale du flambage.
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Une barre qui est soumise ä une charge appliquee avec une excentricite ft,
flechit de la quantite S. Par resolution d'une equation differentielle et au prix
de differentes simplifications, j'obtiens le resultat suivant :

ft
2 ft 2 J'¦ — —= are cos r= are cos

ff
2 + /« /ff k

1 + ;V7 D V D o

La resolution exacte suivant Krohn aboutit au resultat suivant :

tfk A/D-n
Dk :<j/k

X —, are cos/ crk 1 _j_ _ffk /cML>\

V Dk DkVdtrA
De ces deux equations, on peut deduire :

ft ffk /dD\
ff Dk\üfff)k

Si je pose D E module d'elasticite, j'obtiens :

'¥) =0etft=0d ff/k
TT

on en deduit : (are cos 0 jr

v7

~2E

ff

E

Pour un coefficient de compression constant D E, ou un degre d'excentricite

ft 0 on obtient l'equation d'Euler.

q-p P ft
bi 1 on pose ty et z—,—7 Y

r 5 -f- ft

on obtient :

P —p- (arc cos v;2

_4LU/x_ 1 \2
~ Z2 \2 T 6 ' 7

Le premier terme de ce developpement en serie donne la formule de Kärmän :

7t2D.J
P

Z2

Par suite cette valeur approchee donne donc des chiffres trop forts, ainsi que
l'on peut d'ailleurs s'en rendre compte par comparaison avec les resultats
fournis par fes essais.

Si dans l'equation :

4D / ft \2
arccos,P \ o + ft
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par a fa valeur are cos ——-.1
c + k

on obtient d'une maniere generale pour la contrainte de flambage l'expression :

a- ¦ il k
on designe par aia valeur arccos ——-01 G 4- ft

a2
4D

G= X2"

Dans la zone elastique, avec

7t ft
a 77 — arcsin

2 S+ft
TT

pour /r 0, on obtient a =-= ^
D coefficient de compression etant egal ä E module d'elasticile, on retombe.

sur l'equation d'Euler :

_
4E tc2

_ Ex2
_ _°Euler— ") 2 • 4

~~
-^2

"~" ^E

Si j'adopte cette equation comme equation de base de la valeur de la con-
trainle de flambage, je puis ecrire :

D a2 4 E
cr=crE. - —— =crE. 0,4053 - .a2 ffE.ß

E -r D

f/ D
Si i'introduis les valeurs de D, a= --. --— et X dans l'equation, j'obtiendraiJ D du 1.1

la valeur de ß de l'equation de la contrainte de flambage.
Si l'on considere ces valeurs comme ordonnees en fonetion des valeurs

correspondantes de X (voir figure), on obtient entre X 35,5 et X 92,6, c'est-
ä-dire jusqu'au raecordement avec l'hyperbole d'Euler, approximativement une
ligne droite; il en est de meme entre X 3,7 et X 16,5. Dans l'intervalle,
c'est-ä-dire entre X 16,5 et X 35,5 la courbe de ß est une courbe de degre

/i, n devant etre ä determiner.
Comme equations de fa contrainte de flambage, j'ai ensuite etabfi ies

relations suivantes, pour les domaines elastique et plastique :

E-c2
ff C7F ----- pourX> 92,6

ff tJE (0,0142 X — 0,318) pourXcompris entre 92,6 et 35,5
-¦ =ffE[0,00393 (X—-16,5). 1,22 — 0,0411] pour X compris entre 35,5 et

16,5
<- ffE (0,00305 X — 0,00918) pour X compris entre 16,5 et 3,7

En construction metallique, les barres ne presentent que tres rarement, ou
meme jamais, un degre de finesse inferieur ä X 35,5; on peut donc considerer

que dans le domaine plastique, la forme la plus simple et la plus exacte de

l'equation du flambage est la suivante :

ff=ffE(0,0142X —0,318)

Cette relation du premier degre est ä recommander le plus largement pour
les besoins de la pratique.
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Zusammenfassung.
Der variable Druck-Elastizitätsmodul wird durch eine variable Exzentrizität

der äusseren Kraft ersetzt (angenähert die Exzentrizität in bezug auf den
Schwerpunkt der reduzierten Fläche Fr im Bericht von Herrn Prof. Dr. Karner).

Dank der Einführung dieser Exzentrizität erhalte ich durch einfache
Rechnung die allgemeine Gleichung des Knickzustandes, und als Spezialfall
den Wert von Euler und Kärmän. Schliesslich stelle ich eine Knickgleichung
auf, die sich auf die genaue Gleichung stützt und die eine einfache, aber in den
praktischen Grenzen des Schlankheitsgrades genaue Form annimmt.

Summary.
The variable coefficient of compression is reptaced by a variable eccentricity

of the externaf force (approximately the eccentricity of the centre of gra-
vity ofthe modified section Fr in Prof. Karner's report). Owing to the intro-
duction of this eccentricity, the general equation of buckling is obtained by a
simple calculation and, as a particular case, the value of Euler and Kärmän.
Finally an equation of buckling is established, basedon the exact equation and
presuming a shape wich is simple but accurate within the practical limits of
slenderness X.

Dr. Ing. F. SCHLEICHER,
Professor an der Technischen Hochschule Hannover.

Bei exzentrisch gedrückten Stäben entspricht im allgemeinen jeder
Belastung ein bestimmter Gleichgewichtsfall und Instabilität kommt nicht in Frage.
Auf den Ausnahmefall haben Zimmermann1 und Chwalla 2 unabhängig-
voneinander hingewiesen.

Ein im spannungslosen Zustand prismatischer Stab werde in der Ebene der
kleinsten Steifigkeit mit P ty PE exzentrisch gedrückt (PE Eulerknick-
last). Die Exzentrizitäten an den beiden Stabenden seien gleich gross, aber
von entgegengesetztem Vorzeichen. Der Mittelpunkt des Stabes liegt auf der
Kraftangriffsgeraden und erleidet keine Ausbiegung. Die Biegungslinien sind
für 6 < 1 bezüglich dieses Punktes spiegelsymmetrisch und stabil. Wird <b

1, dann ist das Gleichgewicht labil und w (£) wf cos -c£ + C sin rZC,

wo C beliebige Werte besitzen kann. Vgl. Fig. 1.
Für ungleiche Exzentrizitäten w1 bezw. w2 ist die Durchbiegung in Stabmitte

wM
+ w,

2

1. IL Zimmermann, Lehre vom Knicken auf neuer Grundlage. Berlin, 1930, S. 41.
2. E. Chwalla, Eine Grenze elastischer Stabilität unter exzentrischem Druck. Z. angew.

Math. Mech. 10 (1930) und Lösung-stypen elastostaticher Probleme. Desgl. 11 (1931).
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