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L'exploitation des series de petite taille en resistance des materiaux

Die Interpretation der kleinen Serien in der Festigkeitslehre

The Interpretation of Small-sized Series in Strength of Materials

M. DAVLN
Laboratoire Central des Ponts et Chaussees, Paris

Parmi les problemes fondamentaux qui conditionnent le dimensionnement
des constructions, celui du «risque de defaülance locale», c'est-ä-dire d'abaisse-
ment local de la resistance au-dessous du taux de contrainte subi en service,
est un des plus importants.

Pour determiner la forme des courbes de repartition en probabilite des

resistances a la rupture, et rechercher les meilleures formules d'ajustement,
nous avons, au Laboratoire Central des Ponts et Chaussees, realise des popu-
lations de forte taille (plusieurs centaines, meme plusieurs milhers) aussi

homogenes que possible, d'eprouvettes de mortier. Nous avons trouve que la
«loi de valeurs extremes»

F(x) =l-e~(^)

(oü x est la variable aieatoire representant la resistance ä la rupture et F (x)

sa fonetion de repartition, x0 et K des parametres dependant de la population
consideree), permet pour les essais de compression ou de traction directe, des

ajustements tres satisfaisants de la partie inferieure de la courbe (x<x0) la
seule qui interesse la securite des constructions. Pour la partie superieure
(x > x0), cette formule represente moins bien la realite, les courbes experimentales

etant plus etaiees que les courbes theoriques. Ainsi, pour un ecart qua-
dratique moyen d'environ 8% correspondant a JST 15, une valeur superieure
de plus de 30% ä la moyenne n'est pas, en fait, extremement exceptionnelle,
alors que la formule lui attribue une probabilite inferieure ä IO-13, donc tres
inferieure ä l'inverse du nombre total d'eprouvettes essayees dans tous les

temps et dans tous les laboratoires du monde.
La serie de forte taille a toutefois rinconvenient de necessiter une etude
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speciale, faite dans des conditions aussi particulieres que possible, et ü subsiste
un doute quant k la possibilite d'en tirer des conclusions generales. C'est
pourquoi nous avons recherche une methode permettant d'exploiter les archives
de notre Laboratoire, principalement composees de series de taille 6 relatives
ä, des essais de mortiers et betons, notamment l'essai de compression sur cubes
et l'essai de traction de Michaelis.

H faut bien comprendre que ces series ne peuvent pas etre considerees comme
formant, par leur reunion, un echantillon de grande taille d'une «population
mere» commune. En effet, les changements qui interviennent, d'une serie ä
l'autre, sont principalement sous la dependance de facteurs humains, ä variations

discontinues, le plus souvent rebelles aux lois statistiques: changement de

l'operateur ou perfectionnement de la technique d'essai en ce qui concerne
le laboratoire; variations dans la provenance et la qualite du ciment, les
speeifications officielles, progres de l'industrie des liants hydrauhques; et meme,
transformation de la mentahte des ingenieurs qui demandent les essais,
certains d'entre eux s'adressant systematiquement aux Laboratoires, d'autres
n'y faisant appel que s'ils ont subi des mecomptes.

Nous les avons donc considerees comme appartenant ä des populations
toutes differentes, mais en raison de leur communaute de nature, nous avons
admis que ces populations obeissent ä des lois que l'on peut ramener ä une
formulation mathematique du type defini ci-dessous.

La fonetion de repartition de la resistance pouvant toujours etre
representee pour l'ensemble des populations considerees par:

F(x,\,fi,v
X,/jl,v... etant des parametres qui varient d'une population ä l'autre, nous
admettons que cette fonetion peut se mettre sous la forme:

F(x,X,n,v) =0[f(x,X,fJL,v),g(x,X,ix,v) ..]
les /, g etant trhs peu nombreux et tres simples comme expression mathematique.
On aura par exemple:

F(x,X,n) <f>(Xx+ix)

(deux parametres, une seule fonetion auxiliaire introduisant les parametres
sous forme lineaire).

Cette hypothese est suggeree par l'examen des principales lois usuelles
admises en statistique. La loi de Gauss, dans toute sa generahte, la lere loi de
Pearson, quand on fixe les exposants p et q, la loi de valeurs extremes ä variable

X—X»
non borneeinferieurement (dont la fonetion de repartition estF(x) I — e~e~p~),
admettent precisement la formulation de l'exemple particulier ci-dessus. La
loi de Galton, la loi de valeurs extremes du type defini plus haut comme
meilleure loi d'ajustement des series de grande taille (type ä variable
essentiellement positive) ont des fonctions de repartition du type

F(x,X,fj.) <j> (X L (x) +/m)
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ou encore, si l'on fait le changement de fonetion <f> (L (£) W'(£) et le change-

F(x,X,v) =${vximent de parametre v ef-.

Si nous nous bornons au cas oü il n'y a qu'une fonetion auxiliaire, nous

F(x,X,n,v =$[f{x,X,IJ.,v)];

f est supposee connue mais la fonetion </> k une seule variable est supposee
inconnue.

Si la taille n des echantillons est superieure au nombre m des parametres,
la repartition, dans l'espace ä n dimensions, des points P dont chacun figure
un echantillon, nous donne une information sur la fonetion <P; mais cette
information est plus facilement exploitable s'ü est possible de trouver une
famihe de multiplicites (courbes, surfaces ou hypersurfaces) teile que la
probabilite de presence du point P dans chaque portion d'espace deiimitee

par une ou plusieurs de ces multiplicites soit independante des parametres.
Soit en particulier f (x,X,(j.) Xx + ft. Nous considerons des echantillons

de taihe 3 et nous les representons, dans l'espace ä 3 dimensions, chacun par
le point P dont les 3 coordonnees xxx2x3 sont les 3 nombres constituant le
resultat d'epreuve de l'echantillon. Si nous passons d'une population ä une
autre en changeant A et /j., la figure de l'espace representant la densite de

probabihte de presence du point P subit, pour un changement de A, une homo-
thetie par rapport ä l'origine, et pour un changement de fi une translation
suivant la droite D (xx x2 x3).

Donc si nous considerons un diedre A forme par deux demi-plans passant

par D, la probabihte de presence de P k 1'interieur de ce diedre est la meme

pour tous les echantillons, et quand le nombre des echantillons croit indefini-
ment, la proportion de points P k 1'interieur du diedre converge en probabihte
vers une valeur certaine egale ä cette probabihte commune.

Si la loi etudiee est normale (loi de Laplace-Gauss) la «figure representant
la densite de probabihte de presence de P» pour un echantillon, est formee de

spheres concentriques. En effet, cette densite est:

\ (Xi—m)'+(x,—m)*+(x,—m)*
e 2s»

(2 7T52)3'2

Donc la repartition entre les diedres A est uniforme: si S est la mesure en
radians d'un tel diedre, la proportion de points P k 1'interieur de A converge

en probabihte vers ~—.

En fait, des 3000 echantillons de taihe 6 trouves dans nos archives, nous
avons tire 60 000 echantillons de taille 3, en divisant chacun en deux parts
des 10 manieres possibles, et sur chacun des 60 000 nous avons considere la
quantite: 9

d ± Are cos—:=
2 l X* Xa

ju Y 2C\ i~ *Co""r" *C*a "^1 "^2 ^~ 2 3 ~~~ 8 X
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(le signe devant Arccos etant celui de x2—x3) qui represente l'angle diedre du
plan passant par D et P avec le plan passant par D et Taxe des xx. D'apres
ce qui precede, la repartition de 6 tendrait vers l'uriiformite entre — it et +tt,
pour un nombre indefiniment croissant d'echantillons, si les populations sui-
vaient une loi normale.

Toutefois 1'ordre des indices affectes ä chacun des nombres formant
l'echantillon doit etre vraiment aieatoire, sans correlation avec l'ordre de

grandeur croissante ou decroissante. Or certains de nos resultats d'essais
avaient ete classes par ordre de grandeur; d'autres d'apres l'ordre
d'execution des essais.

Nous avons donc commence par operer la permutation aieatoire syste-
matique de nos echantillons, commandee par un procede de randomisation.

Les nombres mis en ceuvre, etant des resultats experimentaux, etaient
arrondis ä la division du cadran la plus voisine de raigüille; d'oü le risque
d'un «biais» d'autant plus grave que les ecarts entre xx, x2 et x3 sont souvent
de quelques divisions seulernent. Nous avons corrige ce biais, en ajoutant, ä

chacun des resultats bruts, une partie decimale definie ehe aussi par un
procede de randomisation.

En definitive, c'etait la repartition de 6 entre des tranches egales (0 ä 10°,
10° k 20° qui nous interessait. Pour economiser le temps de travail de la
machine, nous n'avons pas, en realite, calcule 8, mais seulernent cosö, c'est-
ä-dire la fraction algebrique en xx x2 x3, et nous avons etudie la repartition des
valeurs trouvees entre les intervalles cos0° —cos 10°, cos 10° —cos 20°, etc.

Le choix de tranches de 10° pour 8 realise un bon compromis entre deux
exigences contraires: avoir assez de tranches pour obtenir une connaissance
süffisante de la fonetion representant la distribution des points P par rapport
ä 6; avoir assez de points P dans chaque tranche pour reduire suffisamment
les ecarts relatifs accidentels.

Conformement ä la theorie, notre courbe de frequence admet, aux dits

ecarts pres, la periode -^-. Les tranches ont des differences significatives qui

prouvent l'existence d'ecarts entre les lois des populations etudiees et la loi
de Gauss. Les moins chargees sont Celles voisines de + 30°, + 90°, ± 150°. Les
plus chargees sont Celles voisines de ± 60° et de 180°; mais des maxima moins
aecuses existent au voisinage de 0° et + 120°.

Est-ü possible de remonter de la fonetion densite de probabihte en 8

(supposee connue suffisamment par ces resultats) ä la fonetion <f> (z) tehe que
<f>(Xx+fJi) soit la forme generale de la fonetion de repartition des populations
etudiees? Ce probleme comporte la resolution d'une equation integrale non
lineaire, qui peut en principe etre obtenue, au moins numeriquement, par une
methode de «cheminement fonctionnel». Considerons une «fonetion de depart»
<f>0 et la fonetion Xo(^) ^^ lui correspond (on la determine par de simples
quadratures). Etabhssons alors entre Xo e^ X un «trajet fonctionnel» c'est-ä-
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dire une famille de fonctions dependant continüment d'un parametre ra et
teile que pour m 0 on ait la fonetion xo et pour m 1 la fonetion x (le trajet
sera «rectiligne» si la famille consideree est:

Xo + m(x-Xo)-
Determinons de proche en proche les variations infiniment petites que doit

subir 0 pour que les variations infiniment petites correspondantes de x se
situent sur le trajet fonctionnel: c'est un probleme de Eredholm, et les cal-
culatrices electroniques, qui operent facilement les inversions de matrices
d'ordre eleve, peuvent generalement le resoudre numeriquement avec une
bonne approximation. Le cheminement permet donc d'arriver ä une fonetion
<2> teile que la fonetion qui lui corresponde soit x (s'ü n'est pas interrompu par
des singularites). La principale difficulte parait etre le choix de la fonetion de

depart et la Solution des indeterminations; le probleme pose peut en effet
admettre une infinite de Solutions dont une seule est la bonne, ü faut que la
fonetion de depart en soit assez voisine. Les etudes prealablement faites sur
des series de grande taille pourront guider ce choix.

Nos pretentions seront plus modestes car le travail mathematique serait
trop considerable et la fonetion x (8) encore insuffisamment bien connue. Nous

commen9ons par rechercher quelle serait la fonetion x (8) si l'on pose <£ (£)

J1)K
1 — c Uo/ (loi de valeurs extremes).
La densite de probabihte dans le cas f x est

xK~x -Izl\s
cp (x) K —-g- e \x0; (en remplacant |0 par a;0)

x0

et dans l'espace xxx2x3 la densite de probabihte relative au point P

K*{xxx2x3)K~i J*l\kJ*!\k-[**Y
<pP(x) 3g —e UJ UJ UJ •

Xq

Dans chaque tranche 8 k 9 + dd nous commencons par integrer entre les
cönes r=sz et r (s+ds)z avec

1/3
z =—(xx + x2 + x3) et r ]/x\ + x\-\-x3 — z2.

Le volume elementaire d'Integration est alors z2sdsdzdd. Si nous posons
j/j> / ,— 2tt \

xt=miZ avec mt =-^-ll + sV2cos[8 + -^-{i — 1)]) (i l,2ou3) l'integrale
dans la tranche dd est:

jt JDllKZ^mlm2mz)K~X
J

1mir i -<".*+'»¦*+"¦¦*)»*.dl d0\ v

3g sds \ Z3K~1e if dz,
0 0

J (mf+mf+mg-)3
o

(sj etant la plus petite valeur positive de s qui annule l'un des raf)
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cette integrale peut se calculer numeriquement, en fonetion de 9. On trouve,
par exemple pour K= 15:

xi° x(°
Aux lois de valeurs extremes correspondent des fonctions x(^) 1™

presentent bien les maxima trouves experimentalement pour +60° et 180°, mais
non ceux trouves pour 0° et + 120°. Cela tient ä leur fort «etalement» du cote
des faibles valeurs et ä leur tres faible etalement du cote des grandes valeurs.

Mais si on considere une loi symetrique qui se confond ä peu pres avec
une loi de valeurs extremes pour les faibles valeurs de la variable, la fonetion
X {9) correspondante a des maxima, tous egaux, pour 0°, + 60°, + 120°, + 180°.

En diminuant l'etalement du cote des grandes valeurs, on peut obtenir une
fonetion x iß) conforme ä notre repartition experimentale (maxima principaux
pour ± 60° et 180°, et maxima moins aecuses pour 0 et + 120°) tandis que la
fonetion </>(£) se rapproche des fonctions de repartition trouvees experimentalement

dans les series de forte taille.
Pour fester l'apphcation de lois de ce genre il eut ete plus rationnel de

considerer que les parametres s'introduisent par l'intermediaire de A £(#)+/*.
ou de v xx, et, en consequence, de remplacer, dans le calcul de 9, nos quantites
xxx2x3 par leurs logarithmes; mais cela representait une augmentation importante

du temps-machine, et comme les parametres de dispersion de nos
populations n'etaient pas eux-memes excessivement disperses, cela n'aurait pas
modifie beaucoup nos resultats: de plus il etait interessant de fester la loi
normale.

Tableau du nombre de valeurs de 0 tombant dans chaque classe

0 ä + 10° et 0 a - 10° 3615

+ 10° a + 20° et - 10° ä - 20° 3440

+ 20° ä + 30° et - 20° ä - 30° 3475

+ 30° ä + 40° et - 30° a - 40° 3430

+ 40° ä + 50° et - 40° ä - 50° 3500

+ 50° a + 60° et - 50° ä - 60° 3715

+ 60° a + 70° et - 60° a - 70° 3610

+ 70° a + 80° et - 70° ä - 80° 3510

+ 80° ä + 90° et - 80° a - 90° 3540

+ 90° ä +100° et - 90° a -100° 3320

+ 100° a +110° et -100° a -110° 3385

+ 110° ä +120° et -110° a -120° 3485

+ 120° ä +130° et -120° a -130° 3570

+ 130° a +140° et -130° ä -140° 3450

+ 140° ä +150° et -140° a -150° 3440

+ 150° ä +160° et -150° a -160° 3375

+ 160° a +170° et -160° ä -170° 3580

+ 170° k +180° et -170° ä -180° 3680

63120
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Resume

La fonetion de distribution des resistances ä la rupture d'une eprouvette
d'un type donne, se determine de preference au moyen de series de forte
taihe, mais les laboratoires disposent surtout, dans leurs archives, de series
de petite taihe appartenant ä des populations differentes mais de meme nature.

Nous avons admis que la facon dont s'introduisent les parametres dans la
forme generale de la fonetion est connue ä priori et nous avons montre par im
exemple th*e de 60000 series de taille 3 provenant du Laboratoire Central des

Ponts et Chaussees, comment ü est possible d'obtenir dans ces conditions
une information sur cette forme generale.

Zusammenfassung

Die Verteüungsfunktion der Bruchfestigkeiten einer gegebenen Art von
Probekörper bestimmt sich vorzugsweise mit Hilfe von großen Serien; leider
verfügen die Laboratorien in ihren Archiven vor allen Dingen über kleine
Serien, die verschiedenen Grundgesamtheiten gleicher Art angehören.

Wh haben angenommen, daß die Art, mit der sich die Parameter in die

allgemeine Form der Funktion einführen, a priori bekannt sei und haben
durch ein Beispiel mit 60 000 Serien der Größe 3 des «Laboratoire Central des

Ponts et Chaussees» gezeigt, wie es möghch ist, unter diesen Umständen eine
Auskunft über diese aUgemeine Form zu erhalten.

Summary

The function of distribution of ultimate strength of a given pattern of
test piece, is determined in preference by means of great sized series; but
laboratories dispose especiahy in their files of smah-sized series belonging to
different populations of the same kind.

We have assumed that the way, by which parameters are introduced in
the general form of the function, is known a priori, and we have shown, with
an example from 60000 series of size 3 from the "Laboratoire Central des

Ponts et Chaussees", how it is possible under these conditions to obtain an
information about that general form.
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