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La notion de sécurité dans le calcul des dalles a la rupture
Begriff der Sicherheit in der Traglastberechnung von Platten
The Notion of Safety in the Limit Analysis of Plates

ZDENEK SOBOTKA
Doc. Ing., D. Sc.

1. Introduction

L’auteur analyse la notion de sécurité des dalles en béton armé calculées
suivant la théorie des lignes de rupture; cette analyse tient compte de la
variabilité statistique des propriétés mécaniques des matériaux, des charges
et du comportement réel des constructions a 1’état limite. Sur la base des lois
de la théorie des probabilités et de la statistique mathématique, on peut
déterminer la probabilité de rupture ou la sécurité de la dalle, si les parametres
statistiques des données en considération sont connus. Inversement, pour un
coefficient de sécurité exigé, on peut déterminer la dimension caractéristique,
par exemple la section nécessaire des armatures par unité de longueur d’une
dalle en béton armé.

2. Méthode générale utilisée pour calculer approximativement la distribution d’une
fonction de variables aléatoires

En vue de se procurer une base exacte pour l’analyse de la sécurité des
constructions, 1’auteur, en collaboration avec J. MURZEWSKI [1,2] a dérivé
les formules approximatives permettant de déterminer les parametres de la
distribution statistique d’une fonction de variables aléatoires dont les para-
métres statistiques sont connus. En particulier, on peut par ce procédé déter-
miner les quatre premiers moments de la surface comprise entre la courbe de
fréquences et 1’axe des abscisses.

Pour dériver les relations fondamentales, supposons que la fonction

Yy=F(@1, %3, %3, .. Ty) (1)

des variables aléatoires z,,z,,%,, ... ,, indépendantes les unes des autres,
soit analytique. En développant cette fonction en série de Taylor aux environs
du point M (x,=m,,Zs=m,, ... %, =m,), OU My, My, ...m, sont les valeurs
moyennes des variables aléatoires, et en supprimant les membres de 1’ordre
supérieur & 4, nous obtenons le polynéme suivant:
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sont les dérivées de la fonction considérée au point M (z,=m, 2, =m,, ..., =

=m,).

Aprés avoir élevé le polyndme précédent au carré, au cube et a la quatrieme
puissance, nous obtenons 1’expression pour le moment du degré r de la distri-
bution de la fonction des variables aléatoires par rapport a 1’origine O (z, =0,
2,=0,...2,=0) sous la forme de l'intégrale de Stieltjes prise dans l’espace

n

entier & » dimensions z,,%,, ...z,, de la maniére suivante:
mD={[|...[¢dFdF,...dF,, r=1,234, (5)
x, s Xn
ou K, F,,...F, sont les fonctions de distributions cumulées de z,,2,,...xz,.

L’intégration est beaucoup simplifiée, dans le cas de variables aléatoires
indépendantes, quand les moments de corrélation

pre = J [ (@ —m) (@ —my)d Fd F,,
I; TIs (6)
oz =[ [ (xa—my) (23— my)d Fyd Fy, ete.

Ty T3
sont égaux a zéro et quand on ne tient compte que des moments simples par
rapport & la moyenne; ceux-ci sont donnés par la formule:

Wy = [e—my . (7)
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On peut alors déterminer les moments m® de distribution d’une fonction
a ’aide de sa valeur f; et de ses dérivées par rapport & la moyenne f;, f;;, fix,
fijm et & l’aide des quatre moments de distribution de chacun des arguments

3a,toi 2 4
aléatoires mP, u®, u®, ud.

Les moments m par rapport & l'origine peuvent étre transformés en
moments u® par rapport & la moyenne suivant les formules

#(2) — m(z)_m2,
p® = m® —3mm® + 2m?, (8)
p® = m®—4mm® + 6 m2m® — 3ml,
ou m = md (9)
est la moyenne de la fonction aléatoire y.

Aprés une série de transformations, on obtient pour la moyenne et pour
les moments de cette fonction les expressions suivantes:

n
1
m =fo+Z [%fii#%""%f«m#?) o [ (14’]+ Z qunl-‘zlh: (10)

t=1j5=2
i<j
Z[Flu'z +.f1fu-u(3)+lfzf1u#g4)+4fu 51(14)_#%)]
(11)
n—1 n
+Z Z fw+fszj+f)fn) I"‘z#;:
1= =
e
(3)_2[1‘ 23)+3]‘2fn[.4b(4)]+62 Zflf}f’l,]#ll“‘]! (12)
' t<J]_
po = me‘i”+6§ }_]fzf?f*?#?, (13)
e
dans lesquelles p2=u®, 2 =pu® @ ... représentent les dispersions ou
q pr=p®, uf =pd, p? =p p P

les carrés des écarts-types.

L’auteur dérive encore un autre procédé en développant en série de Taylor
les puissances /" de la fonction des variables aléatoires. Pour le moment du
degré r de cette fonction par rapport a l’origine, on obtient de cette maniére
I’expression suivante:

n
1 1
m" = fi + Z {%(fr)ii#mg + & (Mars b+ 57 Mg i+ -+ +3 (M P-(zr)}
=1 “ '

(14)
n—1 n 5 n—=1n n—1 n
+& 2 Z M)iiis 43 143 + Z 2 (s pP pd + Z Z (FMisaijs w2 B3 + -
1= 1]— ""L 17=2 l 17—
1<j <j i<j

Les moments par rapport & la moyenne peuvent étre déterminés a 1’aide
de la formule

F'(r) = m(")_ (;.) m m(r—l) 4 (;) m2m(r—2) e (;‘) m3 m("—3)+ W 5 @ (15)
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La courbe de distribution des fréquences de la fonction y est ainsi com-
plétement définie par les moments m® ou u®.

3. Charge limite des dalles rectangulaires & armature économique

A titre d’exemple, nous déterminerons la charge limite de dalles rec-
tangulaires & armature économique et avec appui articulé le long de la
périphérie. Les dalles rectangulaires en béton armé sont orthotropes, étant
armées dans la direction transversale par des aciers de section w, par unité de
longueur et dans la direction longitudinale par des aciers de section w, par
unité de longueur.

Sur la longueur unité, nous avons les moments de rupture

Wy Ogr,
MR = We Oy (l —Ch - )k:z: =W 0" (16)
x“bL
w, g
_ _ y“~-aL -
mRy—wycaL(l Cm) hy—wycr“LTu, (17)
Yy

@Gf\.“" { Xéﬁ :

\ P _‘ /
o A
Fig. 1. Lignes de rupture pour une dalle rec-

x a-2x x tangulaire & armature économique, soumise
4 une charge uniformément répartie.

gb

a

dont les vecteurs sont perpendiculaires aux directions des armatures (fig. 1).
Dans les formules précédentes, on a utilisé les symboles suivants:

o,z et o, représentent les contraintes limites des armatures et du béton,
h, la hauteur statique pour I’armature transversale,

h, la hauteur statique pour 1’armature longitudinale,

r, et r, les bras de levier des forces internes.

Le coefficient ¢ dépend de la forme du diagramme des contraintes dans la
zone comprimée du béton. Pour le diagramme rectangulaire, nous avons ¢=14
tandis que pour le diagramme limité par la parabole du deuxiéme, du troisiéme
et du n-iéme degré, on obtient les valeurs suivantes:

,_ 9. 8 (nt1p
T 16’ 157 2n(n+2)

En supposant que la dalle soit rigide-plastique, nous obtenons le schéma
des lignes de rupture donné par la fig. 1. Dans les conditions de 1’équilibre
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limite de deux parties 1 et 2, on peut exprimer les deux moments de rupture
par les équations:

qr b?

Mpy = 2465(3(1--4&/;), (18)
qrLx?

mRy=LT'! (19)

dans lesquelles ¢, est la charge limite, uniformément répartie.
Des équations (18) et (19), on tire:

Ab b b2 3
ot A =Ry, (21)
MRy

Le poids total des armatures est donné par la formule suivante:

b
4 - ’/“b(mﬂr+ "nﬁ'v) = 9% 1 (3qb2—4b2a)+4aa?],  (22)
Oar \ T2 y 240,17,
ou vy est la densité de ’acier et p=-Yle rapport des bras de levier des forces

Tz
internes.
Dans le cas de ’armature la plus économique, la valeur de 4 atteint son
minimum et la distance de z est donnée par la formule

_npb?

= 2
Sa” (23)

&

Il s’ensuit que les lignes de rupture obliques sont perpendiculaires aux
diagonales de la dalle rectangulaire de largeur réduite pb (fig. 1).

Le rapport économique des sections des deux armatures par unité de

longueur est
w A P (Eb)-

Y
p= o S (24)
DL R
En substituant la formule (23) dans 1’équation (19) et en exprimant la
variabilité aléatoire de la charge extérieure par un coefficient &, dont la valeur
moyenne k,; =1, on aboutit & la formule:

wzogr)?
24 kg, a? 24k, 0, (1—c322E) hia?

= (l_cwy_"“’) b, bt

hyO'bL

(25)

Dans les considérations suivantes, nous ferons, pour simplifier, abstraction
de la variabilité des dimensions de la dalle. La variabilité des sections d’acier
peut étre comprise dans la variabilité de la contrainte limite o,; rapportée
a la section nominale constante. Puis, pour étre concis, nous ne ferons usage
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que des premiers membres des équations (10) et (11), ce qui correspond a la
linéarisation du probléme de probabilité. Les dérivées de 1’expression (25)
rapportées aux valeurs moyennes peuvent étre exprimées de la manieére
suivante:

(%)M = dim =%’ (26)
(%)M _ _#-‘;{M(hywy_zphx)ﬂ, (28)
(%)ﬂf - %(hy_i_ry_zphr)y' =)

Les dispersions p?, p2, u2, p2 des quatre variables aléatoires k, o,;, o1
et ¢ étant données, 1’écart-type de la charge limite de la dalle peut étre exprimé
par la formule:
g = (30)

9 F"g 9 9 2 1 :U'g /"‘g % 20k )2
QLM i + 2 2 (hy+“ry-“.0 ha:);‘lj+ P D) + D) ( y+ry— “p ;z:)M'
Oary Tym Tyar \%rar Can

Si la distribution de la charge limite est normale, le coefficient de sécurité
pour la charge extérieure ¢ avec la dispersion u? q%, est donné par la formule:

9 24 mp, 3 a®
s = (l—ap,) =—"714—.
9 o Pir b 4y (31)
2 iu‘tzt D e D) 2 ]' I‘LIZJ !‘Lg . D] h 2
. ].—a }Lk +02 T_2 (hy"l"-?y_—PhI)JI'i'_lrz 02 +62 (hy+7y_-P .1',')31 .
ald Ty yM \ObLAr M

dans laquelle la valeur de « est déterminée par l'intégrale de Laplace. Pour
une probabilité égale a 0,999, nous avons «=3,09.

4. Dalles continues

Les lignes de rupture dans un panneau de dalle continue sont données
a la fig. 2. Sur les appuis de la dalle, nous avons les moments résistants
Mpa> Mpy> Mpa, Mg, €6 & I'intérieur du panneau les moments de rupture my,
et mp,. Les conditions de 1’équilibre limite des quatre parties du panneau
peuvent étre exprimées par les équations suivantes:

_ 1 2
Mpy+Mpq = §9L%g> (32)

Mpy,+Mpe = 9,72, (33)

1
Mpet+Mpe = aquz[Sa’_g(xd'{'xe)]: (34)
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O e e
& 1
A == -
Y O 1\
b __‘—‘“M—L';"
o Fig. 2.
1
Mpg+mp, = —a,(b—y)*[3a =2 (zg+2,)]. (35)
La charge limite est donnée par la formule:
6(mg, +m
q, = 2 ) (36)
d
_ b bo ]/ bo\?
dans laquelle Tg = [ — + (670«) + 3], (37)
a, = 2a ImR?I+de (38)
Vg, +mpq+ Vmg, +mpg,

b, 2bYVmp, +mpy (39)

VMg, +mp, + Vme +Mpy

Pour la distribution normale, la capacité portante probable est définie par
la charge limite:

6 (mRyﬂ/I +77le1¥[) [l — "/‘u‘% £ 4:“‘3; o= P‘%?i/ +P’%€d ] (40)

qrp 2 2 2
Tam iy (Mpyar+Mpan)

formule dans laquelle up, et up; représentent les écarts-types des moments de
rupture mpg, et mg,, tandis que p, est I’écart-type de la distance z,, que ’on
détermine successivement & partir des écarts-types p,, pp €t fg,, LRy Kras
KRry> MRa> e, & 1’aide des formules suivantes:

[RNEP (NS
_ bOM / bo (ao) ,Lbf, bg 2 (an) +3 ,u%
pe=—ot |/ |0~ = =+]|22- 2 (41)
2 ap ]/ bo\2 13| %om ) ( bo)?, 5 boar
g M ao M
Qopr 1 1 1 2
Fa = "9 - KRy 42
1 1 g 5 Aoar e
& - Hrd + 4q2 (m +m ) ’
VmRy"]‘de )/mRy"'de'i' VmRy+mRe M RyM RelM
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= bon Pv%%y"’#%ed
2 T (mpy+mpe)ky (43)
+ 1 (#%aﬁ#%a g P“%f.::‘l‘.“'%?b)
= :
(}/me-i-’mRa-i' ]/me-i-’mRb)M Mpry+Mp, Mpe+Mpy/ar

Le coefficient de sécurité de la dalle, soumise & la charge g avec la dispersion
p: g3, est donné par la formule:

4.2 2 2
s = 9y [1 o V'u%: + of"o: & Kiy + HRa 2:| . (44)
au Zgy  (Mpyar +Mpaar)
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Résumé

L’auteur dérive d’abord les formules générales pour la détermination des
parameétres statistiques d’'une fonction de variables aléatoires. Les résultats
simplifiés sont ensuite appliqués aux cas particuliers du coefficient de sécurité
des dalles rectangulaires en béton armé & armature économique et de
celui des dalles continues.

Zusammenfassung

Der Verfasser leitet zuerst die allgemeinen Formeln fiir die Bestimmung
von statistischen Parametern einer Funktion von zufilligen Verdnderlichen
ab. Die vereinfachten Ergebnisse werden dann fiir die besonderen Fille von
Sicherheitskoeffizienten der rechteckigen Stahlbetonplatte mit der wirtschaft-
lichen Bewehrung und der Durchlaufplatten angewandt.

Summary

The author derives the general formulas for determining the statistical
parameters of a function of random variables. The simplified results are then
applied to the particular cases of the coefficient of safety of the rectangular
reinforced-concrete slab with economical reinforcement and to that of con-
tinuous plates.
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