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BERECHNUNG ZENTRISCH UND EXZENTRISCH
GEDRUCKTER SAULEN

CALCUL DES COLONNES SOLLICITEES PAR UNE CHARGE AXIALE
OU EXCENTRIQUE

THE CALCULATION OF CENTRALLY AND ECCENTRICALLY
LOADED COLUMNS

P. M. FRANDSEN,
Professor an der Technischen Hochschule, Kopenhagen.

A. Euler-Engesser'sche Saulenformel.

EnGEsser ) hat bekanntlich gezeigt, daB die Tragfahigkeit P einer zen-
trisch beanspruchten Sidule mit konstantem Querschnitt F, Trigheitsmoment /
und freien Linge / immer durch
Al

1.2 (1)

P =

angegeben werden kann.
Wenn das Sidulenmaterial vollstindig elastisch ist, bedeutet £ in der

Formel (1) die einer Sdulenbruchspannung von ¢ = — entsprechende Tan-

gentenneigung (Elastizititsmodul) %{% im Spannungsdiagramme (fiir einen

Druckversuch) des Materials ¢ = [ (¢). Speziell fiir Materialien, die dem
Hooke’schen Gesetze ¢ = E ¢ gehorchen, gilt, dafl E fiir alle Werte von o
konstant ist, und (1) wird dann zur EuLER’schen Formel.

B. Engesser-Karman’'sche Sdulenformel.

Ist das Sdulenmaterial unvollstiandig elastisch, muB}, wie
auch ENGESSErR nachwies, fiir E in Formel (1) eingesetzt werden?):

= E, T+ 52, )

D
wo E, die der Saulenbruchspannung o — -

I
7 0
g:: ist (von dem Spannungsdiagramme (fiir Druck) ¢ = [ (¢,) fiir die to-
1

tale Deformation des Materials deriviert), wahrend E, die derselben Span-
o 1) Zeitschrift d. hannov. Arch.- u. Ing.-Vereins, 1889, Bd. 35, Seite 455.

2) Schweizerische Bauzeitung 1895, Bd. 20, Seite 24. Zeitschrift d. Ver. deutscher
Ing., 1898, Seite 927.

entsprechende Tangentenneigung
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: do . :
nung entsprechende Tangentenneigung o ist (von dem Spannungsdiagramme
2

o — [ (&) fiir die elastische Deformation abgeleitet).
[, und /, sind die Tragheitsmomente der (wegen einleitender Aus-
biegung der Siule) mehrbelasteten, beziehungsweise entlasteten Teile des

Querschnitts in Bezug auf die Trennungslinie der beiden Querschnittsteile,
. S i j2 . :
langs welcher Linie die Mittelspannung ¢ — F unverdndert bleibt.

Die Formel (2) in Verbindung mit (1) ist auch von KARMAN?) an-
gegeben, der auch die Richtigkeit der Formel durch Versuche mit Stahl-
siaulen rechteckigen Querschnitts nachgewiesen hat. In dieser Gestalt eignen
sich die Formeln nicht unmittelbar fiir die praktische Anwendung. ENGESSER
und andere*) haben versucht, diesem Mangel abzuhelfen, indem sie £ em-
pirisch durch Siulenversuche bestimmten.

Bequemer setzt man in Gleichung (2) als Annaherung E, — E,, wo-
durch (2) E = E, ergibt, und folglich Gleichung (1)
P ""1’__,51’ 3)

worin also E, aus dem Spannungsdiagramme (fiir Druck) fiir die totale De-
formation des Sdulenmaterials hergeleitet wird.

Da E, > E, ist, wird (3) kleinere (rechnerische) Werte fiir die Trag-
fahigkeit als (1) in Verbindung mit (2) ergeben, stimmt aber gut iiberein
mit KarmaN’s Versuchsresultaten (fiir Stahlsdulen) bis zur FlieBgrenze hin-
auf. Nur fiir Spannungen zwischen der FlieBgrenze und der Bruchgrenze
miissen die genaueren Formeln angewendet werden. Da dieses Gebiet durch-
aus keine praktische Bedeutung hat, bildet Gleichung (3) eine gute Grund-
lage fiir praktische Siaulenformeln.

C. Empirische Sdulenformeln.

Durch Division durch die Querschnittsfliche F der Sdule in der Formel
(3) erhélt man fiir die Bruchspannung ¢ der Siule

o =F (;‘) (4)

worin / der Triagheitshalbmesser des Querschnitts ist.

Die Steifigkeitszahl (%) ist also gleich der Subtangente ¢ im Span-

nungsdiagramm o = f (¢,) des Materials gemessen. Speziell fiir ein Hooke-
sches Gebiet 0 = E, -¢, ist die Subtangente gleich der Dehnung e;.

Um rechnerische Ausdriicke der Sdulenbruchspannung o aus Gleichung (4)
zu erhalten, ist fiir jedes Material ein vom Spannungsdiagramm der totalen
Deformation abgeleiteter Ausdruck fiir die Tangentenneigung £, als Funktion
von ¢ erforderlich.

Speziell fiir Eisenbeton hat W. RiTTER?) schon lingst einen bequemen
Ausdruck fiir E, angegeben.

-3-)ﬂTH.”V. Karman: Untersuchungen tber Knickfestigkeit (Dissert. 1908). Auch
in Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten aus dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft
81. 1910.

4) WansLEBEN, Eisenbau, 1919, S. 52.

5) Schweizerische Bauzeitung, 1899, Bd. 33, S. 60.
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Als Verallgemeinerung hiervon 1aBt sich E, fiir Materialien, deren Span-
nungsdiagramme anfangs, von Null an, dem Hooke’schen Gesetze gehorchen
und nachher von der Proportionalititsgrenze (op, ep) aus krummlinig ver-
laufen bis zur Bruchgrenze (etwa wie Holz) oder FlieBgrenze (etwa wie Bau-
stahl, FluBstahl), folgendermaBen ausdriicken )

E, = Ep- L5 0 ;
GRS g s
14 ¢

Im Hooke’schen Gebiete ist ¢ = 0 und E, = Ep konstant.

Im krummlinigen Gebiete setzt man 0 <Tg < co.

o = Cp entspricht einem Punkte, in dem E;, = 0 ist.

Mit o6p = 0 gilt Formel (5) auch fiir Spannungsdiagramme, welche von
Null aus krummlinig verlaufen. Speziell mit ¢ = co und op = 0 stimmt (5)
mit dem Ritter’schen Ausdruck iiberein.

Als allgemeine Formel fiir die Saulenbruchspannung o ergibt sich dann

aus (4)
S [

(5)

oder mit Einfithrung von E, aus (5)

00— 0p = Ep-'**cg = [(7”)— s EP]-

Fe e (O
e
Selot i Dierin or — = iad o — Ep(f z)~,
ergibt sich nach einigen Rechnungen ¢):
Upoeslin o Je0inaln

(6)

Aus Formel (6) gehen zwei besonders einfache Hauptformen der
Formeln fiir zentral beanspruchte Sdulen hervor, nimlich:

mit ¢ = 0 der EuLer’sche Ausdruck

G b s R G

w2 Ep

()

Up2 [\
Co— iz 1)
i 7'172Ep !

- e z)e ine = )
T

(0 ==

fiir o< op (7)

und mit ¢ = oo

a

5

beide in iiblicher Weise als Funktionen der Schlankheit 2 geschrieben 7).
&) P. M. Franpsen, Centralt belastede Séjler, Teknisk Forenings Tidsskrift, Kében-
havn (Kopenhagen) 1920, Seite 130—151.

") Vergl. Formeln von H. KrevGer. Teknisk Tidsskrift 1915. Afd. f. vag-och vatten-
byggnadskonst Haéafte 9.
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Fiir ideale Saulen aus Materialien, die teilweise dem HOOKE-
schen Gesetze gehorchen, braucht man (7) bei 6 <<op und (8) bei 0 >op.
Der Ubergangspunkt ¢ = op zwischen den Giiltigkeitsgebieten der zwei ge-
nannten Formeln soll gerade die Proportionalititsgrenze des Materials sein.
Dies bestitigt sich schon durch die oben erwihnten Versuche KARMAN’s mit
Sdulen aus Martinstahl. Bei diesen Saulenversuchen gelang es; die Zen-
trierungsverhéltnisse sehr gut in Ubereinstimmung mit denen der idealen
Saule zu bringen. Fiir Siulen aus Materialien, deren Spannungsdiagramme
von Null an krummlinig sind, ist 6p — 0 zu setzen, und Formel (8) gilt dann
fiir alle Werte von o.

Cp in Formel (8) ist die DruckflieBgrenze o bei Baustahl (FluBstahl,
FluBeisen), die Druckbruchgrenze oz bei Holz und auch die Druckbruch-
grenze oder vielleicht eine etwas hohere Zahl bei GuBeisen, Eisenbeton und
dergl.

Fiir praktische Sdulen, wo die Zentrierung des Drucks, ebenso
die Elastizitait und Homogenitat des Materials, sowie die prismatische Form
der Sdule unvollkommen sind, liegt der Ubergangspunkt ¢ = op zwi-
schen den Giiltigkeitsgebieten der Formel (8) und (7) immerniedriger
als die Proportionalititsgrenze im Spannungsdiagramm des Materials, und
zwar desto niedriger, je mehr die erwahnten Mangel hervortreten.

Infolge der TETmAJER’schen Saulenversuche, deren Unvollkommenheiten
als annehmbarer Ausdruck fiir die Mangel praktischer Siulen betrachtet
werden konnen, kann gesetzt werden:

Baustahl (FluBstahl, FluBeisen) op — £ Cg = % oF
Holz (Kiefer) op =4 Cpi—=10s
GuBeisen u. dergl. op =0

Mit diesen Werten erhalt man eine Reihe bekannter Siulenformeln durch
Einsetzen in (8):

Stahlsdaulen:

= ali- 2, ()
g A472Ep\i/) )’

also die JoHNsON-OsTENFELD’sche Parabelformel, brauchbar fiir 6 > 1 op fiir
o0 <L oF durch die EuLer’sche Formel (7) ersetzt.

e
O Ep\i

; ORB 1)2,
]+3;‘r2 Ep(_l,'

Holzsaulen:

0 — 0p

brauchbar fiir 6 > Lop, und fiir 6 <!op durch die EuLER’sche Formel (7):
ersetzt.
GuBeisensdulen u. a.:
OB
o [\’
e
7[“Ep /)
also die Formeln von GrasHOF, WINKLER, RANKINE und RITTER, brauchbar fiir
alle Werte von o.

0 —
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Eine kleine, von A. OsTENFELD ausgefiihrte Versuchsreihe (siehe Dan-
marks naturvidenskabelige Samfunds Skrifter, Serie A, Nr. 16, 1928) scheint
mir in diesem Zusammenhang von Interesse zu sein, weil die DruckflieB-
grenzen der Sdulen einzeln angegeben sind.

Die Versuche behandelten vier Stahl-Sdulen mit besonderer Profilform
(schiefes Kreuz), die aus zwei Winkeleisen 100 >< 100 > 10 mm mittels Quer-
verbindungen zusammengesetzt waren. Material St. 37; Zugbruchgrenze
3760—4025 kg/cm? und ZugflieBgrenze 2505—2805 kg/cm?.

Die MeBresultate sind unten wiedergegeben.

Sidule B haes / Pt os— ][: :CB = iz
Ne5 4} ' [ ‘ 1

cm? e t | kglem?® | kgfcm?

| |

1 | 2-1956 | 257 69 86:20 | 2208 2020
99070 257 60 | 874 | 2218 | 2905
3. | 2-1013 | 3986 | 107 | 608 | 1580 | 2055
A= 2 1006 | 3080 i floa | om0 | ol N 8805

P sind die gemessenen Bruchlasten der Sidulen, Cp — of die gemessenen
DruckflieBgrenzen. Die Probestiicke waren unbeschnittene Winkeleisenstiicke
von 15 cm Lange.

Bei Anwendung der Formel (8) auf diese Versuchsresultate mufl zuerst
die GroBe von op bestimmt werden. Wie oben erwidhnt wurde, driickt op die
Giite der Zentrierung und den Vollkommenheitsgrad der Saule (als zentrische
Siule) aus. Mit Ep = 2,1.10° kg/cm? ergibt sich fiir die Sdulen 1 bezw. 2,
3 und 4:

op — 0,322 OfF, Op = 0,34] OfF, Op = 0,34} OF und op — 0,326 OF.

Mit der Mittelzahl op — §of erhilt man natiirlich aus Formel (8) eine gute
Ubereinstimmung mit den MeBresultaten.

Nr. 1: oF = 2020 kg/cm?, op = 42920 = 973 kgjcm? und o = 4412 kgjcm?

]

3
— b el s — 2 2
= 2 5020 1046 — 2215 kgjem? (gemessen 2203 kg/cm?)
4412
Nr.2: ¢ = 2207 kg/cm? (gemessen 2218 kgjcm?)
s =1 580 anes s ( £ 1580 S
s eor—l 22 ( ; 17045475 )

Es scheint also, daB op —= 1 6 wie aus TETMAJER’s Versuchen ein zu hoher
Wert ist fiir zusammengesetzte Profile.

Daf eine niedrige Lage der Ubergangsspannung op in enger Verbindung
mit zentrischen Unvollkommenheiten steht, darauf deutet auch die Verwandt-
schaft der Formel (6) mit der Formel fiir exzentrischen Kraftangriff hin, wie
unten erwiesen wird.

Fiir exzentrisch beanspruchte Sdulen (Exzentrizitit f, in
einer Hauptachse) ergibt sich die groBte Druckspannung
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el 11

OE
o di Ferweite oh s Drucl(b.ruchgrenze (FlieBgrenze) .08
Biegungsbruchgrenze SB
Die erste Annaherung hierzu ist bekanntlich
e ,fo OF )
it U(] i e = o
Setzt man hierin ¢ = y J;: und og = Cp(1 -+ @), erhidlt man nach einigen
Umformungen
Gesl0 S Sig o S f0
g _1+(p CB—O" (9)

welche Form in (6) enthalten ist.
Formel (6) gilt also auch fiir exzentrischen Kraftangriff, indem man setzt

J

o =0 pi—y 70, Cpi— und or = Druckbruchgrenze (FlieBgrenze) = ap

%R

1+
Querschnittsberechnung.

Durch Umschreibung von Gleichung (6) erhalt man:

/0 e te 0y T
op Cg 149 Csg ;
1—— - — — —1
CB o (0]
Setzt man hierin
CB OF
e [(1 Uﬂd - = Kz; (10)
o o
i P — g (102)
sowie o
ergibt sich
(K= 1) —1) = (1 — e K" (11)

Wird fiir eine gegebene Belastung P die Sicherheit » verlangt, ist die
Saulen-Bruchspannung
nP

ST
und mittels den Gleichungen (10) erhilt man dann:
I —ke i (e — s FE R

(1) ==

WO

n-P nP2
Jifsi— i U el e — E
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Als Relation zwischen K, und K, hat man fiir ahnliche Querschnitte, indem

2 : ] i 5
e Tf fiir solche Querschnitte eine bekannte GroBe ist,
[(’12 F;)‘.’ z 1<]2
~ = oder K, = —,
Keililer 2 Lrg
S CRl s i LRy
WO ﬂ_m-Fo_g, indem §0_-I;.

Aus Gleichung (11) ergibt sich dann
Kl ) ot (P, i 2
(k=[5 —1) = 1L (1 —ek)

oder durch Reduktion

KE — (l+a{>’1+P>KZ—ﬁ(1 al_T)K1+/1+ =0 (11a)

L
Chri
Firzentral beanspruchte Sidulen sind nur zwei Grenzwerte von ¢

von Bedeutung, nimlich ¢ — 0 und ¢ = co, den Formeln (7) und (8) ent-
sprechend.

F=KF; F=

Fall I. ¢ = 0, EuLEr’sche Formel (7).
KR—K—B8K.+68=0 (K —p) (K — 1) =0.
Da K, groBer als 1 sein muB, kann man schreiben K, = V8.
Also F — F, Y (EuLErR’sche Formel).

Fallll. ¢ = co Formel (8)
— (14 o) K — (1 —20) =0
K= (+ap(5 ]/1 + B2
Also F=F,(1+ a8 ( +]/1 lr‘zﬁ‘;))

brauchbar fiir a2 << 1. Mit a2 = 1 trifft man die Ubergangsstelle zwischen
Fall 11, Formel (8) und Fall I, EuLer’sche Formel (7). Beide Formeln er-
geben dann 1

= 7 Fy

a) speziell a =

(=

(JoHNsON-OsTENFELD’sche Formel)

Ubergangsstelle zur EuLerformel bei: F —= 2 F,.
b) speziell « = 0 (RANKINE, RITTER etc.)
F=FRG+13i+6).

Fir exzentrischbeanspruchte Saulen ist a = 0 (vergl. Glei-
chung (9)) und (11 a) reduziert sich somit folgendermaBen
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1
3 2 : ; DS
K=K 04 +l’)] +
In diesem Falle muB man also eine Gleichung dritten Grades auflosen, um
K, zu bestimmen.
Der Rechnungsgang gestaltet sich aber sehr einfach.

Man setzt 6g = o — Druckbruchgrenze (FlieBgrenze); berechnet
Clo— -1”—:%, indem man die Kernweite £ schatzen mul}, um ¢ — ;IJ;O einfithren
zu kénnen. Man berechnet

P S SRCHE i
/s o hinfals = EE F
und erhilt dann nach Bestimmung von K,
F = Kl U Fu.
Speziell fiir reine Biegung (P = 0, f, = co, My = P f,) erhilt man aus
it n-P(1 + ¢
Fr e e
B 0B
nM
Oz = KI';" ..W_”’
worin -y = GB, K =1 und somit
ISs
S — ”-'u{l/{l(’ — Biegungsbruchspannung.
Zusammenfassung.

Ausgehend von der EuLErR-ENGEsser’schen Formel fiir vollstindig elasti-
sches Sdulenmaterial (Gl. 1) und der ENGESSER-KARMAN’schen Formel fiir
unvollstindig elastische Siulen (Gl. 1 und 2) wird eine Ubersicht gegeben
tiber die sog. empirischen Saulenformeln.

Durch Einfithrung eines bequemen Ausdrucks (Gl. 5) fiir die Tangenten-
neigungen des Druckspannungsdiagramms als Funktion der Saulenbruch-
spannung wird eine fiir alle Materialien brauchbare Sidulenformel (GIl. 0)
aufgestellt.

Von diesem allgemeinen Gesetz werden verschiedene hieher gehorende
Sdaulenformeln abgeleitet, u. a. die JoHNsON-OSTENFELD’sche Parabelformel,
sowie die Formeln von GrasHOF, WINKLER, RANKINE und RiTTER. Es wird ge-
zeigt, daB in Gl. (6) auch die exzentrische Sdulenbeanspruchung enthalten ist.

Fiir alle diese Fille wird schlieBlich die Querschnittsbemessung be-
sprochen.

Résumeé.
En dehors des formules d’EuLER-ENGESSER, concernant les poteaux
enticrement élastiques et de la formule d’ENGESSER-KARMAN, concernant les

poteaux incompléetement élastiques, il est intéressant d’étudier également les
formules dites ,empiriques‘‘ permettant le calcul de ces éléments.
» p p
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Grace a I’introduction d’une expression pratique (équation 5) pour le
coefficient angulaire de la tangente au diagramme des compressions, ex-
pression dans laquelle on considére cette pente comme une fonction de la
charge de rupture du poteau, on arrive a une formule d’application pratique,
quel que soit le matériau utilisé (équation 6).

En partant de ce principe général, on peut arriver a différentes formules
s’appliquant aux poteaux, telles que la formule parabolique de JOHNSON-
OSTENFELD, ainsi que les formules de GrasHOF, de WINKLER, de RANKINE et
de RiTTER. L’auteur montre que, dans I’équation (6), intervient également
I’excentricité des efforts sur les poteaux.

L’auteur étudie en outre, dans tous ces différents cas, la détermination
de la section.

Summary.

Starting from the EULER-ENGEssER formula for completely elastic column
material (Eq. 1) and the ENGesser-Karman formula for incompletely elastic
columns (Eq. 1 and 2), a review is obtained of the so-called empirical column
formulae.

By introducing a convenient expression (Eq. 5) for the inclination of the
tangent in the stress-strain-diagram as a function of the breaking stress of
the column, a column formula, which can be used for all materials, is obtained
(Eq.6)8

From this general law, various column formulae belonging to here are
derived, amongst others the JoHNSON-OSTENFELD parabolic formula, and also
the formulae of GrasHOF, WINKLER, RANKINE and RITTER. It is shown, that
the eccentric stressing of the column is also contained in Eq. (0).

Finally, the cross-sectional dimensions for all these cases are discussed.
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