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Methode de Calcul pratique des poutres Bowstring

Eine Berechnungsmethode für Bogen mit Zugband

Method of calculating tied arches

O. D'Heygers, Ingenieur au Bureau des Ponts, Ministere des Travaux Publics, Bruxelles

I. Poutre consideree

Soit une poutre Bowstring ä n panneaux egaux. Les deux membrures ont
des axes paraboliques et des sections quelconques. Elles sont reunies par n — 1

suspentes verticales infiniment flexibles. Les charges exterieures sont verticales
et suspendues aux noeuds inferieurs. (fig. 1)

Parabo/es du 2? depre
Ny

n1

h*h& M',
M"M'i

*.ST

nA

Fig. 1

Nous calculons d'abord les moments et les efforts axiaux dans un Systeme
de base, moyennant certaines hypotheses non conformes ä la realite. Apres
cela, nous tenons compte de 1'influence de ces hypotheses et nous corrigeons
les resultats donnes par le Systeme de base. En vue de simplifier les formules,
nous ne tiendrons pas compte de termes pratiquement inoperants, ni de
l'influence d'une correction sur les autres.
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II. Systeme de base. Hypotheses supplementaires

1. Les axes des deux membrures sont des polygones inscrits dans des para-
boles du second degre, ayant leurs sommets aux noeuds des suspentes.

2. Les moments d'inertie des membrures suivent les relations

—tt T cos a cste : --^r T cos a" cste.
1 1

3. Les membrures ont une section infinie (deformations par N et T nulles.)
4. Les suspentes ont une section infinie (deformations par N nulles).

Calcul des moments aux noeuds

M'x + M"x M™ - Hyx Dx

oü M™° moment isostatique en la section x d'une poutre sur 2 appuis, cree

par les charges suspendues aux noeuds (fig. 2).

i r
Pt Pz

5«i
'.TT

Fig. 2

yx distance verticale entre les axes des membrures polygonales au droit
du point x.

Le travail moleculaire total est proportionnel ä

ff KLr + &f-Mäl}ix.
J [i cosa i cosa J
o

Considerons tous les Mx' en chaque point comme inconnues hyperstatiques;
il y en a une infinite. Chaque inconnue est liee ä ses deux voisines par la
condition d'une Variation lineaire dans un meme panneau.

d% 0 donne A - ^rf? 0
dM' /'cosa' /"cosa"L X

Ces equations existent egalement en nombre infini. Nous en deduisons:

nr' /'cosa' _ j" _
x /'cosa'+/"cosa" x

1
x v '

M" r,QMa" D =^D (2)x /' COS a' + /" COS a" x j "x* K ]

Comme Dx varie lineairement dans un meme panneau, la condition de
liaison est observee.
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Calcul de H

Derivant le travail moleculaire total par rapport a H on trouve:

\MTyxdx
H »—

\yldx
0

/ TT
soit iy l'ordonnee de la ligne d'influence y~-ou Hy est le H cree par une force
verticale Py suspendue au noeud y y

5_ y(n-y) y(n-y)+n2 -1
y 8 n2-l n2-\ K)

ce qui permet de dessiner la ligne d'influence iy pour toute poutre ä n panneaux.

La surface totale de la ligne d'influence vaut-—.
8

Calcul de Dx

Soit imy l'ordonnee de la ligne d'influence ~Z oü Dmy est le Dm cree en m

par une force verticale Py suspendue au noeud y.

min — y) 5 yin — y) yin — y) + n2 — 1 min — m)
lmv — 2 "^ —* 1 T—2 2 sim^y (4)my n2 2 nl — 1 n2 — § n2 r

yin — m) 5 y in — y) y in — y) + n2 — 1 min — m)
U -—* L~^L\—T1'— T—2 ^—ä Sim^y (5)my nz 2 r-1 n2 — f W2 / \ /

ce qui permet de dessiner les —— (ou n) lignes d'influence ily i2y... en cas d'un
nombre impair (ou pair) de panneaux. La surface totale d'une ligne d'influence
imy est nulle, car une charge identique en tous les noeds peut etre portee par
la poutre non flechie, avec un travail moleculaire total nul.

Calcul des efforts axiaux dans les membrures

«-ssb-^Pf-**<¦> (7)

ZT

Pratiquement Nx ^ 7 et Nx ^ H.
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Calcul des efforts tranchants dans les membrures

T; ?r^[Tixso_Htgaxi

(8)

(9)

Calcul des efforts axiaux dans les suspentes

(10)

oü Pm charge du seul noeud m.

H — composante horizontale de 1'effort axial dans les membrures, due ä

la charge totale.
N<

La^ligne d'influence ™y a l'allure de la fig. 3.

m -1 m m+r

7— ^-^
[COS OL'

L_ _

Ligne'polygonale donl les
ordonnees sonl proporh'onnel/es

Icosa'*! "cosa" / a celles de ld ligne d'influence /^
Fig. 3

Toutes les ordonnees sont positives, donc les suspentes ne sont jamais
comprimees.

III. Calcul exact d'une poutre Bowstring

Une poutre Bowstring ä 12 panneaux (fig. 4) a ete calculee exactement. Les
resultats de ces calculs constituent des reperes auxquels on peut comparer les

L

Paraboles du 2? degre

76001"
1=0

32COS

n l*
0.21

O.0OU? I

/-C*
Q"-96.000jr

Fig. 4
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resultats obtenus dans une poutre de base appropriee. Ils constituent egalement

un critere permettant de juger les corrections traitees ci-apres.
Les fig. 5 —6 et 7 donnent les lignes d'influence calculees exactement pour

HM6 et N6 de la poutre de la fig. 4. Les lignes d'influence ont meme allure
que celles d'une poutre de base, sauf Celles Nm des efforts dans les suspentes,
oü les perturbations sont notables aux points m et m ± 1.

o> cv* c^
£> ^ <o
t^ *0 «M
<Ö <S <5i

Fig. 5

* [s- - £4.88m2

s+ + 7.23m2
6+

s + 2.35m2

7.23m5

CM ^ C\J V»

2MUm25-- «0 ^

Fig. 6

«o o> >*
C\| <f «O
<S 5 «^
<S <3 CS

I
*S «S CS

(+)

S- UM8m

Fig. 7
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En pratique, les corrections sont negligeables pour les N et les T dans les

membrures, mais üya lieu d'en tenir compte pour les M dans les membrures
et les N dans les suspentes. Lorsque n < 7 le calcul exact des lignes d'influence
est encore expeditif, moyennant la consideration de deux systemes charges,
Tun symetriquement et l'autre antisymetriquement; lorsque n ^ 7 la methode
faisant l'objet de la presente etude est plus expeditive.

IV. Corrections dues ä la variabilite des I cos a

La variabilite des /cosa pose 3 problemes:

1. La valeur ä prendre pour les / cos a dans le Systeme de base, pour le calcul
des moments au noeud m, pour que les corrections ulterieures soient faibles,
quelle que soit la sollicitation envisagee.

2. Les corrections /z'm et \x'm sur les moments au noeud m en supposant que
le H n'a pas de valeur rj supplementaire;

3. La correction rj sur H et les corrections \im et /x"m qui en resultent pour les M.
Lorsque les / sont faibles en une zone fortement flechie, il se produira un 77

qui reduira les M au detriment de ceux dans les zones ä / relativement forts.

/. Valeur ä prendre pour les Icosa dans le Systeme de base

Mesurons les x horizontalement ä partir du noeud m et posons:

m+l

-1

01+1
r 1 / x\2dx 2 .„

m—l

n+1
f 1 x / x \ dx

_
1

J 7x-^^~J\l^-j)~J-~ß?m-1^

m—l

m+l

• t • // • • r • tr •

Im + Im Im ?m-l,m + ?m—l,m ?m-l,m

aux noeuds extremes les valeurs j'0 f0 sont donnees par des equations de la
forme

1

J /icosail j; J ~¥^°
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Annulant la derivee du travail moleculaire total par rapport ä M'm on
trouve :

?m—l,m -"* m—l »~ * Jm -"* m ""•" 7m,m+l ¦*" m+l / m—l,m ^m—1 >~ ^ 9 m *^m '

+ ?' m,m+l ¦L'm+l

Pour chaque m on peut ecrire une equation analogue aux 3 moments. Le
Systeme d'equation est celui d'une poutre continue a travees egales et ä /
variable.

o* 9m 9m—l,m 9m,m+l 9m—1

Jm Im—1, m Jm, m+l /m—l

une constante pour toute la poutre, nous aurions:

M' - 2m n
Jm

ce qui reyient ä admettre comme valeurs constantes dans le Systeme de base,

pour le calcul des M au noeud m:

/'cosa' -rr9m
/"cosa"

1
Nous adoptons ces valeurs. En particulier lorsque les courbes des -=-

-. I cosa
et -jr, rr peuvent etre assimilees a des polygones ayant leurs sommets au

droit des noeuds, nous avons (fig. 8):

9m —
1

ZI cosa'

1

Im cos a£

± ±i±

*
7X COS OL

>% .\S^
m+7

Fig

m-1
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2. Corrections p,m et pi'm dues ä la variabilite des I cos a

Generalement, cette influence est petite.

Soient em_± H^ \lkjl.J^=} - jm ~J™~-] •

9m L 9m tfm J

6L - Jmh
7m—l,m »2

Jm

9m

9

9m — l,m 9m 9m—l,m
_ etc.
7m )9mA J

6> =o.

l'equation des 3 moments du noeud m peut etre ecrite:
A2

t^m-l i^ffl' P'm+l -^m-1 ®m-l,m »" ^ ^m^m * ^m+l^m+l,m ~~ Pm,m±l "n

oü pm}Tn±1 represente une charge fictive uniformement repartie de m — 1 a m + 1.

L 'equation du noeud m—l peut etre ecrite:

^m-2 + 4 ^m-1 + ^m Dm_2 C7m_2,m-i + 4 Dm_1 C7m_1 + X>m ü>m_i>m

J2 J2
Pm,mrkl ~~£ Pm—l,m—2 ~a~

et ainsi de suite. Nous en deduisons lorsque le noeud m est situe loin des appuis:

Pm ~ Vm=- ^A2[2pmm±1 -ß(pm-2,m-l + Pm+hm+2) +
+ ß2 (Pm-3,m-2 + Pm+2,m+s) ~ ß* ()-.-- ] 13)

oü o>
3 ~/ 3

0,0527 ß 2 - V¥ 0,268.

La Solution comporte le dessin du diagramme des D pour la sollicitation par
surcharge envisagee. On 1'obtient en superposant le diagramme des Miso ä celui
des Hy. La sollicitation par charges egales en chaque noeud n'est pas ä en-
visager car eile produit des D nuls.

Les p se deduisent de proche en proche en fonetion des & et des D ä partir
de l'equation du noeud m. Les puissances successives de ß tendent rapidement
vers des valeurs negligeables. Lorsque le point m est voisin d'un des appuis
(m S 3) on commence par l'equation du noeud 0.

A2
2 //0 + fi\ D±9Q1 - p01 —

A2 A2
li'o + 4 fi\ + fi'2 4 Z^ + D2©12 -Pol~-p121-.

A2 A2
P\ + 4 P'* + ^3 D±©12 + 4 D2©2 + /)3©23 - pi2 — - p23 — etc.

ce qui determine les p ä partir de pQ.

Le point 0 constitue un encastrement parfait d'apres la forme de l'equation
de son noeud; on suppose donc la poutre prolongee au delä de 1'appui et on y
fait agir les charges symetriques p01 p12 etc. avant d'appliquer la formule en
co et ß.
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3. Corrections dues ä Veffort axial supplementaire

Soit H Hbase + ri.
Contrairement aux 2 problemes precedents, celui-ci est un probleme d'en-

semble. Le H reel est fonetion des dimensions de toute la poutre et 77 agit avec
une intensite independante de la position de la charge.

M' M"
Comme il s'agit d'un probleme d'ensemble oü -77- 7 et —^ 77- inter-0 / cosa I cosa

viennent par leur somme, nous admettons en chaque section:

Jfi M^ Dbre-Vyx
Ixcosax Ix cosa'x Ix

Derivant le travail moleculaire total par rapport a 77 nous trouvons:

1 iV^-T11-); dx
(14)' I J v2dr

0 Ix
oü Imoyen valeur moyenne quelconque des / de toute la poutre.

Ix Ix cos ax + Ix cos ax

Pour faciliter les calculs, il y a interet a ajouter la surcharge symetrique de

fagon ä doubler 77. La charge egale en tous les noeuds n'est pas ä considerer:
eile ne cree pas de flexion dans l'hypothese actuelle. Ayant les 77 on obtient les
moments correctifs qui en resultent par:

Jm

it 9 m, /1 a\
v<m —.— v ym. (16)

Jm

oü les y sont ceux donnes par les formules (11) et (12).

V. Corrections dues ä Fallongement des suspentes

Les efforts dans les suspentes, obtenus par la formule (10) comportent une
partie Nc commune a toutes les suspentes, et une partie NE excedant la
partie commune. La formule (10) peut etre ecrite:

Nm Pnf- + -^-(f'jin + f"Jm)H lorsque
Jm n l Jm

IN\C / N\Eles suspentes ont une section differente, la distinetion porte sur I -^ I et I -^ I



162 O. D'Heygers

1. Influence de Vallongement de la suspente m du ä l'excedent N^

en negligeant 1'accroissement -q de H.

Soit __6%,

oü la valeur jp est obtenue par les formules (11) et (12) ou par la figure 8

appliquee au noeud p; yp et Qp longueur et section de la suspente p. En
pratique rp est compris entre 0 et 0,5.

Calculons les moments supplementaires \xpm et pl'pm crees au noeud p par
l'allongement £mm subi par la suspente m du fait du N% trouve dans le Systeme
de base par la formule (10).

ftE _ pE J_^ m m •

oü P% excedent du Pm suspendu au noeud m sur la partie commune ä

toutes les suspentes.
En chaque point nous avons p!xm — pl'xm. Soient {•

xm et i;"xm les
deformations verticales vers le bas et £xm i; xm — £'xm le rapprochement vertical des

membrures au point x.

£' -J-SSxm — • b; -ri €*

Soient Xx X2 .Xn_1 les reactions creees dans les suspentes du
fait des moments supplementaires p!lm p!2m.

£' —
@ rp9 y £' — rm9 /y ~XTE\

£pm — ß jp ^p Smm — a rp \^m XVW«6 E 6E

La membrure superieure se comporte donc comme une poutre continue ä
extremites encastrees et sur appuis elastiques, sollicitee au noeud m par la
force N% dirigee vers le haut (fig. 9).

Mo
m

Fig. 9

On peut donc ecrire les n + 1 equations suivantes:

2/x'0 + m'i ~r1X1A
Mo + 4 M'i + 1*2 2 ^1^1^ ~ r2^2^

A/7-n-1

\jun



Methode de calcul pratique des poutres Bowstring 163

Mm-2 + ^Mm-i + ^m ~ rm-2 Xm-2 A + 2 rm_1 Xm_1 A — rm (Xm — Nm) A

Mm-1 + ±Vm + Mm+1 ~ ^m-1 ^m-1 A + 2 rm (Xm ~ Nm) A ~ rm+l Xm+1 ^

Mn-1 + 2M'>. - rn-l Xn-1 A

Tenant compte que Xp A plp_x ~ 2 M p + M p+i on dispose en tout de n + 1

equations lineaires ä n + 1 inconnues pl donc plmm i£mm rm iV^ zl ; p!km

^m rm d N^ oü les /T sont des coefficients numeriques, fonetions de m, Je et
les r.

Cherchons ces valeurs des Kkm.

Cas A oü le noeud m est situe loin des appuis.

Les r sont inferieurs ä 0,5 donc petits. Dans ce cas, les perturbations dues ä
l'elasticite des appuis sont vite amorties ä partir du noeud charge. D'ailleurs,
le calcul exact du cas oü r atteint une valeur excessivement grande a montre
que les perturbations n'existent pratiquement qu'au droit des noeuds m — 1,
m et m + 1. Nous supprimons donc l'elasticite des appuis m + 2, m + 3 etc.

- r2 — — rm_2 — 0, Tm+2 — rm+3 — • • • • '»-i o

Les rapports

Mo _ M™ Ml _ Mn-1. Mm-3 Mm+3

Ml Mrc-l M2 Mn-2 Mm-2 Mm+2

valent respectivement, arrondis ä la 3eme decimale:

- 0,500 - 0,286 - 0,269 - 0,268 - 0,268

Ils sont obtenus par recurrence, suivant la regle:

^ —^±— en partant de 4 - 0,5
Mp 4 + Mp-2 Mi

Mp-i

et ils tendent rapidement vers leur limite — 2 + ^3 — 0,268 d'oü plm±3

- 0,268 plm±2.
Le Systeme est ramene ä 5 equations aux inconnues //m_2 M m-i M ™ M m+i

//m+2 en fonetion de rm_1 rm et rm_1 connues. Dans la plupart des cas, nous
pouvons poser rm_1 ^ rm+1 ^ rm en nous basant sur les considerations suivantes:

a) pour m ^ 4 les sections et les longueurs des suspentes voisines sont generale-
ment peu differentes.

b) les formules cherchees ont pour but de determiner le moment correctif plm
sous l'influence des forces HElHm±1 et tout auplus Hm±2. Or, tant pour
j^max+ que p0ur M'™x- la charge est distribuee plus oü moins symetrique-
ment du point m et on peut prendre pour rm±1 une valeur moyenne.
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c) l'elasticite d'un appui quelconque reduit la valeur absolue des moments pu'

en tous les noeuds. Comme nous avons neglige l'elasticite des appuis au
dela de m ± 2 il semble logique de compenser la faible erreur faite, en
prenant pour rm_1 et rm+1 une valeur plus grande que leur moyenne arithmetique.

Le tableau I donne les valeurs des K ainsi calcules pour rm 0, 0,25 et 0,50.

Tableau I
1 1'

m>3! rm Kmm
\

m±l.m %±2»i
i

Km-rPm \P>2

0 -0,733
0,25 -0,364
0,50 -0,26 (0,261)

+ 0,465
+ 0,182
+ 0,106 (-0,104)

-0,125
0

+ 0,031( +0,036)
(-o>26«i2

Entre parentheses figurent les K obtenus lorsque rm±2 rm 0,5 au lieu de

rm±2 ~ 0 •

On voit que l'elasticite des appuis au-delä de ra + 1 n'a plus guere
d'influence.

Un NE identique en tous les noeuds doit engendrer un plm nul, donc comme

verification Kmm- 2 Km_1>m -t- y-^ Km_2m 0 quelque soit rn

Cas B

oü le noeud ra est situe pres de 1'appui gauche.
Par rapport au cas precedent, les premieres equations changent; mais par

des considerations analogues a Celles developpees ci-dessus, on obtient un
Systeme de 4 ou 5 equations ä 4 ou 5 inconnues, d'apres que ra 1 ou ra > 1.
Ces equations contiennent les valeurs rm_1 rm rm+1.

a) Exprimons les r en fonetion de rm par l'hypothese:

ra — 1 ra m+l
Cette hypothese est plausible lorsque 1'appui droit se trouve ä grande
distance du point m (w^oo). Appelons K*° les K qui en resultenf.

Les tableaux II, IV et VI donnent les valeurs des i?00 pour ra 1,2,3.

b) Exprimons les r en fonetion de rm par l'hypothese rm_1 rm rm+1. Cette
hypothese est plausible lorsque le point ra se trouve pres du milieu de la
poutre. Appelons K° les K qui en resultent. Les tableaux III, V et VII
donnent les valeurs des K° pour ra 1, 2, 3.
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c) Le cas reel est intermediaire entre les 2 cas extremes consideres. Nous
posons approximativement:

re>ei 2ra :o / 2ra\ oo
•Ä-m+P m — &m+p,m + I 1 ~ — I ^m+p,m POUr 0 ^ p ^ 2

oü les K sont donnes dans les tableaux precites.

Ktlv,m=(- 0,268)*-* KZlern pour p > 2.

Les moments //m et /z"m düs aux forces NE excedant la partie commune Nc
des N de toutes les suspentes sont donnes par

#/ — i/" —\K NE r 4- /T AT67 r A-K Ne r 4-r m r* m L-"-mra-L'm'm~ -L^m,m—1 ^ m—l'm—l "^m.m+l^m+l'm+l "r
""•" -&m,m-2 -^m-2rm-2~^~ -^m,m+2 ^m+2rm+2\^ (¦*¦')

oü les 7f sont donnes par les tableaux precedents.

On peut limiter cette formule ä 1,3 ou 5 termes d'apres la membrure con-
sideree et 1'importance numerique de la correction. La formule permet de
calculer l'influence d'une temperature plus elevee dans une suspente par
rapport au restant de la poutre.

2. Influence de Vallongement de toutes les suspentes, du ä Veffort commun Nc
en negligeant Vaccroissement 77 de H

Nous supposons que les suspentes ont meme section. Dans le cas contraire,
N

nous considerons la partie commune des -^. La membrure superieure est une

poutre sur appuis elastiques, encastree aux extremites et soumise ä une charge
identique en tous les noeuds, dirigee vers le haut de facon ä ce que les noeuds
se deplacent vers le haut sur une parabole du second degre.

Appliquons dans un 1er stade un moment constant M0 aux 2 extremites
de cette poutre, supposee libre de rotation, tel que:

•turt o Mi gmax

l2y
Les extremites subissent une rotation vers le haut autour des appuis de:

' 4 £max
u >, _ £ N°ymax

__
J^_ NgA3a° l °U Smax ~ EQ - 6E1\ A rmax.

Pour realiser les conditions imposees, il nous reste ä appliquer, dans un
2e stade, aux extremites de la poutre des moments inconnus pbQ — M0 pro-
duisant des rotations a'0 de sens contraire aux precedentes. L'influence de ces
moments se fait sentir aux noeuds voisins des appuis, mais eile est vite amortie
plus loin. Nous posons donc

r3 r4 rn_± rn_3 0 rn_2 r2 2rx 2rn-l
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Resolvant le Systeme des equations, on trouve:

' - 4'h A ^f^p — o ^P ^ rmax
n

oü les k sont fonetion de rx et varient un peu avec n pour les petites valeurs de n.

Additionnant les resultats des 2 Stades, nous trouvons:

4 Ar Nc
f*>P — ^p — (- 1 +nkp).3 ri<

Le tableau VIII donne les valeurs des kp pour p < 4c. Pour p ^ 4 kp 0

(18)

Tableau VIII

rx n fc0 V k2 k3

0
7 + 0,1760

+ 0,1930
-0,0517
-0,0515

+ 0,0138
+ 0,0138

- 0,0037

- 0,0037

0,25 00 + 0,1520 -0,0146 + 0,0072 + 0,0017

0,50 f7 + 0,1195
'+0,1350

- 0,0023

- 0,0023
- 0,0087

- 0,0086
- 0,0013
-0,0021

La formule (18) permet de calculer 1'influence d'une temperature plus elevee
dans les suspentes que dans les membrures.

On trouve

ou

3. Corrections dues ä Veffort axial supplementaire rj

m n — l
-H

n—L / \ m n—i / • // \

2 (wlg>)- S (wm^^pm)
n l \ MmJ m=l \ Jm lim I

J
„ 2 j^ m=n—l / \

0 1 m \ \ MmJ

8 f'jm + f'imwm nl

f^m vyn

" 9 m
Pm —. VVn

Jm

(19)

(20)

(21)

Abhandlungen IX
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VI. Corrections dues ä la deformabilite axiale des membrures

Cette deformabilite pose 2 problemes:

1. Les corrections plm et pl'm sur les moments au noeud ra en supposant que
le H n'a pas de valeur rj supplementaire.

2. La correction rj sur H et les corrections plm et pl'm qui en resultent.

1. Corrections plm et pl'm dues ä la deformabilite axiale des membrures
dans le cas que 77 est nul

Generalement, les rapports -=? et -™ varient peu aux environs du noeud ra

considere, et ces corrections peuvent souvent etre negligees. Toutefois, on peut
appliquer une methode analogue ä celle suivie pour le calcul de l'influence
locale de la variabilite des / cos.

En annulant la derivee du travail moleculaire total par rapport ä plm on
obtient:

t \A'\' —
*--JJm9n

/^m-1 T^ftm + ^m+l- a2 • 2^ Jm

sin2a"+ 7, cos2a"
Cr

Dn Dm-i + D,m+l
Esin2a/ + ^,cos2a'

j'Q' cosa'

f'ß"cosa"9

Pm-2 + ^pm-1 -T-p-m —

48 H
l29n

r r
Q' cos a' Q" cos a"

— 12jm-\Jm-l
Ai2*•* Jm-l

Esin2a" + ^,cos2a"

j^iTcosa7,

Dm-L-

48 #

Dm-z + D« ]

Pm,m±l

Esin2a' + -^cos2a'

l2 jm — l Q

j'ü'oos a'

r r i
" COS a' Q" COS a"J OT_!

ZI2
Pm±l,m a J/m—2'm—l a

' Pm-2-
A2

etc. Nous en deduisons, lorsque ra est suffisamment loin des appuis:

Pm - Pm -ojA2[2 pm_1} m-ß (pm_2> m_1 + Pmi 1? m+2) + ß2 ] (22)

oü les oj et ß ont les valeurs 0,0524 et 0,268; les puissances de ß deviennent

rapidement negligeables. Pour ra voisin de 1'appui (ra ^ 3) on commence par
l'equation du noeud 0.

2 Po + pi ~
IZjoj'o

Ajl 2 2

Jp Tp

sin2a/ + -^cos2^ sin2a" + ^,cos2a"
Cr Cr

+
24H(n-l)

l2h

?'ß'cosa'

/' /"
j"Q" COSa"

+

ß' cos a' Q" cos a" Poi T
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A2 A2 ^
PO + 2 Pl + P2 ~ Pol ~± ~ Pl2 -£ etc-

ce qui determine les p ä partir de p01.

Le point 0 constituant un encastrement parfait, on suppose la poutre pro-
longee au-dela de 1'appui et on y applique les charges symetriques p01 p12 etc.
avant d'appliquer la formule en ß et co.

2. Effort supplementaire rj

Soit H Hbase + rj. Annulant la derivee du travail moleculaire par rapport
ä rj on trouve:

i i
¦ - H \ Axdx + J TiS0Cxdx

1 ,° (23)

\y2~ + \Axdx
n -t o0

a'2 + |&'2 a"2+~b"2
ou A —^ — + -^ — U ~rL2 cos a £2 cos a I

c' T cos a' c" I" cos a
Q' cos a' Q

/"cosa"]
"cosa" J

1 /'cosa' tÄ_ „ 1 /"cosa" njLa : =— sin a tg a a H sm a to a
cosa / cosa" / °

/'cosa' /"cosa"
6 j cos a tg a 6 cos a tg a

E JE7

c' a' sin a' — -^- b' cos a' c" a" sin a" + -^ b" cos a"
Cr Cr

tga tga'- tga"= |<äfa

^äo effort tranchant isostatique dans le panneau considere (fig. 2) du
aux forces exterieures, sur une poutre supposee librement appuyee aux 2

extremites de la poutre Bowstring.

Les moments plm et pl'm qui en resultent sont donnes par

*n --Jf-vym (24)
Jm

iMk -7fLvym (25)
Jm

On peut tenir compte de l'influence d'une temperature inegale des 2
membrures, des effets de retrait ou de deformation permanente sous charge d'essai
ou par fluage ä la longue, en appliquant la formule (23) oü T 0 et oü H Q'
et Q" sont remplaces par des valeurs appropriees.
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VII. Corrections dues ä la courbure des membrures

max

ym+f
Jm+0.5

Fig. 10

Admettons (fig. 10) que Taxe de la membrure superieure suit une allure
parabolique entre 2 noeuds, tel que

x
€x — ^ ^max a

soient H Hbase + 77 M'x M'xbase + plx M"x M"xhase + pl'x

nous supposons rj et les e' suffisamment petits, pour que leurs produits soient
negligeables.

M'x + M"x Dxbase - rjyx- Hbasee'x.

Derivant le travail moleculaire total par rapport ä plm on obtient:

/' cos a'
iim-x + 4/xm + /xm+i - v j (ym_1 + ±ym + ym+1) + ^
Nous en deduisons:

_ -rjP cos a'ym
t

2 ff»«* /" cos a" emqx
Mm- 7 +3 J

4:HbaseI"cosa"

Pm - rj /" cos a" 2/m 2 #ö«* /" cos a" <4

/ 3 /
_ - rjP COSa'yx rröaser 2 /,^COSa"emax]

/% - 7 ö [^-3 7 J

„ _ - rj I" cos a"yx _
_2 Hb™* I" cos a" tmax

Px- j 3 j
Derivant le travail moleculaire total par rapport a rj on obtient:

i
~H \yx*xdx

V -~T°
\y2xdx
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¦ _ ?Ü
pm —

d'oü les formules

yj _
J> €max Jjbase (26)

^ ^W ^ ym + 2>5jm *AnJ toujours > 0 (27)

€max Jm \ iy K Vm <> > fk /oov3^—r57 J<° *

/Wo.5 =^~^ [ & + ?^ (3 - 2,5 Ü*±m) ] toujours < 0 (29)

Lorsque l'axe de la membrure superieure est une parabole du 2e degre sur

toute la longueur de la poutre emax =-^2- Du fait de la courbure, des moments
n

negatifs supplementaires naissent dans la zone milieu d'un panneau de la,
membrure superieure et des moments positifs dans la zone des noeuds.

Si l'on desire realiser des profils d'egale resistance, on est amene ä prevoir
plus de matiere vers la fibre inferieure de la zone milieu et vers la fibre
inferieure au droit des noeuds. Donc, quoique les fibres extremes ont une allure
parabolique, les axes ont une tendance a rejoindre la forme polygonale du

Systeme de base et e'max < -—-. L'ordre de grandeur de ce emax est donne parn

n o-jv + o*m

oü er'v tension normale sur membrure rectiligne due ä N'

uM tension normale due ä M'\

la formule ä ete obtenue en explicitant les pl düs ä la courbure par des trans-
ports de matiere d'une fibre extreme ä l'autre.

VIII. Contröle du degre d'exactitude de la methode

Quoique la methode s'applique ä une sollicitation globale, nous la verifions
pour une ordonnee des lignes d'influence calculees exaetement (fig. 5 et 6).
Comme dans ce calcul exact, les deformations dues ä T furent negligees, nous

E
ferons -^- 0 dans les formules precedentes pour permettre la comparaison
des resultats.

Les tableaux suivants renseignent les caracteristiques geometriques de la
poutre.
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Tableau IX. Valeurs constantes

/" cos a" 0,07905m4 j" 12,650 —r' m4
l 53,25m ß" cos a" 2,676m2

ß' cos a' 0,640m2 A 4,438m /' 10,65m /" 0,25m / 10,40m

Q. 0,0503m2 soit /moyen =0,118m4

Tableau X. Valeurs variables independantes de la sollicitation

m /'cos a'
1

/'cos a' / y
f f2I

0,118-7?/

/ /
Wff m r

6 0,03413 29,297 0,11318 i 2 • 4,41 0,0425 0,094 2 • 0,00442

5 0,03474 28,790 0,11379 0,972 8,30 0,0360 0,0936 0,00852

4 0,03656 27,352 0,11561 0,889 6,85 0,0184 0,0923 0,00757

3 0,03961 25,246 0,11866 0,750 4,73 -0,0042 0,0893 0,00598

2 0,04385 22,805 0,12290 0,556 2,50 -0,0222 0,0870 0,00420

1 0,04933 20,272 0,12838 0,306 0,73 -0,0248 0,0834 0,00212

0 0,05603 17,848 0,13508 0 0 0 0.0793 0

27,52 0,03281

1

n
1 \ "m-2,m-l 9m-l ™m—l,m "m, m+l "m+l "m+l,m+2

6 29,170 41,820 0,00795 0,00311 0,00080 0,00080 0,00311 0,00795

5-6 29,043 41,693

5 28,674 41,324 0,01755 0,01038 0,00446 -0,00266 -0,00367 -0,00266

4-5 28,071 40,721
|

4 27,269 39,919 j

3-4 26,299 38,949

(Suite voir page 173)
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m tga' cos a' sina' tt C C" A C
12 sin2a'

a a A2jQ'cosa'

6 0 1 0 1 0 0 0,968 0 0

5 0,133 0,991 0,132 1,004 0,132 0,0031 1,948 0,063 0,017

4 0,267 0,965 0,254 1,016 0,260 0,0063 1,988 0,127 0,061

3 0,400 0,927 0,371 1,030 0,383 0,0094 2,030 0,199 0,131

2 0,533 0,883 0,470 1,045 0,491 0,0125 2,078 0,275 0,211

1 0,667 0,832 0,554 1,0601 1 0,588 0,0157 2,131 0,352 0,293

0 0,800 0,780 0,637 1,072 0,698 0,0188 1,086 0,453 0,388

12,229

Tableau XI. Valeurs variables propres ä la sollicitation consideree:

m
D
Tl

D 2/0,118-7
PI f I T.^ ISO TiscC u'r>,D-r-n) ym y^w J — Pm jm f m

6 0,0535 2-0,001125 0,5 0 0,03620 2-0,0142

5 0,0173 0,000583 0,5 0,0322 -0,00545 0

4 -0,0080 -0,000132 0,5 0,0638 -0,00546 0

3 -0,0224 0,000134 0,5 0,0995 0

2 -0,0258 0,000590 0,5 0,1375 0

-0,0184 0,000469 0,5 0,1760 0

0 0 0 0,5 2-0,1132 0

0,002769

1

0,6222 0,0142
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1. Systeme de base

Lectures sur les hgnes d'influence (fig. 11 et 12) resultant des formules 3,4 et 5.

53 25
D6 0,053505 • 53,25 2,84912 tm H 0,196495 ^^^ 1,00609 t.

10,40

^6 /A6^ • 2,84912 0,86329 tm
41,749

29 099
Mq '

• 2,84912 1,98583 tm
4rl, / trV/

(1)

(2)

Pr-~Dg ig„Prl
PT/m~0rwpl

l

Aft\
»-—- -^nv

0

•Pr
6 12

6 - >6r rr

V

w=4-U0072U

cv—0.00362w -0.00362

w+=0.007241
w-= -0007241

w 0

Fig. 11

<ö ss

151

-*H=±-r'r rr
Z-H--ETP

Fig. 12
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2. Variabilite des I cos a
a) Influence locale

©6=° @56=0,0008 @5 0,00311 @45=0,00795 <94 0,0138
@34= 0,0208 ©3=0,0288 @23= 0,0372 62 0,0462 ©12= 0,055
ex 0,0645 ©01= 0,0724 <90 0,0778

A2
-p56~ Z>5@56 + 2Z>6@6 53,25(0,0173-0,0008) 0,000735

P^ -0,000735

~P*5-J ~ ^56T ^4@45 + 4i)5@5 + /)6@56 0,010385

A2
p&-r - 0,010385 + 0,000735 - 0,00965

-^34 ^ -%f =A®34 + 4/)404 + ^5©45 "0,041015

A2 A2 A2
Ps* -j 0,05140 Pa, T - 0,146 p12 — 0,205

J2
Poi~]T — 0,154 j?_1>0 0,154 etc.

^ -pl - 4 0,0524 • 2 [ - 0,000735 + 0,268 0,00965 + 0,268' - 0,0514
-0,2683 0,146 + 0,2684(l-0,2683). 0,205-0,2685 (1-0,268) • 0,154]

- 0,419 [ - 0,000735 + 0,00258 + 0,00369 - 0,00280 + 0,00103 - 0,000155]

-0,00150 tm. (13)

b) Influence generale.
1 0,002769 • 53,25

* <üi8 -^vüTToir °'00437 * <14>

/xe ~1^65 • 0,00437 • 10,4 -0,01375 tm (15)

— 29 099
pZ ^_ 0,00437 • 10,4 -0,03175 tm (16)

3. Allongement des suspentes

a) Influence locale de charges excedentaires

^ ^^•1 0,303^ (10)

6 • 10'4
0,343

4,438 • 0,0503 - 41,749
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un graphique Kmm f(r) donne: K66 0,315 pour r —0,343.

^ -^ -0,315 0,343 - 0,303 • 4,438 -0,14530 tm. (17)

b) Influence locale de charges communes

N* 12S4ÜZ1,25 [1°'65 • 29'°" + °'25 • 12'65] <10>

0,095 t. k6 0.

4 4,438-0,343-0,095 „™,00JLPe -Pe =~j YU -°'00133 tm* (18)

c) Influence generale

_ 1;00609M^i-i^-0,0142- 10'41
0,0503 ' 0,0503

V ~
27 52 -TOT + °'0328110'4
27,5^-10,4 + 00503

12 65
lie

'
• 0,0033 • 10,4 0,01040 tm. (20)

**1 / Ttt/

29 099
He -r-wr^ • 0,0033 • 10,4 0,02400 tm. (21)

4. Deformabilite axiale des membrures

a) Influence locale
48- 1,00609

53,25 • 12,65

10,65 0,25
L 0,64 2,676

0,0223.

A2 -0,0223 A2 nmil.
A2 A2

-P*5-r -P56-T °>017 ' 0,00545 • 53,25-0,0223 -0,01736

A2
p45 =0,01736-0,01115 0,00621

A2
p34-- -0,00161.

^ -/X6j= -0,0524-4-2 [0,01115-0,268 0,00621 -0,2682 - 0,00161] (22)

-0,00435 tm.

b) Influence generale

-2^09^29 + 0^6222 _ fc
27,52- 10,42+ 12,229

12 65
f*e jp^ • 10,4 • 0,0039 0,0123 tm. (24)

29 099
pue jt^Tq • 10,4 • 0,0039 0,0283 tm. (25)
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5. Courbure des membrures

10,65

177

144
0,074 m.

rj - -| • ^^ • 1,00609 - 0,00595 t

Ps

6 10,40

1,00609-0,074
3-41,749

1,00609 - 0,074 - 29,099

[2 - 29,099 + 2,5 • 12,65] 0,05345 tm.

ro 3-41,749 L '

6. Totalisation

M^ Mi H
Systeme de base 0,86329 tm 1,98583 tm 1,00609 t
/ cos a local -0,00150 0,00150 —
/ cos a general -0,01375 -0,03175 0,00437
suspentes local exced. -0,14530 0,14530 —
suspentes local comm. -0,00133 0,00133 —
suspentes general 0,01040 0,02400 -0,00330
membrures local -0,00435 0,00435 —
membrures general 0,01230 0,02830 -0,00390
courbure 0,05345 0,00866 -0,00595

total 0,77321 2,16752 0,99731

valeurs exactes 0,778 2,171 0,996

erreurs -0,615% -0,161% + 0,132%

(26)

(27)

(28)

Le Systeme de base sans corrections donnerait les erreurs:
+ 11% -8,52% +1,01%.

Remarques:

1. Dans le cas etudie, l'influence locale de l'allongement de la suspente No. 6

est relativement forte. En pratique, la charge qui existe aux suspentes
voisines, attenue cette influence.

2. Theoriquement, il faut noter que les charges flctives p creees par les D @ du
2. a) ci-dessus peuvent croitre en s'ecartant du noeud m considere, jusqu'aux
appuis. Mais au delä des appuis, les memes p sont appliques, et les puissances
successives de 0,268 assurent une convergence rapide. Pratiquement, on
pourra generalement negliger le terme correctif du ä l'influence locale de la
variabilite des / cos a.
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IX. Mode operatoire pour chaque sollicitation globale

1. Sur la ligne d'influence D determiner la position la plus defavorable de
la surcharge. Determiner Dm et H correspondant.

2. Dessiner le diagramme Dx M™0 — Hyx pour la surcharge totale en super-
posant ä la ligne polygonale yx — f (x) le diagramme M^° obtenu graphiquement

par un polygone funiculaire moyennant une echelle appropriee. Le
diagramme polaire correspondant donne T^° pour la surcharge. En y ajou-
tant T%x° pour la charge constante en tous les noeuds, on obtient le

diagramme des T™0 pour la charge totale.
3. Dresser des tableaux analogues a ceux du calcul de contröle precedent,

mais pour la sollicitation globale. Le dernier tableau est ä refaire pour
chaque sollicitation differente.

4. Calcul des inconnues dans le Systeme de base pour la sollicitation globale.
5. Calcul des corrections pour la sollicitation totale.
6. Totalisation.

Lorsque la surcharge est dissymetrique par rapport au milieu, il y a interet
de doubler la surcharge de facon symetrique, pour le calcul des corrections rj
dues a l'inegalite des / cos a, ä l'allongement des suspentes et ä la deformabilite

axiale des membrures.

Resume

Le calcul exact d'une poutre Bowstring comporte la resolution d'un Systeme
d'equations a grand nombre d'inconnues. Lorsque le nombre de panneaux est
inferieur ä 7, ce calcul est encore pratique en scindant la sollicitation reelle en
une sollicitation symetrique et une autre antisymetrique, de facon a reduire le
nombre d'inconnues dans chacune de ces deux sollicitations.

Au cas contraire, il est plus expeditif de suivre la methode exposee.
On calcule d'abord les moments et les efforts axiaux dans un «Systeme de

base». Les corrections sont donnees par des formules simples et explicites. Les
lignes d'influence dans le Systeme de base sont ä dresser avec exactitude, mais
les calculs et les epures des corrections peuvent etre faits sans grande precision.

Successivement, on calcule 1'influence de la variabilite des / cos a, de

l'allongement des suspentes, de la deformabilite axiale des membrures et de la
courbure des membrures.

Les resultats d'un pareil calcul ont ete compares aux resultats obtenus sur
une poutre a 12 panneaux, calculee exactement par le Systeme complet des

equations de deformation. Le Systeme de base sans corrections donne une
erreur sur les moments de 11 et 8,52%. La methode exposee reduit ces
erreurs ä 0,615 et 0,161 %.

II appartient au calculateur de negliger certaines corrections d'apres les cas
particuliers qui se presentent.
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Zusammenfassung

Die genaue Berechnung eines Bogens mit Zugband erfordert die Auflösung
eines Gleichungssystems mit zahlreichen Unbekannten. Wenn die Anzahl der
Felder kleiner als 7 ist, ist eine rationelle Auflösung des Systems noch möglich
durch Trennen der Belastung in einen symmetrischen und einen asymmetrischen
Anteil. Dadurch wird die Zahl der Unbekannten für jede der beiden
Teilbelastungen kleiner.

In allen anderen Fällen führt die angegebene Methode schneller zum Ziel.
Man berechnet zuerst die Momente und die Axialkräfte in einem

,,Grundsystem". Die notwendigen Korrekturwerte werden durch einfache explizite
Formeln gegeben. Die Einflußlinien für das Grundsystem müssen genau ermittelt

werden, während für die Zahlrechnungen und die graphischen Konstruktionen

der Korrekturwerte eine kleinere Genauigkeit ausreicht.
Der Reihe nach berechnet man den Einfluß der Veränderlichkeit von

/ cos a, der Verlängerung der Hängestangen, der axialen Deformationen der
Bogen und der Krümmung der Bogen.

Die Resultate dieser Berechnungsmethode wurden verglichen mit
denjenigen für einen Bogen mit 12 Feldern, der mit dem vollständigen System der
Deformationsgleichungen berechnet wurde. Die Fehler der Momente im Grundsystem

ohne Verbesserung betragen 11 und 8,52%. Die vorgeführte Methode
vermindert die Fehler auf 0,615 und 0,161 %. Es ist dem projektierenden
Ingenieur überlassen, gewisse Korrekturwerte zu vernachlässigen, je nach
der besonderen Art des vorliegenden Systems.

Summary

For the exact calculation of an arch with the member it is necessary to
solve a system of equations with numerous unknowns. If the number of panels
is less than 7, a rational Solution of the system is still possible by dividing the
loadings into a symmetrical and a non-symmetrical part. In this way the
number of unknowns becomes smaller for each of the two partial loadings.

In all other cases the given method leads more quickly to the desired result.
First of all, the moments and the axial forces are calculated in a "basic

system". The necessary correcting values are given by simple explicit formulae.
The influence lines for the basic system must be determined accurately, whilst
for numerical calculations and graphic constructions of the correcting values,
a lower degree of accuracy is sufficient.

The following are calculated successively:

The influence of the Variation of / cos a, the elongation of the Suspension rods,
the axial deformation of the arches, and their curverture.
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The results of these methods of calculation have been compared with those
for an arch with 12 panels, which was calculated with the complete system of
deformation equations. The errors of the moments in the basic system without
improvement amount to 11 and 8,52 %. The illustrated method diminishes the
errors to 0,615 and 0,161 %. It is left to the designing engineer to decide
whether certain correcting values should be neglected, depending on the particular

nature of the system used.
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