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La prise en compte des imperfections inevitables dans la determination
des systemes hyperstatiques en acier sollicites au flambement

Behandlung von statisch unbestimmten, auf Knicken beanspruchten Stahlkon¬
struktionen unter Berücksichtigung der unvermeidlichen Mängel

Taking Unavoidable Imperfections Into Account in the Design of Statically
Indeterminate Systems Made of Steel Subjected to Compressive Forces

JEAN DUTHEIL
Paris

I. Introduction

La determination des systemes hyperstatiques dont certains elements sont
sollicites au flambement, se fait classiquement dans l'hypothese de pieces
idealement parfaites, exemptes de toutes imperfections geometriques et de

structure, et soumises ä des charges parfaitement centrees.
Quand un Systeme n'est pas trop complexe, on arrive ä determiner la

contrainte critique de la barre la plus sollicitee, soit directement, soit en cal-
culant la longueur de flambement qui resulte de la formation de certains points
d'inflexion. On ramene ainsi le probleme complexe au probleme fondamental
de la barre bi-articulee.

Cependant, les barres ou elements constructifs du Systeme, presentent des

imperfections inevitables de toutes sortes. II en resulte des perturbations qui
ont une influence, a la fois sur la position des points d'inflexion reels ou fictifs,
donc sur la longueur de flambement, et sur la stabilite propre de la barre
bi-articulee qui, en definitive, conditionne celle du Systeme tout entier.

Dans les systemes hyperstatiques, les imperfections ont donc deux influences

distinctes, et si depuis longtemps on a etudie la seconde, il faut recon-
naitre qu'on s'est fort peu preoccupe de la premiere. Cependant, la longueur
de flambement intervient ä la puissance deux dans le calcul de la charge
critique.

II y a donc la une incertitude et on peut se demander si eile est vraiment
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couverte par les coefficients de securite couramment admis pour les barres
bi-articulees. Nous allons tout d'abord essayer de repondre ä cette question.

Dans ce qui suit, nous nous placerons dans la zone dite elastique, c'est-ä-
dire en supposant que la contrainte de compression dans les differentes barres
du Systeme, ne depasse pas la limite de proportionnalite. Nous eliminerons
ainsi toutes les contestations qui pourraient surgir d'une prise de position au
sujet d'une quelconque theorie de module reduit.

Dans cette zone elastique, on applique classiquement un coefficient de
securite unique par rapport ä la contrainte critique d'Euler, qu'il s'agisse
d'une barre bi-articulee, ou d'un Systeme hyperstatique.

Prenons l'exemple concret de la poutre continue sur appuis rigides, repre-
sentee sur la fig. 1.
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Cette poutre idealement parfaite ä section constante en acier A37 est

symetrique ä trois travees egales. L'elancement de chaque travee calculee en
supposant des appuis simples, est A= 125.

Les deux travees extremes sont soumises chacune ä une contrainte de

compression invariable ax 8,97 kg/mm2. Nous nous proposons de determiner
la contrainte critique acr de la travee centrale. En elasticite, c'est un probleme
classique dont la Solution est:

orcr= 19,2 kg/mm2 correspondant ä un elancement de flambement A^= 103,8.
On remarque que cette contrainte est egale ä la limite de proportionnahte
generalement admise pour l'acier A37, on se situe donc bien dans la zone
elastique. Theoriquement, tant que cette contrainte n'est pas atteinte dans la
travee centrale, la poutre reste rigoureusement rectiligne en equilibre stable.

Examinons maintenant le comportement d'une poutre identique mais
reelle, avec ses imperfections inevitables. En supposant la contrainte de

compression nulle dans la travee centrale, la contrainte ax appliquee dans les

travees laterales produit un flechissement d'ensemble de la poutre suivant
la fig. 2.
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La travee centrale non comprimee creant un encastrement elastique des

travees extremes, il apparait dans chaeune d'elles un point d'inflexion 0.

Lorsqu'on charge progressivement la travee centrale, l'encastrement
elastique des travees laterales diminue lui-meme progressivement, et les points 0

se rapprochent des appuis B et C. Lorsque la contrainte de compression dans
la travee centrale atteint la meme valeur 8,97 que dans les travees laterales,
les points d'inflexion 0 sont en comeidence avec les appuis B et C, et les trois
travees travaillent comme si elles etaient bi-articulees, la deformee se com-
posant de 3 demi-ondes de sinusoide, suivant fig. 3.
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En admettant pour le moment que dans cet etat la poutre soit encore
stable, si l'on continue ä charger la travee centrale, eile fonetionne en poutre
encastree elastiquement, et on voit apparaitre dans ladite travee, deux points
d'inflexion qui s'eloigneraient des appuis B et C ä mesure que la charge
continue ä croitre. Puis sous une certaine charge, l'affaissement se produirait.

II est important de remarquer que la travee centrale ne commence ä fonc-
tionner en poutre encastree elastiquement, que lorsque ses extremites ont subi
une certaine rotation (fig. 3). Son degre d'encastrement reel est donc plus faible
que dans Vhypothese de la poutre idealement parfaite.

Pour chiffrer l'influence de cette rotation sur la charge supportable par la
poutre, il faut evidemment abandonner l'hypothese de la poutre idealement
parfaite. Si l'on se refere aux Regles CM 56, on trouve que precisement 8,97
est la contrainte limite d'affaissement correspondant ä l'elancement 125.

Dans l'etat correspondant ä la fig. 3, il faut donc considerer que la limite
elastique 24 kg/mm2 apparait dans la section mediane des travees, et que la
contrainte a 8,97 dans la travee centrale, est la contrainte limite d'affaissement

de la poutre.
Cela signifie que sous l'effet des imperfections limites qui peuvent se pre-

senter, la travee centrale sera bi-articulee quand eile atteindra la ruine.
On peut en conclure que les imperfections limites ont pour effet d'annuler

l'encastrement elastique de la travee centrale, donc de porter Velancement de

flambement ä 125 au lieu de 103,8.
Or, la contrainte critique d'Euler qui est de 19,2 pour l'elancement 103,8,

se reduit ä 13,27 pour l'elancement 125. Le coefficient de securite generalement

applique sans l'intervention du vent etant de 2,5, il en resulte que la
contrainte limite admissible calculee dans l'hypothese de la poutre idealement
parfaite, soit:
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19,2

devrait etre reduite en fait ä:

7,7
2,5

2,5 "Mj
si l'on s'en tient au principe de la securite par rapport ä la contrainte critique
d'Euler.

Cela signifie que pour obtenir cette contrainte limite 5,3 en partant du
calcul classique, il faudrait, pour tenir compte des imperfections, appliquer
un coefficient de securite:

19,2

5,30
3,62.

Le coefficient de securite 2,5 serait donc dans cet exemple, notoirement
insuffisant.

II faut cependant remarquer que la prise en compte des imperfections est

incompatible avec la notion de securite par rapport ä la charge critique d'Euler,
car il n'est plus question de charge critique mäis de charge limite d'affaissement.

Si l'on se refere aux Regles CM 56, la contrainte limite d'affaissement etant
de 8,97, le coefficient de securite applicable sans Intervention du vent est 1,5.
La contrainte limite admissible ressort donc ä:

Si eile est notablement superieure ä 5,05, cela provient d'une conception
plus rationnelle de la securite des barres bi-articulees, conception probabiliste
en accord avec 1'experience et la statistique mathematique.

Pour aboutir ä cette contrainte limite admissible, il faudrait dans l'hypothese

des barres idealement parfaites, appliquer un coefficient de securite de:

19'2
3,21

5,98

encore tres sensiblement superieur ä 2,5.

Considerons maintenant une poutre analogue ä celle de la fig. 1, mais
l'elancement de chaque travee etant de 146,5 au heu de 125. De plus, le moment
d'inertie des travees laterales est triple, par exemple en accolant 3 profiles
identiques, la travee centrale n'en comportant qu'un. Le rayon de giration
dans le plan de flambement des travees laterales reste ainsi le meme que le

rayon de giration de la travee centrale, de sorte qu'ä trois travees egales,
correspondent trois elancements egaux.

Les travees laterales sont soumises ä une contrainte de compression
invariable o-1 6,81. Par un calcul analogue ä celui qui precede, on trouve par
les Regles CM56 une contrainte limite admissible de:
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Le calcul classique dans l'hypothese d'une poutre idealement parfaite,
donne toujours une contrainte critique de 19,2 dans la travee centrale. Pour
obtenir la meme securite que par les Regles CM 56, il faudrait donc appliquer
un coefficient de securite:

19,2

4,61
4,17.

Les imperfections ont pour effet dans ce cas, de faire passer l'elancement
de flambement de 103,8 ä 146,5.

On peut concevoir qu'on augmente indefiniment l'inertie des travees
extremes par le moyen que nous avons expose, c'est-ä-dire en conservant le

meme rayon de giration aux trois travees. Si l'elancement de chaque travee
est de 207,6, et la contrainte de compression invariable dans les travees
laterales 072 3,56, on aboutit alors aux resultats suivants:

Poutre idealement parfaite: la travee centrale est parfaitement encastree

aux deux extremites, son elancement de flambement est donc:

^ - 103.8

et sa contrainte critique: 19,2.
Poutre reelle: contrainte limite d'affaissement 3,56, donc contrainte limite

admissible:
3,56
1,5

2,38.

Le coefficient de securite ä appliquer pour aboutir ä cette meme contrainte
limite admissible est alors:

19,2
2,38

8,07.

Les imperfections ont alors pour effet de majorer l'elancement de flambement

de 103, 8 ä 207,6 c'est-ä-dire du simple au double.

II s'agit bien entendu dans ce dernier exemple, d'un cas limite tout
theorique. Mais le coefficient 4,17 precedemment calcule correspond ä un cas qui
peut se presenter en pratique.

On peut donc affirmer que certains systemes rendent necessaire l'application

d'un coefficient de securite compris entre 4 et 8, si, restant dans l'hypothese

des pieces idealement parfaites, on veut etre certain de couvrir les incer-
titudes provenant de l'influence des imperfections sur la longueur de flambement.

Par contre, les imperfections produisant un effet analogue ä celui d'une
reduetion de raideur, peuvent avoir dans beaucoup de cas, une influence
favorable sur la longueur de flambement. Nous en donnerons des exemples.
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II conviendrait alors pour avoir une securite rationnelle, de diminuer le coefficient

2,5 pour le reduire ä 1,9 environ.
Cette enorme Variation du coefficient de securite de 1,9 ä 8, ä laquelle on

aboutit ainsi, mesure l'influence des imperfections.
Devant ce resultat, il n'y a qu'une conclusion possible: l'hypothese des

pieces idealement parfaites est beaucoup trop loin de la realite, pour permettre
un calcul rationnel des systemes.

Les avantages qu'on prete ordinairement ä cette methode, la rigueur
mathematique et la simplicite, deviennent du second ordre devant ses incon-
venients du point de vue de la securite.

Le but de la presente note est de proposer une nouvelle methode,
permettant la prise en compte rationnelle des imperfections dans tous les cas, et
qui eliminant toutes les incertitudes que nous venons de mettre en lumiere,
permet l'application d'un coefficient de securite unique dans tous les cas. Ce

coefficient est d'ailleurs egal ä celui qui est admis pour les autres modes de

sollicitation et on aboutit ainsi ä une conception coherente de la securite.
II en resulte, comme nous allons le montrer, ä la fois une garantie de la

securite et une economie appreciable pour la Construetion Metallique, sans
aueune complication de calculs.

II. Expose des principes de la methode

La methode repose sur les principes fondamentaux qui sont ä la base des

articles traitant du flambement dans les Regles francaises CM 56.

Elle constitue une generalisation de ces articles en etendant leur
application aux systemes hyperstatiques.

1. Nouvel aspect du probleme du flambement d'une barre prismatique bi-articulee

Nous supposons connus les principes fondamentaux qui sont ä la base de
la Solution donnee ä ce probleme dans les Regles CM 56.

Nous rappellerons seulement que la loi qui he la fleche / d'une barre
prismatique en acier d'elancement donne ä sa contrainte de compression or

s'exprime par: CGGk w'- ok-<j(l+c)Pk>
ak contrainte critique d'Euler,
Pk charge critique d'Euler,
Q aire de la section,
W module de flexion dans le plan de flambement,
c coefficient experimental caracterisant le degre d'imperfection.

On remarque que cr 0 entraine f 0, de sorte que cette loi ne prend en
compte ni excentricite eventuelle de la charge, ni fleche initiale. Pratiquement
en effet, les barres constituant une construetion sont toujours partiellement
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encastrees, et le flambement joue entre deux points d'inflexion qui sont des
rotules parfaites.

Par ailleurs, on suppose que les barres mises en oeuvre sont correctement
dressees, alors la petite fleche initiale qui peut subsister est negligeable devant
les imperfections de structure.

II faut considerer en effet que lorsqu'on dresse une barre, on ne fait que
transformer des imperfections geometriques en imperfections de structure, et

que lorsqu'on charge la barre, la fleche residuelle qui apparait ä la decharge
n'est que l'expression de la transformation inverse.

Le coefficient c a ete determine par des experiences et une etude statistique
sur les barres de fabrication industrielles, qui a permis de fixer sa valeur ä 0,3.

Partant de lä et de la relation (1), on peut calculer la contrainte limite
d'affaissement par la formule:

aF est la limite d'elasticite conventionnelle de l'acier considere.

On peut donc, au moyen de cette formule, tracer la courbe representant
la Variation de la contrainte limite d'affaissement en fonetion de l'elancement
°s 1 (A).

Le coefficient c 0,3 a ete choisi de teile maniere que la probabilite de
constater un point d'essai en-dessous de cette courbe est sensiblement la meme
que de constater dans une barre une limite elastique inferieure ä la limite
elastique conventionnelle.

Cette conception permet l'application d'un coefficient de securite unique,
egal ä celui des autres modes de sollicitation, soit 1,5 sans vent, et 1,33 avec
vent.

Ceci etant pose, on peut considerer le probleme sous un autre angle. On
peut exprimer la contrainte limite d'affaissement sous la forme:

^=-^2-- (3)

La contrainte limite d'affaissement peut donc etre consideree comme la
contrainte critique d'Euler, d'une barre identique ä la barre reelle, mais
idealement parfaite et presentant un module fictif Es qu'on peut calculer en
partant de (3) puisqu'on connait as en fonetion de A par (2). On peut ainsi
tracer la courbe A B representant E8 f (as) sur la fig. 4.

Remarquons qu'il resulte de (3) que pour un elancement donne A, la
Variation de Es en fonetion de as est lineaire. Cette Variation peut se representer

par une droite teile que OC qui correspond ä l'elancement A. Son point
d'intersection C avec la courbe A B, donne les valeurs de Es et as correspondant

ä l'elancement A.

On peut tracer une infinite de droites telles que OC, chaeune d'elles cor-
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respondant ä un elancement compris entre O et l'infini. L'elancement 0
correspond ä Taxe des abscisses, l'elancement infini ä Taxe des ordonnees.

On peut donc, au moyen du diagramme de la fig. 4 obtenir immediatement
les valeurs de as et Es correspondant ä un elancement donne.

1,5

Fig. 4.

Ce qu'il convient de retenir, c'est qu'on a ainsi etendu la formule d'Euler
aux barres reelles avec leurs imperfections, par le moyen d'un module fictif
experimental. Ceci permet de ramener le calcul des barres reelles ä celui des barres
idealement parfaites tout en tenant compte des imperfections.

2. Application aux systemes hyperstatiques

Nous allons montrer qu'on peut aussi calculer un Systeme hyperstatique
avec prise en compte des imperfections, en le considerant comme idealement
parfait, sous reserve de substituer le module fictif Es au module reel.

Considerons (fig. 5) une poutre sur 4 appuis rigides, symetrique, dont la
travee centrale seule est comprimee.

La methode directe, c'est-ä-dire l'application des principes fondamentaux
des Regles CM 46, permet de determiner la contrainte maximum sous une
charge quelconque P.

L'experience montre que la poutre reelle flechit meme sous une faible
charge, et que deux points d'inflexion C et D prennent naissance dans la
travee AB. La portion de poutre CD comprise entre points d'inflexion, est

une barre bi-articulee sur rotules parfaites, de longueur lf, sa deformee est

une demi-onde de sinusoide. Les trongons CA et DB sont des tron9ons d'une
<1 L €

A C O B

Fig. 5.
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demi-onde identique. Si / est la fleche de la barre CD, on peut exprimer les

rotations sur appuis dans la travee centrale par:

a TT l — lf^ 77/COS77^r-

On peut aussi exprimer la rotation sur les memes appuis des travees
laterales par:

En ecrivant que ces deux rotations sont egales, on aboutit ä l'equation:

l-lf 3 If IX Eq Gkf (a\
tg7T~2i; -TJT1T~¥^~' (4)

Dans laquelle:

E0= Efl,3,
akf contrainte critique d'Euler correspondant ä la longueur lf,
g contrainte de compression dans la travee centrale PjQ.

Cette equation donne la longueur de flambement lf correspondant ä la
charge P. On connait alors la contrainte et la deformation en tous points
de la poutre.

Pour appliquer la methode des modules fictifs, on suppose que la travee
centrale est soumise ä sa charge limite d'affaissement Ps. On connait alors

par la courbe de la fig. 4, le module Es dans la travee centrale, et le module

Efl,3 dans les travees laterales qui correspond äa ö. On considere la poutre
comme idealement parfaite, et on aboutit ä l'equation:

tg7r-2z7-^TTX' (5)

equation qui donne la longueur de flambement correspondant ä la charge
limite d'affaissement Ps consideree comme charge critique.

II est facile de voir que les deux equations (4) et (5) donnent la meme
contrainte limite d'affaissement.

Si en effet dans l'equation (4) on se place dans le cas oü g est la contrainte
limite d'affaissement, on peut poser:

7T2ES

"TT
4t • 11 ^Eet puisque par ailleurs Gkf -^-.
°kf E^ £, ^ Eq Gkf^ Eq
g Es E g Es

Remarque: Dans le cas d'une poutre idealement parfaite, l'equations
determinant lf s'ecrirait:



JEAN DUTHEIL

tg77 l-lt 3 h I, E
2lf 77 h I E'

70

(6)

E' etant le module reduit. On voit que cette equation n'est pas plus facile
ä resoudre que (4) et (5), sauf cependant dans la zone elastique oü E' E.
Mais les equations (4) et (5) aboutissent ä une Solution plus economique
puisque ß^ > 1

x. '

ce qui conduit ä une longueur de flambement inferieure ä celle qui resulte de (6).
Par ailleurs, l'equation (6) resout plus completement le probleme car eile

donne la contrainte et la deformation sous une charge axiale quelconque.
Cette concordance entre la methode directe et la methode des modules

fictifs que nous avons mis en evidence dans cet exemple simple, est valable

pour tous les systemes hyperstatiques.
On peut d'ailleurs simplifier les calculs au moyen de formules approchees

(voir Annexe).
La longueur de flambement de la poutre representee fig. 5, s'obtiendrait

tres facilement par:
7 - j1 + 1>66«
''~'2 + l,66a

k I *. (7)

Avec une teile formule, la methode des modules fictifs devient extreme-
ment simple.

Si les travees laterales etaient elles-memes comprimees sous des charges
identiques, la contrainte de compression etant g± il suffirait pour appliquer la
formule (7) de prendre:

7 t w 1-0,3714^-^ 1 £js okl
l IX EqA1 A1 l_^L '

77T OKI

Gkl contrainte critique d'Euler des travees laterales supposees bi-articulees,
Esl module fictif correspondant ä gx sur la courbe de la fig. 4.

Des investigations systematiques nous ont cependant permis de constater
que l'application du module fictif aux barres d'un Systeme qui ne flambent
pas mais qui au contraire soutiennent la barre la plus sollicitee, donne pour
la charge limite d'affaissement de cette derniere des resultats legerement
differents de ceux provenant de la methode directe. L'erreur commise varie
de 0 ä + 5%, ce qui est admissible pour des problemes de ce genre. D'ailleurs,
il suffit de reduire la contrainte limite d'affaissement de 2,5% pour obtenir
une approximation de ± 2,5%.
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La methode des modules fictifs a l'avantage de permettre l'emploi des

equations classiques avec lesquelles les projeteurs sont familiarises. Dans de
nombreux cas, eile est plus simple que la methode directe, surtout avec les
formules simplifiees.

Par contre, pour les problemes de flambement compose (pieces simultane-
ment flechies et comprimees), eile n'offre aucun avantage sur la methode
directe.

3. Generalisation de la methode des modules fictifs

II convient de remarquer que la methode des modules fictifs permet, au
meme titre que la methode directe, de calculer la contrainte et la deformation
dans un Systeme hyperstatique sous une charge quelconque. La courbe AB
de la fig. 4 correspond en effet ä une contrainte maximum au bord de la section
mediane egale ä la limite conventionnelle d'elasticite gf.

Mais on peut tracer une courbe analogue correspondant ä une contrainte
maximum Gm, et qui representera la Variation E's J(g) correspondant ä la
contrainte maximum Gm (fig. 6).

Si l'on se sert de cette courbe iflau heu de la courbe AB, pour l'application

de la methode des modules fictifs, on obtiendra la charge qui produit
dans la poutre la contrainte maximum Gm.

On pourra tracer autant de courbes analogues h, AD que Ton voudra,
chacune d'elles correspondant ä une contrainte maximum determinee, et les

droites issues de 0 representant les elancements, on obtient ainsi un abaque
ayant l'allure de la fig. 7 qui permet de resoudre par la methode des modules
fictifs, tous les problemes pouvant etre resolus par la methode directe.

Ce diagramme est fondamental car il concentre tous les renseignements
necessaires ä tous les problemes de flambement et permet la resolution d'un
grand nombre de ces problemes sans aucun calcul.

On pourra d'ailleurs combiner ce diagramme avec celui des formules simplifiees,

et on pourra ainsi donner ä certains problemes complexes, des Solutions
simples.

*"ji

£
1,5

A

^ i

l

i

\i AVa
\b

0 °i °SCm °F a

1+C

*3

A-0

0ms Cm2 Gm^r &

Fig. 6. Fig. 7.
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III. Application aux barres bi-artieulees

i. Barres composees de membrures assemblees par treillis ou barrettes

Nous passons sous silence la facilite avec laquelle le diagramme (7) permet
de resoudre ä simple lecture, tous les problemes relatifs aux barres pris-
matiques.

Cependant, son emploi est particulierement interessant dans le cas du
calcul des barres ä treillis ou barrettes, probleme qui dans l'hypothese de

pieces idealement parfaites, ne peut etre resolu correctement.
Connaissant l'elancement \ du troncon de membrure, le point de rencontre

D de la droite representant Xt avec la courbe AB (relative ä la contrainte
maximum gf), donne sur sa verticale le point C qui correspond ä la contrainte
limite d'affaissement gs(, du troncon de membrure (fig. 8). On assimile alors
la poutre ä treillis ä une poutre prismatique dont la limite conventionnelle
d'elasticite serait GQi

1,5

Oo ff,s ~s aSä °F

Fig. 8.

La courbe de base est donc A C. Le point de rencontre F de cette courbe
avec la droite OF representant l'elancement d'ensemble de la poutre ä treillis,
determine en G la contrainte limite d'affaissement de la poutre ä treillis.

Nous avons ainsi neglige la deformation complementaire d'effort tranchant,
ce qui d'ailleurs est admissible dans la plupart des barres ä treillis.

Cependant, dans les poutres ä barrettes, il est presque toujours necessaire
de prendre en compte cette deformation complementaire. On calcule alors
classiquement l'äme equivalente, qui conduit ä un elancement fictif A'>A.

Le point de rencontre H de la courbe AC avec la droite OH representant
l'elancement A', determine alors en J, la contrainte limite d'affaissement gs'
de la poutre, compte tenu de l'effort tranchant.

2. Barres prismatiques soumises ä une compression excentree

II s'agit de problemes de flambement compose, car le flechissement se

produit sous une charge quelconque, meme dans l'hypothese d'une piece
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idealement parfaite. Dans cette hypothese, on peut evidemment calculer la
charge qui produit la contrainte maximum gf dans la poutre. Cependant, la
difficulte commence quand il s'agit d'appliquer un coefficient de securite.
Suivant la grandeur de 1'excentricite, la sollicitation va du flambement simple
ä la flexion simple, le coefficient de securite devrait donc etre variable de 2,5
ä 1,5. Mais suivant quelle loi? II est evident que sur ces bases ce probleme ne
peut etre resolu correctement.

La prise en compte des imperfections par la methode directe lui apporte
une Solution rationnelle sans que la difficulte soit augmentee.

1. Les excentricites sont de meme signe:

Soit une barre A B de longueur l, soumise ä une charge excentree, les
excentricites en A et B etant respectivement eA et €B. On sait que si l'on
rapporte la deformee ä deux axes de coordonnees tels que l'axe des abscisses

y a

,^L> £*

Fig. 9.

coi'ncide avec la ligne d'action de la charge, l'equation de la deformee est
celle d'une demi-onde de sinusoide de longueur lf, soit:

y fsinj-x
La fleche s'exprime par:

/ c<
W

h

&kf

-p*/°Ä/-°r(1+<0"
On doit avoir: pour x A y eA

x B y €B

ce qui conduit toutes reductions faites aux deux equations:

CG

crkf~cr(l+c)
CG

(Jkf~Cr(l+C)

SUl7r m
h

¦ hsin 7T t=- m

¦a>

(8)

l, B>

qui avec:

permettent de determiner 1^ pour une valeur quelconque g de la contrainte de
compression.
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mA et mB sont les coefficients d'excentricite,

mA
*a*

P2

mA
GfA

G

m
*BV

~,~ VfBou encore: mA mB GfA et GfB

etant les contraintes de flexion en A et B.
Connaissant lf on connait la deformation et la contrainte en tous points

de la demi-onde de sinusoide, et en partieulier sur la partie de longueur l qui
correspond ä la barre A B.

Cas partieulier oü les deux excentricites sont egales: Les deux equations (8)
se reduisent ä une seule,

CG lf — l
sin tt 1 m. (9)

Gkf-G(l+C) 2lf

Dans ce cas partieulier, la contrainte maximum crm se produit toujours au
milieu de la barre, et on peut la calculer directement par une formule approchee:

dans laquelle:

o-m o(Jc + mx) (10)

<r(l + c)
1 + 0,274

^-(l+c)' ^"V X~ l *(!+$k= /X~1 ¦¦ ~ °k

1--
pour l'acier on prend c 0,3.

Cette formule simplifiee donne des resultats en tres bonne concordance
avec l'equation (9).

Cas partieulier ou Vune des excentricites est nulle: Les equations se reduisent
encore ä une seule:

CG l — lf
siii7r- 7 m. (11)

^/-°'(1+c) h

2. Les deux excentricites sont de signes contraires:

On aboutit de la meme facon aux deux equations

CG lA
siii7r-f mA,Gkf-G(l+C) L A

kt v f
(12)

CG lB
sm7r~ mB,^kf-(7(l+c) h

qui avec: lA + lB l

permettent de determiner les trois inconnues lA,lB,lf.
On connait alors la deformation et la contrainte en chaque point de la

barre.
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Applications numeriques: On a considere 3 barres d'elancement 80, dont
les Schemas sont donnes ci-dessous, et on a calcule la contrainte limite d'affaissement

gs par les formules qui precedent, et la contrainte de ruine Gr dans l'hypothese

de barres idealement parfaites. Etant donne que les excentricites sont
tres petites, on a calcule dans ce dernier cas la contrainte admissible avec le
coefficient de securite 2,5.

<fc

¦f M ig iß
<s tf

Fig. 10.

A'dO m*Q5
m=Ql5

crs 12,95, CTS 14,35, as= 13,96,

<7r= 15,52, ar 17,85, crr 16,

12>95
8 fi*8,65,

1,5
14'35 - 9 55

13,96
1,5

W-v- 17'85 - 7 15
2,5 ~7'15'

16

2,5
'

9,3,

6,4.

Les contraintes admissibles obtenues en prenant en compte les imperfections,

sont superieures ä celles qui correspondent aux barres idealement
parfaites, respectivement de 39%, 34%, et 45%.

3. Barres ä inertie variable

Considerons le cas le plus simple et le plus courant d'une poutre
symetrique ä un etage d'inertie (fig. 11), soumise ä une charge axiale P.

La methode directe permet la determination de la deformation et de la
contrainte en tous points de la poutre, pour une valeur quelconque de P.

Fig. 11.

*t
W2 £212 Q-2 OzHfttOfOi WfEfZf^Of

z£^=

~^
Fig. 12.
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Les troncons extremes etant soumis ä une charge axiale ont une deformee
sinusoidale, suivant une demi-onde de longueur lf. Des qu'on connait lf, le

probleme est resolu, car on connait alors le moment au changement de section
et le troncon central est flechi et comprime, probleme connu.

Pour determiner lf, on ecrit que les rotations des deux tron9ons au changement

de section sont egales.

Troncons extremes

Troncon central

a * W1 lx
#1 T-CCTlXo/^-COS7rT-'

lf rkf lf

_
P

_ <*kf

^-ß/ ** C7kf-G(l+C)

- Ml2(l+C) 77 W2

rr - P „ - Gk2
a2 ~ TT' Xo2 —

Q2' ^ afc2-a2(l+c)'

l_0,178^i±^
0"ft2

X2 ^
^ (72(1+C)

Ok2

M moment au changement de section.

Si fx est la fleche au changement de section: M Pf1

W l
rkf lf

Toutes reductions faites et en ecrivant que &1 &2 on aboutit ä l'equation:

h h
77lf

_ "if h °2 Xü2 h W2 ^
TT2 (1+C) h C72

tg.f1 " sin^ h °l Xof hW^ 2 l2 Gk2*>- (13)
6 lf lf

X02, Xo/> X2 ayant les valeurs donnees ci-dessus.
Cette equation permet de determiner lf pour une valeur quelconque de la

charge P, et le probleme est alors completement resolu.
II y a pratiquement deux sections qui demandent une verification. On peut

faire cette verification au moyen d'inegalites analogues ä celles posees dans les

Regles CM 56 pour une barre ä section constante. On aboutit ä:

a) Verification au changement de section:

G1 + G1(k1-l)^in7T-^-^ R. (14)
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R contrainte admissible

k - ^1~1
iL - °kf

/Xx-1,3 r vgx

v coefficient de securite: 1,5 sans vent, 1,33 avec vent.

b) Verification de la section mediane:

W l
°'2^2 + X2Tirorl(*l-1)sin77'71^ R>

W2 if

_ /^2-"1 _ Gk2 _ /x2 +0,356
2 — iq' ^2 — > X2 — - - '

(15)

l o » r^2 ' Ä.2 — i o^2 —1,3 VG2 jLt2-l,3
Methode des modules fictifs: Elle permet de determiner la charge limite

d'affaissement, soit par les formules classiques relatives aux pieces idealement
parfaites, soit par la formule simplifiee. Cette derniere donne la valeur de lf par:

lf 2l1Vl+0,8oc (16)

3 L Eql Ix ' oi.»

2l1Es2I2' K
l___^3_

afc2

2£sl et Es2 sont les modules fictifs pris sur la courbe de la fig. 7.

On se donne une valeur de gs, on connait Esl, Es2, x, ce qui permet de
calculer a et lf. La valeur essayee gs est valable quand eile represente la
contrainte limite d'affaissement qui correspond ä lf, pour une barre bi-articulee.
La valeur de gs ainsi trouvee, doit etre reduite de 2,5%. Elle dispense de la
verification des sections.

Application numerique: acier 37

l 650 cm Ix 2140 cm4

l±= 130 cm ßx 8270 mm2

l2 390 cm px 5,08 cm
W±= 214 cm3

On demande la charge limite admissible Pa (sans vent).
Methode directe: Avec ^=16,2, d'oü a2 8,95, l'equation (13) s'ecrit

h h

h 5366 cm4

ß2 14990 mm2

?2 6 cm
w2 447 cm3

tg*r£ SÜlTT^ lfXof
h h

La Solution est lf 426 cm correspondant ä Ay 84.
La verification par les formules (14) et (15) donne les contraintes maxima

suivantes:
Changement de section 24,01 kg/mm2
Section mediane 14,9 kg/mm2
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donc Ps 16,2x8270 134 000 kg,

Pa ^ 89500 kg.
1,5

Methode des modules fictifs: L'application des formules simplifiees (16)
donne gs= 16,7 soit avec reduetion de 2,5% : 16,25.

Ps 16,25 X 8270 134 100 kg,

P„=AÜ^8950Qkg
valeur egale ä la precedente.

La methode des modules fictifs est ici nettement plus simple que la methode
directe. Cependant, la methode directe permet de determiner les proportions
de la barre, pour une meilleure utilisation du metal.

Piece idealement parfaite: Par la methode classique avec le module reduit,
on trouve:

Pcr= 185 000 kg

fa=jsaooo_74000kg

La valeur obtenue ci-dessus lui est superieure de 21%.

IV. Application aux systemes hyperstatiques dont les noeuds sont fixes

1. Poutres continues sur appuis rigides

II s'agit de determiner la contrainte limite admissible dans la travee la
plus sollicitee. Dans le cas le plus general, cette travee est une poutre ä
encastrements elastiques dissymetriques.

La methode directe permet la resolution complete du probleme, mais avec
un volume de calcul assez important. La methode des modules fictifs permet
d'arriver au resultat plus simplement.

On peut operer alors de deux fa^ons, soit par les equations classiques, soit

par la formule simplifiee. Cette derniere est de beaucoup la plus rapide.
Soit ABlsb barre la plus sollicitee de la poutre continue. A gauche du point

A, la barre A B est liee ä une poutre continue d'un certain nombres de travees
dont certaines peuvent etre comprimees. Nous designons cette poutre par le
Systeme (I) (fig. 13).

Fig. 13. Fig. 14.

C EI /1 £1 ß £1 D
A 1i

L ß* t
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De meme, ä droite de B, la poutre A B est liee ä un Systeme (II).
Du point de vue de l'encastrement elastique en i, on peut assimiler le

Systeme (I) ä un prolongement de la poutre AB sur une longueur ocl (fig. 14).
De meme, le Systeme (II) s'assimile ä un prolongement de la poutre AB sur
une longueur ß l.

Si ^ est la souplesse en A du Systeme (I) et #2 la souplesse en B du
Systeme (II), on calcule oc et ß par:

ocl ßl
#i> m^y #2.SEI 2' 3EI

Les formules simplifiees (voir annexe I), permettent alors d'obtenir tres
simplement la longueur de flambement.

Dans le cas de dissymetrie, la simplification est considerable car par la
methode classique, on arrive ä deux equations simultanees, tres penibles ä

resoudre.

Exemples d'application:
1. Poutre fig. 1 (introduction). Cette poutre constitue un cas partieulier

qu'on resout facilement comme nous l'avons indique. II s'agit ici simplement
de montrer que la methode des modules fictifs aboutit bien au meme resultat.

La longueur de flambement est donnee par:
1 + 1,66a

''=f2 + l,66a-
La souplesse en B et G des poutres laterales est:

*~ l
3ES1I Xi>

1-0,371-^ 1.1
avec Xl ok ak E

°k
Pour calculer oc on pose:

ocl l
3ESI 2EslIXl

dou: oc —-Xl.

Les trois travees etant soumises ä la meme contrainte 8,97, leur module
fictif pris sur la courbe (Annexe II) est le meme, soit Es= 14 200. La contrainte
critique d'Euler pour l'elancement 125 est Gk= 13,27, d'oü

donc —f 1 et vx oo d'oü il resulte oc oo
°k

et lf l. Ce qui correspond bien au resultat donne dans l'introduction.
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2. Quatre poutres continues ä moment d'inertie constant, mais ä section variable:
Les quatres poutres etudiees en acier 37 sont conformes ä la fig. 15.

P

Fig. 15.

Le moment d'inertie constant est le meme pour les 4 poutres: 1 30 cm4.

La section de la travee centrale est la meme pour les 4 poutres Q= 1400 mm2.
Seule la section Q1 des travees laterales est variable d'une poutre ä l'autre:

Poutre I Qx= 1700 mm2 Poutre III Q1 1000 mm2

Poutre II ßx 1400 mm2 Poutre IV Qx 700 mm2

La poutre est soumise ä une charge axiale P ä ses deux extremites. On
demande la charge limite admissible pour chaque poutre (sans Intervention
du vent).

Methode des modules fictifs: Nous donnerons, ä titre d'exemple, le calcul
relatif ä la poutre I.

i ß
Essayons g 15,4, gx 15,4 X — 12,7.

A ces deux contraintes, correspondent les modules

Es 11 500, Esl 12 800 (voir Annexe II).

L'elancement de la travee laterale etant 76,7

°ki 35,4,

i a 371 '

21,6

h =Z^ArS5 0'73' h= 170X0,73 =124 cm,

124

A cette valeur de l'elancement correspond bien une contrainte limite
d'affaissement as 15,4.

La charge limite d'affaissement est donc:

Ps 15,4 x 1400 21 600 kg



SYSTEMES HYPERSTATIQUES EN ACIER SOLLICITES AU FLAMBEMENT 81

et la charge limite admissible est:

21,6^X0,975
1,5

14,05t.

Nous donnons ci-apres les resultats pour les 4 poutres:

Poutre I: Ps 21,6 t, Pa
21>6x0>975

14,051.
1,5

Poutre II: Ps 20,851, Pa= 20>S5^0>915 i3;55t.

Poutre III: Ps 18,6 t, Pa I8'6x^975 i2,10t.
1,5

1 k i K v 0 Q71!
Poutre IV: Ps 15,15t, Pa ' A, ' 9,85t.

1,5

Pieces idealement parfaites: Nous avons fait le calcul de ces memes poutres
par la methode classique, avec une loi de Variation du module reduit,

E' EH, -1 0,5 + - °'5^-^)

Quant au coefficient de securite, si on en applique la loi

v 1,5 + (2,5- 1,5)(^
on aboutit aux resultats suivants:

Poutre I: Pk 31,64t, Pa |^ 15,3 t.

OA O

Poutre II: Pk 30,8 t, Pa —^ 14,75 t.

2^ 4
Poutre III: Pk 23,4 t, pa _L_ 9,36t.

2,5

Poutre IV: Pk 16,66t, Pa ^j| 9,9 t.

La fig. 16 donne la Variation de la charge admissible en fonetion du rapport
des sections QjQ1. Le trait plein correspond ä la methode du module fictif, on
remarque la decroissance reguliere ä mesure que la section des travees laterales
decroit. Le trait pointille est relatif ä la methode classique, on constate une
Variation desordonnee, et l'anomalie suivante: la charge admissible de la
poutre IV est superieure ä celle de la poutre III, alors que sa section dans les
travees laterales est moindre. C'est un exemple de l'incoherence de la securite
ä laquelle conduit l'hypothese des pieces idealement parfaites.
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tonnes
\

^ \
i i

I i M m
0 Q625 1 <t M 2

£1

Fig. 16.

2. Systemes triangules

Les systemes triangules ä noeuds rigides (poutres ä treillis, fermes, etc.

peuvent se classer dans les systemes ä nceuds fixes. Si en effet leurs noeuds

subissent un certain deplacement dans la deformation, il n'en resulte cependant

que des effets secondaires. La methode des modules fictifs, avec les

formules simplifiees, s'appliquera alors tres simplement pour determiner la
contrainte limite d'affaissement de la barre la plus sollicitee, compte tenu de

ses encastrements elastiques. Pour les barres tendues liees ä la barre etudiee,
il sera suffisamment exact de porter comme module fictif:

E HA)'
g etant la contrainte de traction dans la barre,
Gk la contrainte critique d'Euler de la barre supposee bi-articulee.

V. Application aux systemes dont les nceuds subissent un deplacement

1. Bequille

Methode directe: Proposons-nous de determiner la longueur de flambement hg

sous une charge quelconque P appliquee ä la bequille de la fig. 17.

Rapportee aux coordonnees Ox et Oy l'equation de la deformee est:

y / sin 77 v
hf etant la longueur de flambement representee fig. 18.
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L'angle de rotation & en B est donne par:

77 h
# -^—/COS77T-.

hf hf

Par ailleurs, si M est la valeur du moment en B, la relation <p en B de la
traverse est:

Mb(l+c)
9 3EI±

j- X/ £
77777777/

P

TTtmTTT,

A

Fig. 17.

Fig. 18.

iL
I io t niiyiii

,«—,'

On doit avoir & <p, en ecrivant cette egalite et toutes reductions faites,
on aboutit ä l'equation:

h

hf tt2 bh I o-(l+c)
t Ä 3A2//X ^ (17)

hf

g contrainte de compression dans le poteau g PjQ,
Gkf contrainte critique d'Euler correspondant ä hf.

L'equation (17) permet de calculer hf pour une valeur quelconque de P.
Une fois hf connu, on connait la deformation et la contrainte en tous points
de la demi-onde de sinusoide de longueur hf et en partieulier sur la hauteur du
poteau.

Methode des modules fictifs avec formule simplifiee. On determine oc par
-.,, ah b
1 equation ^^ 3^^

a hl.Eo'
la longueur de flambement hf est alors donnee par:

hf 2hVl+0,8oc.

Cette equation donne directement la contrainte limite d'affaissement. On
essaie une valeur de gs on connait alors Es on peut calculer oc et hf. La valeur
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de gs essayee est valable quand eile est egale ä la contrainte limite d'affaissement

correspondant ä la longueur hf ainsi calculee.

2. Bequille dont la tete est liee ä un appui elastique

La constante du ressort qui s'oppose au deplacement lateral du point B est:

v

R etant l'effort correspondant au deplacement v.
La methode directe permet de determiner la longueur de flambement hf

correspondant ä une charge P quelconque.

1. Lorsque P>Ah on aboutit ä l'equation:

772 bh I g(1+c)hf Ah

wA 3 hj I, Gkf P-Ah* (18)

hf

La deformee est representee fig. 20. La longueur de flambement est
toujours >h.

-fa
v*B If

I

C

A

Fig. 19.

r
iß

m

Fig. 20.

*—>

Fig. 21

2. Lorsque P<Ah l'equation est:
h

'hf-

tg77
h — hf
~hT

772 bh I (t(1+c)
3 hf I± Gkf

+
Ah

Ah-P*

La deformee est representee fig. 21, on a ici toujours hf<h.

(19)

3. Cas limite: P Ah. Pour P A h le 2e membre de l'equation (19) devient
infini, alors la plus petite Solution est: hf h.

Le point d'inflexion 0 comcide avec B.
Dans le cas d'une piece idealement parfaite, il suffit de substituer
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E' CT (l+c)
& °kf

dans les equations (18) et (19).
Si on emploie la methode des modules fictifs, il suffit de substituer

E, k Cr(l+C)
^0 akf

dans les memes equations.
La methode des modules fictifs n'offre donc pas d'avantage marque sur la

methode directe, qui elle-meme n'est pas plus compliquee que la methode
classique.

3. Portique dont un seul poteau est charge

II s'agit de determiner la charge limite d'affaissement du portique fig. 22.

Quoique la methode directe puisse resoudre ce probleme, il est cependant
plus simple d'appliquer la methode des modules fictifs qui permet l'emploi
des equations classiques sous une forme commode, notamment avec l'emploi
de la fonetion:

=A/rJ L
V(u) 2u\2u tg2Uj

dont la valeur est donnee par les tables en fonetion de 2 u.
La contrainte limite d'affaissement Ps du portique represente sur les

figures 22 et 23 est alors determinee par l'equation:
Ah l^Es Ii 0 Es Ii b\

'0<*>+3

Ah / Es Ji Es Jj b_\

Jlb _ P'jci \ Eo I* ÖE0 I h)Ec

Eq I h Ps
P'kl

Ah
P'

(20)

avec
Ah
P'rk\

Jl JJh JL h.
^2 j^ ji ~b +

Ps

12 0

et Pk\ lE*Ii
h2

p
T/TrlTi

Fig. 22.

12

TTTTtTi

ttTuTi
Fig. 23. -v \ r»

On essaye une valeur de Ps, on connait alors Es module fictif du poteau
comprime, et on peut calculer ifj{u) par (20). On calcul ensuite 2u 7ri¥JPk~1



86 JEAN DUTHEIL

et on trouve sur la table la valeur xfj[a) qui lui correspond. Pour que la valeur
de Ps essayee soit bonne, il faut que ip(u) ifj[u).

En supposant I I1 I2 et b h, l'equation (20) se simplifie et devient:

E 1,52 + 2,5-^-f
Eo 4^--0,608^

Exemple numerique:

j ji J2 2U0 cm4.

Q 8270 mm2, TT 214, p 5,08 cm, h b 650 cm.

Elancement du poteau vttö-= 128, akl 12,65.

Pkl 12,65x8270 105 000 kg.

OnessayePs 28 900kg, d'oü ^=15 500,^=16 200.

in k p
P^ 105 000 X -sf- 77 500 kg, -=f- 0,373.

^1 ^i
L'equation (21) donne ^(w)=l,39.

2^ 77^0,373 1,92 sur la table on trouve 0^=1,383 valeur suffisamment
voisine de ip(u).

La charge limite d'affaissement est donc:

Ps 28 900x0,975 28 200 kg.

Dans l'hypothese d'une piece idealement parfaite, on trouverait avec les

memes calculs:
Pcr 38 000 kg.

Dans le premier cas, la charge limite admissible

R.ttgg.lg.«»*.
Dans le second cas:

ft-^-lMOOifr
La precedente lui est superieure de: 24%.

4. Poutres continues dont certains appuis sont elastiques

Soit une poutre sur trois appuis (fig. 24) ä travees egales, dont les 2 appuis
extremes sont rigides et l'appui central elastique. II s'agit de determiner la
contrainte maximum correspondant ä la charge P.

La methode directe donne une Solution simple, l'equation donnant la
longueur de flambement
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l AI

l t> AV
tg77F P —
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(22)

AI
lf ~ 2

Pour P^~ equilibre suivant deux demi-ondes de sinusoide, moment nul
en B, lf l.

Pour P>~2~ equilibre suivant deux portions de demi-ondes tangentes en

B sur l'horizontale: l<lf<2l.
PourJ=0, lf 2l.
Exemple d'application: La poutre representee fig. 24 en acier 37 etant

soumise ä une charge axiale P= 155 000 kg, on demande quelle est la section
la plus sollicitee, et la contrainte maximum dans cette section.

ß= 11300 mm2, p 3,13 cm, J= 1160 cm4, TT =149 cm3,

l 250,4 cm elancement A 80,

AI
2

100 000x2,504 125 000 kg donc P>-7r.

La forme d'equilibre est donc celle representee sur la fig. 25. L'equation (22)
donne comme Solution

l
0,825 ce qui correspond ä un elancement

80

0,825
97.

Or, pour cet elancement, la charge P= 155 000 kg est la charge limite
d'affaissement, ce qui signifie que la contrainte maximum dans la poutre est
24 kg/mm2.

Et puisque
2 504

h J =3,04 metresf 0,825

la section dangereuse se trouve ä une distance des appuis rigides de:

3,04

+-
<£* 2,504 m

1,52 metres.

C-2504m

P-155000 Hq I C

TJ%T7, A "" 80
A= 1000 ty/cm

Pj 155000Mo

Fig. 24.

P 155000 kg A

--jO

1,52 m

€p= 3,04 m

C P^ 155000 Hq

/- 2,82 cm
Fig. 25.
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Dans l'hypothese d'une poutre idealement parfaite, on trouve P= 195 000

kg, qui correspond ä un elancement 112 (au lieu de 97).
Les charges limites sont donc respectivement, avec prise en compte des

imperfections:

P„ ü^2 ,03400 kg

sans imperfections:

„, 195 000 __.,P« ~T5- 78000kg

la precedente lui est superieure de: 32,5%.

VI. Conclusion

La notion d'encastrement, teile qu'on la concoit dans un Systeme suppose
idealement parfait, est profondement perturbee par les imperfections
inevitables des systemes reels.

Le flechissement progressif des barres constitutives sous une charge crois-
sante, entraine des rotations aux noeuds, dont il est bien connu que meme
apparemment tres faibles, elles ont cependant des consequences importantes
sur les moments d'encastrement.

Ce flechissement progressif est un fait experimental, et il est impossible
en le negligeant, d'aboutir ä une Solution correcte.

Considerons par exemple un profile HE 32 de 15,75 m de longueur, presentant

ainsi l'elancement 207,6 envisage dans l'un des exemples de l'Introduc-
tion. La contrainte critique d'Euler est de 4,83 kg/mm2.

Meme si l'on suppose cette barre idealement parfaite, il faut qu'elle flechisse
avant de se ruiner. On calcule facilement que sous la contrainte 4,83, cette
fleche doit etre de 0,153 m avant que la limite elastique apparaisse au bord
des ailes.

Les imperfections agissant dans le meme sens qu'une diminution de raideur,
la fleche de la piece reelle sera plus grande. Par les Regles CM 56, on calcule une
fleche limite de 0,222 m sous la contrainte limite d'affaissement 3,56 kg/mm2.

Mais cette fleche apparait progressivement ä mesure que la charge croit
en partant de 0. Admettre que sous une contrainte 3,56 qui est environ les 3/4

de la contrainte critique d'Euler, la barre reste rigoureusement reetiligne, est
donc une hypothese en complete contradiction avec l'experience.

II en resulte que si l'on veut s'en tenir dans la zone elastique, ä un coefficient

de securite unique, il faut que ce coefficient soit tres eleve, si l'on veut
etre certain de la securite dans tous les cas.
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On a fait des progres en Resistance des Materiaux du jour oü l'on a
considere la limite d'elasticite conventionnelle comme critere de ruine, aux heu
et place de la limite de rupture.

On avait encore cependant le choix entre deux methodes, soit considerer
la valeur la plus probable c'est-ä-dire sensiblement la valeur moyenne, soit
une valeur inferieure teile que la probabilite de rencontrer une valeur plus
faible soit petite. C'est cette seconde methode qu'on a choisie avec raison, car
on a elimine ainsi des incertitudes, ce qui a permis de reduire le coefficient de
securite.

C'est donc dans cette voie de la reduetion des incertitudes qu'il faut ainsi
s'engager dans la resolution des problemes d'instabilite qui, en Construetion
Metallique, revetent une importance toute particuliere.

C'est ce qui a ete fait dans les Regles CM56, ce qui a permis de solutionner
economiquement les problemes relatifs aux barres bi-articulees, prismatiques
ou ä treillis, et au flambement compose. Cependant, le probleme des systemes
hyperstatiques n'avait pas ete aborde en envisageant la prise en compte des

imperfections.
Or, nous l'avons montre, les principes fondamentaux qui sont ä la base

des Regles CM 46, concernant le flambement, s'adaptent particulierement bien
ä une extension aux systemes hyperstatiques. Avec l'emploi de formules simpli-
fiees, du genre de celles que nous proposons, les calculs deviennent plus simples
en moyenne, que par l'emploi de la methode classique.

II est donc possible d'etendre aux systemes hyperstatiques sans qu'il n'en
coüte rien, la conception coherente de la securite ä base probabiliste, dejä
appliquee avec succes aux systemes isostatiques, et dont les bases sont d'une
solidite incontestable.

On peut estimer qu'il en resulterait une economie de matiere pouvant se

chiffrer en moyenne aux environs de 15 ä 20% par rapport aux methodes
actuelles, avec cette difference considerable que la securite serait homogene
et garantie dans tous les cas.

Annexe I. Simplification des calculs

1. Barre sur deux appuis encastree elastiquement

Soit A B une barre idealement parfaite comprimee encastree elastiquement
en A sur un Systeme (I) et en B sur un Systeme (II).

La souplesse en A du Systeme (I) est par definition sa rotation &x sous l'effet
d'un moment unite.

La souplesse en B du Systeme (II) et la rotation #2 repondant ä la meme
definition.
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Prolongeons la barre AB de part et d'autre, de teile sorte que les poutres
AC et BD sur deux appuis simples aient respectivement la meme souplesse

que les systemes (I) et (II). On calculera a et ß par:

ocl

3~E~7 »i,

a. #x
3EI

_ßl_
3EI #, d'oü

ß »t
ZEI

l '

& EI ß*<&
d<C Bt
EI EIEI

fe

Fig. 26.

Dans la barre sur 4 appuis ainsi constituee, la travee A B est encastree

elastiquement au meme degre que lorsqu'elle etait liee aux systemes (I) et (II).
La longueur de flambement lf de la barre A B, qui correspond ä sa charge

critique, et qui une fois connue permet precisement le calcul de cette charge
critique, peut s'obtenir par des formules simples, ä 3% pres.

Pour fixer les idees, supposons a < ß

(23)

1. Si a>l:
_

l /l + l,66a 1 + I,66j8\
/ " 2 \2 + 1,66 a

+ 2 + 1,66 j8/
"

2. Si 0 ^ a ^ 1:

Deux cas peuvent se presenter:

a) j8^ 3,5 +16,5 a2

alors la longueur de flambement donnee par (23) reste valable.

b) ß> 3,5+ 16,5a2.

On calcule lf par la formule (29) et rectifie cette valeur par la formule:

l'f Z/-0,16 HY'-l>
Cas particuliers oii oc ß

L l
1 + 1,66a
2+1,66«'

(24)

(25)
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2. Mat encastre elastiquement

91

L'extremite B du mat AB est libre, son pied est encastre elastiquement
sur un Systeme (I) dont la souplesse en A est #. On substitue au Systeme (I)

EI

fß

EI

&

Fig. 27.

une barre sur deux appuis de meme raideur EI que celle du mat, et dont la
souplesse en A est la meme que celle du Systeme (I).

och
#, &

SEI
SEI ' h

La hauteur de flambement hf est donnee ä 2% pres par:

hf 2hVl + 0,8a.

3. Application des formules simplifiees

(26)

Dans le calcul des souplesses des systemes (I) et (II), il faut evidemment
tenir compte des barres qui ä l'interieur de ces systemes peuvent etre comprimees

(eventuellement tendues).
Dans l'hypothese de systemes idealement parfaits dont toutes les barres

sont en zone elastique, les calculs de oc et ß se fönt avec le module E. En zone
plastique, il faut faire intervenir un module reduit W, pour toutes les barres
comprimees au-delä de la limite de proportionnalite, y compris la barre A B.

Dans l'hypothese des systemes reels avec leurs imperfections, il faut pour
toutes les barres comprimees, des systemes (I) et (II), et pour la barre A B
faire intervenir le module fictif Es, qui a pour limite

F - E

quand la compression est nulle.
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Resume

Jusqu'ä present, la determination des systemes hyperstatiques dont
certains elements sont soumis au flambement, se faisait classiquement dans l'hypothese

de barres idealement parfaites.
L'auteur montre qu'une teile pratique peut etre dans certains cas tres

dangereuse, car les perturbations qui proviennent des imperfections inevitables,
ont une influence importante sur la position des points d'inflexion, et par
suite, sur la longueur de flambement, laquelle intervient ä la puissance deux.
II en resulte que pour que la securite soit assuree dans tous les cas, l'emploi de la
methode classique necessiterait l'application d'un coefficient de securite de
l'ordre de 8, ce qui serait prohibitif.

La conclusion, c'est qu'il est absolument necessaire d'abandonner les
methodes classiques en prenant en compte systematiquement les imperfections.

L'auteur propose une methode qui reposant sur des bases solides, permet
sans complications d'assurer la securite dans tous les cas tout en aboutissant
ä une economie moyenne de matiere appreciable.

Zusammenfassung

Die Behandlung der statisch unbestimmten Systeme, deren Stäbe z.T. auf
Knicken beansprucht sind, wurde bisher auf Grund der klassischen Annahme
ideal fehlerloser Stäbe durchgeführt.

Der Verfasser zeigt, daß ein solches Verfahren in bestimmten Fällen sehr
gefährlich sein kann, weil die Abweichungen infolge unvermeidlicher Mängel
die Lage der Wendepunkte und somit die in der zweiten Potenz wirkende
Knicklänge stark beeinflussen. Es folgt daraus, daß bei Anwendung des
klassischen Verfahrens ein unannehmbarer Sicherheitsfaktor von etwa 8 notwendig

wäre, um die Sicherheit in allen Fällen zu gewährleisten.
Der Verfasser schließt daraus, daß die klassischen Verfahren zugunsten

einer systematischen Berücksichtigung der Mängel aufzugeben sind und
schlägt ein wohlbegründetes Verfahren vor, welches die Sicherheit in allen
Fällen gewährleistet und dabei zu einer merklichen mittleren Werkstoffersparnis

führt.

Summary

The design of statically indeterminate Systems, some members of which
are compressed, has hitherto been carried out by assuming that these members
are ideally perfect.

The author shows that such a practice may be very dangerous in some
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cases, because the disturbances due to unavoidable imperfections have a
considerable influence on the position of the points of contraflexure and
consequently on the effective length, which intervenes as the 2nd power. It follows
that safety cannot be ensured in all cases by using the conventional method,
unless an excessively high safety factor, of the order of 8 could be accepted.

Hence it is absolutely necessary to abandon the conventional methods by
taking the imperfections systematically into account. The author suggests a
method established on reliable bases which enables safety to be ensured in all
cases, without any complications, while at the same time it allows on an

average, a considerable saving of metal to be made.
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