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Theorie generale des plaques elasto-plastiques

Allgemeine Theorie der elasto-plastischen Platten

General Theory of Elasto-Plastic Plates

CH. MASSONNET
Professeur ä l'Universite de Liege

1. Introduction

En 1950, le president du C. E. B., professeur F. Levi a presente une methode
permettant d'evaluer les effets des deformations non elastiques (deformations
plastiques proprement dites ou fissures). Cette methode consiste a assimiler
l'effet des deformations non elastiques ä celui de distorsions de Somigliana. Une
application systematique de ceprocede a ete faite par Callari [2], qui a com-
pare, pour une dalle carree simplement appuyee soumise ä quatre charges
concentrees, les resultats theoriques aux resultats experimentaux et obtenu un
accord confirmant la validite de la methode.

La methode developpee dans le present memoire s'inspire directement des
travaux de Levi. Elle a cependant un objectif plus general, qui est de repre-
senter le comportement elasto-plastique des plaques formees de n'importe quel
materiau, et en particulier des plaques metalliques.

Cet objectif nous a conduit ä abandonner l'hypothese fundamentale du
professeur Levi et ä considerer, au lieu des distorsions a caractere vectoriel de
Somigliana les distorsions de type tensoriel qui s'introduisent naturellement
par l'intermediaire des equations de Prandtl-Reuss de la theorie differentielle

de la plasticite [3].
Par ailleurs, vu 1'extreme complexite des calculs ä mettre en oeuvre, il nous

a semble indispensable de programmer la methode pour une calculatrice elec-
tronique. Ce travail a ete effectue par mon collaborateur A. Cornelis et est
expose dans une note qui fait suite ä la presente theorie. Sa mise au point
nous a demande un temps tres considerable. Le memoire de Monsieur Cornelis
se termine par un bref expose des resultats numeriques dejä obtenus.

Actuellement, le programme est construit pour traiter des dalles rectan-
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gulaires en beton arme ä armature isotrope et de section constante, librement
appuyees sur tout leur contour. II sera aise de generaliser ce programme pour
des dalles de forme quelconque, ä mode d'appui quelconque sur leur bord, et
munies d'une armature orthotrope ä sections variables d'un point ä 1'autre.

Nous preparons en ce moment des essais sur dalles rectangulaires afin de

contröler les resultats de la theorie et de mettre au point son interpretation
en termes de largeur et entredistance des fissures, ä l'aide des formules de

fissuration retenues par le Comite Europeen du Beton.
Le defaut principal de la theorie exposee dans les lignes qui suivent est

d'etre une extension elasto-plastique de la theorie lineaire de Lagrange-
Kirchhoff et d'ignorer par consequent les effets d'arc ou de membrane qui
peuvent se developper dans son feuillet moyen. C'est pourquoi nous travaillons
actuellement ä developper une theorie generale des plaques-mem&nmes en
regime elasto-plastique, qui constituera en quelque sorte une generalisation
au regime elasto-plastique de la theorie elastique des plaques membranes
etablie par von Karman et Marguerre.

2. Notations

(') derivee par rapport au temps

D tttt; ^r rigidite flexionnelle de la plaque
1Z(1 — V*) ° x

e epaisseur de la plaque
E module de Young
/ (Mx, My, Mxy) potentiel plastique
Mx, My, Mxy composantes du tenseur des moments dans la plaque
Mx, M2 moments de flexion principaux
Mp moment plastique
p intensite de la charge transversale sur la plaque
w deplacement transversal d'un point du feuillet moyen
x, y, z coordonnees

a angle d'une section normale dans la plaque avec une section
principale

e1,€2, 63 dilatations principales
ec dilatation de comparaison
A intensite des deformations plastiques
/jl parametre de charge

/jl0 valeur du parametre de charge caracterisant la fin du domaine
elastique

v coefficient de Poisson
totales
elastiques
plastiques

Xx, Xy > Xxy composantes du

XxXyXxy tenseur des

Xx Xy Xxy courbures
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Xx, x% courbures principales
orl5a2,a3 tensions principales
ac tension de comparaison

3. Hypotheses fondamentales

La theorie reprend d'abord les hypotheses fondamentales faites par Kirchhofe

dans la theorie classique des plaques elastiques, ä savoir:

Premiere hypothese

Les deplacements transversaux des points de la plaque sont petits par
rapport ä son epaisseur, de sorte que 1'extension du feuillet moyen est negli-
geable.

Deuxieme hypothese (Kirchhoff)
Les particules materielles situees sur une normale au feuillet moyen de la

plaque avant deformation demeurent sur cette normale apres deformation de
la surface moyenne. Autrement dit, l'etat deforme de la plaque est determine
par l'etat deforme de son feuillet moyen.

Troisieme hypothese (Kirchhoff)
Les composantes des tensions dans la direction de la normale au feuillet

moyen sont tres petites par rapport aux autres.
Les hypotheses 2 et 3 se completent et traduisent l'idee que toute couche

elementaire de materiau, parallele au feuillet moyen, se trouve pratiquement
en etat plan de tension.

Si l'on depasse la limite elastique du materiau, il se produira dans la plaque
des fissures ou des deformations plastiques. II faut preciser le mecanisme
d'introduction de ces deformations. On sait que, sous charge croissante, ces
deformations envahissent graduellement toute 1'epaisseur de la plaque et
s'etendent de part et d'autre de l'endroit oü elles sont nees en premier lieu.

L'analyse de ces deformations plastiques reparties serait tres complexe et,
dans 1'etude des structures elasto-plastiques formees de barres, on l'a evitee
en introduisant le concept de rotule plastique, c'est ä dire en admettant que

Mla courbure x de la barre suit la loi elastique X=wj jusqu'ä ce que le moment

M atteigne le moment plastique Mp (fig. 1).
Cette hypothese revient ä admettre que la courbure de la barre en un point

est la somme de sa courbure elastique maximum xe e^ de sa courbure plastique
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Dans la quatrieme et derniere hypothese de la presente theorie, nous eten-
dons le concept de rotule plastique aux plaques en admettant que:

>M

XP
-**X Fig. 1.

Quatrieme hypothese

Les composantes en un point du feuillet moyen du tenseur courbure totale
s'obtiennent en ajoutant aux composantes du tenseur courbure elastique
determinees par la theorie elastique des plaques les composantes du tenseur
courbure plastique determinees par la theorie plastique des plaques faites d'un
materiau rigide-plastique ä ecrouissage isotrope.

4. Theorie generale

La theorie differentielle de la plasticite fournit les vitesses de courbure x
ou le symbole (') represente une derivee par rapport au temps. Nous serons donc
amenes ä calculer les derivees par rapport au temps de toutes les quantites
intervenant dans la theorie classique des plaques, ce qui s'obtient simplement,
puisque toutes les formules sont lineaires, en surmontant d'un point tous les

symboles intervenant dans les equations de la theorie elastique des plaques.
Ainsi, des expressions connues du tenseur-courbure

Xx
d2w
~d¥'

_d2w
Xy~d^' X:xy

d2w

dx dy'

on deduit directement les composantes du tenseur des vitesses de courbure

Xx
82w
du?' Xv

'W
8y*' \xy

d2w
dx dy' (i)

En vertu de la quatrieme hypothese, les vitesses de courbure ont des composantes

elastiques et plastiques qui s'ajoutent, de sorte que

Xx Xx * Xx > Xy ~~ Xjy * Xy > Xxy Xxy ' Xxy * (2)

Les relations (2) jouent, dans la presente theorie, le röle que jouent les

equations de Prandtl-Reuss dans la theorie generale de la plasticite.
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Les composantes elastiques du tenseur des vitesses de courbure s'obtiennent
en fonction des moments en derivant par rapport au temps les expressions
classiques de la theorie elastique des plaques, ce qui donne

Mx =D(x% + vxl),
My D(Xy + vX%), (3)

Mxy D(\-v)x%v,

D-\2{\-*)' (4)

A present, nous pouvons, en vertu de la quatrieme hypothese, evaluer les

composantes plastiques xp du tenseur des vitesses de courbure par la loi du
potentiel plastique (ou loi de normalite)

X*~ dMx' Xy~~ dMy' Xxv dMxy
K }

oü f(Mx,My,Mxy)

est le potentiel plastique [3].
La theorie du potentiel plastique a ete developpee pour un materiau par-

faitement plastique, c'est-ä-dire dont la surface d'ecoulement

f{Mx,Mv,Mxy) Ml (6)

conserve une forme invariable quand les deformations plastiques progressent.
La methode actuelle reste cependant applicable si le materiau est ecrouissable,
mais il faut alors supposer que son ecrouissage est isotrope, c'est-ä-dire que la
surface d'ecoulement se modifie en restant semblable ä elle-meme, son rapport
d'homothetie dependant en chaque point de la courbure plastique equivalente
totale en ce point

Xp=Sdx»=Sx»dt (7)

selon la loi bien determinee obtenue experimentalement:

Mp F(x*>). (8)

Le calcul de xp sera discute plus en detail au par. 4.

Par les equations (2), nous obtenons pour les vitesses de courbure
elastiques, en tenant compte des expressions (1) et (5),

(9)

Xx
82w 8f
8x2 8MX'

x%
82w 8f
8y* A8My>

Xxy
82w 8f

8x8y ' 8Mxy
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Substituant ces expressions dans les formules (3), nous obtenons les expressions

des moments en regime elastoplastique:

tW^ d2w\ ^Jdf df \

*v r^/d2^ d2w\ ^ x / df df \ /ir.x*, --D{lyJ + v^)-DX[8Wy +vJw} (10)

82w df
Mxy= D(l-v)-—-D{\-v)\- *

~v ''dxdy ~v ' 8Mxy

L'equation d'equilibre de translation verticale d'un element de plaque
e dx dy s'ecrit:

d2Mx d2Mv „d2Mxv
dx1 dy1 dxdy

oü p(x,y) est 1'intensite de la charge transversale au point (x, y). En differen-
tiant cette relation par rapport au temps, on trouve:

d2Mx d2My nd2Mxyr + -^r-2-^r^ -P- (12)dx2 dy2 dxdy

Si nous substituons dans cette derniere relation les valeurs des composantes

du tenseur-moment donnees par (10), nous obtenons Vequation
fundamentale :

d*w d*w d*ib
Jx*^ dx2dy2 + Iyi9 - • ~ .,- (13)

rrd • °*W * Ö*W O^W p f d2 [\ / df df \\

d2

dy2

qui generalise l'equation classique de Lagrange.
Le parametre A apparaissent dans cette equation est relie comme suit au

comportement du point considere de la plaque pendant le temps dt considere:
Si il y a dechargement A 0.

Si la deformation plastique continue, A est positif et le point de charge

(Mx,My,Mxy) reste sur la surface d'ecoulement qui gönne en restant homo-
thetique ä elle-meme avec un rapport d'homothetie dependant de xp > comme
on l'a dit plus haut.

5. Discussion du critere de plasticite

5.1. Considerons d'abord une plaque metallique faite d'un metal dont la
courbe tension-dilatation en traction simple est a F (e) (fig. 2).

Nous admettons que, en etat polyaxial, le metal obeit ä la loi d'ecrouissage
isotrope

<ye F(ec) (14)
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representee par le meme diagramme fig. 2, oü

orc — i(ox - cr2)2 + (cr2 - (J3)2 + (cr3 - a±)2
]/2

(15)

represente la tension de comparaison, dependant des trois tensions principales
o"!?0^'0^' selon le critere de von Mises, et

/2.
^c V^ -^ + (^ - £3>2 + (€3 " €l)2 (16)

la dilatation de comparaison, qui depend des dilatations principales selon la
loi (16).

i <rÄ.. er
OU "O

Fig. 2.e_eQU ~C

Pour un materiau rigide-plastique, on sait (cf. 3, p. 74—78) que l'equation
de la surface d'ecoulement est:

M%+Ml-MxMy + ZMly Ml^[^pj\ (17)

II resulte des formules (5) que les vitesses de courbure plastiques sont,
dans ce cas,

%=\(2MX-My); ^=A(2Jfs-Jfx); **, 6^Jfr (18)

5.2. Considerons maintenant une da^e en öefow arme munie d'une armature
isotrope, c'est-ä-dire armee egalement dans deux directions perpendiculaires.
On suppose que cette dalle obeit au critere carre de Johansen represente ä la
fig. 31), oü M1 et M2 sont les moments prineipaux dans la plaque et M£, M~,
les moments plastiques pour la flexion positive et negative, respectivement.

D'apres la loi de normalite (5), le vecteur des vitesses de courbure est
normal au lieu de plasticite (fig. 3). Par exemple, pour un point (M1,M2)
situe sur le cöte AB du critere carre, ce vecteur n'a qu'une composante hori-

*) Cette hypothese n'est pas tout ä fait exaete, comme l'ont montre les experiences
executees sous la direction commune du professeur H. Louis et du soussigno- [4]. Elle
est adoptee ici par souci de simplification.
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zontale xv > <lui n'est definie qu'en direction et pas en grandeur. Nous pouvons
donc par simplicite prendre dans les calculs ci-apres x? A et xf 0.

M2(*>)
i xp

0

H—*—»¦

¦¦ Mi(*f)

MÖ

Fig. 3.

Le tenseur des vitesses de courbure plastique est des lors celui represente
par le cercle de Mohr de la fig. 4. Cette figure montre que

X% =Acos2a,
% Asin2a, (19)

j?xy A sin a cos a.

*XÜy

\l\l xpA X

w. i

i

X?

^2« Xp i

x,p. X Fig. 4.

Rempla9ant les xp Par ces expressions dans l'equation fondamentale (13), il
vient:

F2 F2 w =» -g- -^ [A (cos2 a + v sin2 a)] -^V [A (sin2 a + v cos2 a)]

+ 2(l-i/)
a2

8x8y
(fj, sin a cos a).

(20)

Supposons maintenant qu'une bände mince soit decoupee hors de la dalle
etudiee et qu'on effectue sur cette bände un essai de flexion pure jusqu'ä la
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ruine. On obtiendra un diagramme moment courbure experimental, qui a la
forme de la fig. 5 a.

Nous admettrons qu'on peut considerer comme courbure plastique xp la
partie de la courbure x qui excede les abscisses xe de la loi de Hooke extrapolee
OAD. En soustrayant cette partie elastique du diagramme (fig. 5a), on obtient

,0

C 1 M»

\^^*
cj

/ B^-^"^"^ B>-
-Xfr^ 7l /i /\/Af-

tx 0
a Ar

i *~
(b)

Fig. 5.

Ce diagramme montre trois phases plus ou moins prononcees:
a) phase elastique non fissuree OA; b) phase elastique fissuree AB; c) phase plastique BC.

(fig. 5b), le diagramme reliant le moment plastique Mp ä la courbure plastique
Xp. Ce diagramme represent dans le cas actuel la loi d'ecrouissage isotrope
admise au paragraphe 3 et a comme equation:

Mp F($dtf), (21)

oü J dx? est la somme des courbures plastiques 61ementaires qui se sont pro-
duites au point considere depuis l'entree en plasticite.

6. Solution de l'equation fondamentale (13) dans le cas des dalles en beton arme

Etant donne que le beton arme a, dans le domaine fissure-plastique, un
comportement non lineaire et dependant des deformations anterieures,
Integration de l'equation de Lagrange generalisee (13) ne peut se faire qu'en
augmentant les charges pas ä pas.

Nous nous bornerons ci-apres ä etudier le cas d'une mise en charge pro-
portionnelle (ou radiale) dans laquelle p(x,y) represente la distribution des

charges en service et np{x,y) la valeur des chages ä un moment quelconque
de l'evolution elasto-plastique. Le facteur /jl sera designe dans ce qui suit sous
le nom de facteur de charge.

Comme dans la methode Levi-Callari, le probleme aux limites est resolu

par la methode des differences finies; on couvre la plaque d'un reseau regulier
ä mailies carrees de cöt6 h et on prend les deplacements transversaux w des
noeuds de ce reseau comme inconnues.

Le probleme est d'abord resolu en regime elastique pour une charge p
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arbitraire en ecrivant en chaque point «l'etoile» des valeurs de w correspondant
ä 1'Operateur biharmonique V^w en chaque point interieur du reseau.

Les conditions d'appui peuvent toujours s'exprimer aisement, eventuelle-
ment en prolongeant le reseau d'une ou deux mailles au-delä du bord. Ce

probleme sera discute par Monsieur Cornelis au par. 2 de sa note (voir ci-
apres) dans le cas particulier d'une plaque reposant sur appuis simples.

Les equations algebriques lineaires obtenues peuvent s'exprimer sous la
forme matricielle

(w){A} (2£) ¦ (22)

oü (w) et ryH sont les vecteurs colonnes des deplacements et des charges

donnees multipliees par la constante -yr. {A} est la matrice carree des

coefficients numeriques du Systeme.
La matrice {A} peut etre inversee, donnant la Solution

M-iA-iyfZjpj. (23)

Les coefficients de {^L-1} sont emmagasines en permanence dans la memoire
de la calculatrice electronique.

Les moments dans la plaque sont calcules par les formules classiques de la
theorie des plaques elastiques

(24)

On calcule ensuite en chaque point les moments principaux Mx et M2, puis
on determine la valeur jjl0 du multiplicateur /jl pour laquelle la plaque est sur
le point de sortir du regime elastique. Ce nombre est le plus petit des rapports

M+ M-

oü Jf+ et M~ representent, rappelons-lo, les moments plastiques pour la
flexion positive et negative respectivement.

Au-delä du domaine elastique, les calculs procedent pas ä pas, en augmen-
tant le facteur de charge /jl par petites quantites A /jl de 1'ordre de 1 pour cent
de /jl. Pour expliquer comment se deroule ce calcul, supposons qu'une certaine
intensite de charge /jl > /i0 a ete atteinte, pour laquelle la plaque est dejä fissuree

(ou plastifiee) aux points A, B,C, du reseau, disons. Les courbures inelastiques
cumulees.x27 S^XP °lui se son^ produites en ces points depuis le debut du
chargement, sont emmagasinees dans la memoire de l'ordinateur.

Mx =¦
182 w 82 w\
\8x2 8y2J'

My =¦ r.lS^W 82W\

Mxy *<'-'>„!,"•
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On augmente alors le parametre de charge /jl d'une petite quantite A /jl et
on multiplie tous les moments de l'etape precedente par

/JL+A /JL

Mo

Supposons que, apres cette Operation, les moments principaux aux points
A, B, C, ainsi qu'en un nouveau point D, disons, excedent les valeurs des
moments plastiques correspondant aux courbures plastiques cumulees xp Par
le diagramme de la fig. 5b. Dans ces conditions, les fissures dejä existantes
aux points A, B, C, vont s'ouvrir davantage et une nouvelle fissure va se

former en D.
Le probleme, ä present, est de trouver les grandeurs des distorsions A^, \B,

ACj A^, qui doivent etre introduites, dans les sections principales, aux points
A, B, C, D, respectivement, pour detendre la plaque en ces points et ramener
les moments flechissants principaux ä des valeurs correspondant aux points
(Mp,jdxp) de la courbe fig. 5b).

Ce probleme se resout de la maniere suivante2):

1. En utilisant la matrice inversee {A*1}, l'ordinateur calcule le champ des
moments düs ä des distorsions angulaires unitaires A 1 introduites
successivement en chacun des points A, B,C, D, dans les directions des sections
principales correspondantes de la plaque.

2. On traduit les conditions ä realiser aux points A, B, C, D, ce qui fournit un
Systeme de 4 equations lineaires ä 4 inconnues A^,. A^. La resolution
de ce Systeme donne les valeurs des distorsions inconnues.

3. On calcule ensuite l'effet de ces distorsions sur les deplacements w et sur
le champ des moments dans la plaque et on emmagasine ces resultats dans
la memoire de l'ordinateur. Ce dernier est maintenant pret ä effectuer
l'etape suivante.
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Resume

Le memoire decrit une methode qui permet de determiner les deformations
elasto-plastiques d'une plaque formee d'un materiau elastique-plastique
ecrouissable et le champ de tensions dans cette plaque. La methode est basee

sur les equations de Prandtl-Reuss et l'hypothese de l'ecrouissage isotrope.
Elle s'applique tant ä des plaques metalliques qu'ä des plaques en beton arme;
dans ce dernier cas, les fissures dans le beton sont assimilees ä des deformations
plastiques. Pratiquement, la methode travaille par differences finies et pro-
cede pas ä pas en faisant croitre le coefficient de charge par petites quantites.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird eine Methode zur Bestimmung der elasto-plastischen
Verformungen und des Spannungsfeldes von Platten beschrieben, die aus
einem elasto-plastischen verfestigbaren Material gebildet sind. Die Methode
beruht auf den Gleichungen von Prandtl-Reuss und auf der Hypothese
einer isotropen Verfestigbarkeit. Sie kann sowohl bei metallischen Platten als
auch bei Stahlbetonplatten angewendet werden; im letzteren Fall werden die
Risse im Beton plastischen Verformungen gleichgesetzt. Für die praktische
Anwendung arbeitet diese Methode mit endlichen Differenzen und mit schrittweiser

Erhöhung des Belastungskoeffizienten um kleine Beträge.

Summary

The paper describes a method which makes it possible to determine the
elasto-plastic deformations of a plate made of a strain-hardening elasto-plastic
material and the field of tensions in the plate. The method is based on the
Prandtl-Reuss equations and the hypothesis of isotropic strain-hardening.
It is applicable both to steel plates and to reinforced concrete slabs; in the
latter case the cracks in the concrete are regarded as analogous to plastic
deformations. In practice, the method operates by finite differences and pro-
ceeds step by step by causing the load coefficient to increase by small amounts.
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