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QUELQUES REMARQUES SUR LES SERIES

par M. ISELY.

(Voir Bulletin , page 283.)

-—W

Pour qu'une série puisse réellement &tre sommée, il faut
qu'elle soit convergente, c’est-a-dire que, non-seulement ses
termes doivent converger vers zéro, mais encore que l'er-
reur que l'on commet diminue & mesure qu'on en prend
un nombre plus considérable. La somme de laquelle on ap-
proche autant qu’on veut‘en prenant un nombre de termes de
plus en plus grand est une limite: c’est la limite de la série.
Les séries convergentes sont les seules qu'on doive employer
dans I'analyse pour calculer la valeur approximative ou la
limite d’'une quantité.

Cependant plr.ieurs mathématiciens se sont occupés de
séries divergentes & termes alternativement positifs et néga-
tifs et en ont donné les limites. Catalan (Traité élémentaire des
séries,) cite entre autres les suivantes, et s’étonne que de sa-
vants géometres aient énoncé de pareilles propositions, qui,
a son avis, n’ont aucun sens:

1—1+1-1+1. . . . . . . =1, (Lacroix)

1—1+1—1+1. 2/, (Prehn)

1—2+3—4+5. 1/, (Lacroix)

1—2%+32—-4*4+8 |, . ., ., . = 0(Simonoffet
Lacroix)

cose—cos2¢ +cos3p —cosdo . =1/;(Poisson)

1—1.2+1.2.3—-1.2.3.4 + = (,40362836

ete. (Euler)
On comprend difficilement, en effet, ce que peuvent signi-

fier les limites de séries pareilles et d’autres analogues dont
les termes vont constamment en croissant; 1'erreur que I'on
commet, alternativement positive et négative, croit elle-mé-
me au-dela de toute limite. Mais si I'on considére que ces ré-
sultats sont donnés par les plus grands géometres, qui n’ont
sans doute pas voulu chercher des choses de non sens, des
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absurdités, il faut nécessairement admettre qu’ils ont accordé
au mot limite une signification plus étendue que celle de som-
me des termes d’une série convergente. Si on ouvre seule-
ment Lacroix (Traité de calcul différentiel et de calcul intégral,
tome 1Il, chap. V, page 387), on y lit: « Depuis le n° 1145
nous n’avons donné que les sommes des séries proposées de-
puis f () & f (2*); mais il est visible qu’en supprimant dans
leurs expressions le dernier terme de la série, on aura sa li-
mite.» Il ne parle pas de condition de convergence, et il
nomme donc limite, ce que devient la somme d’un nombre
indéterminé de termes, lorsqu'on en supprime le dernier.
xa — pa~nb

1—ab °
qui exprime la somme de la série (progression géométrique)

S =28 4 28 +~a& 4 b L pa—+2b xd + (n—1)>b

Ainsi, d’aprés lui s =

e @

en exprime aussi la limite lorsqu'on supprime z @ + nb;
x
"1 —gb
C’est en introduisant cette hypothése dans la formule inté-
grale qui donne la somme de la série
le—1.222+1.2.325—...+1.2.3.n2°
c'est-a-dire en supprimant le dernier terme, et en faisant
z = 1 qu'il trouve la limite de la suivante:
1—1.2+1.2.3— ete.
qui est divergente au possible.

ce qui donne 8

- . ; &
Si ’on développe I'expression s = T retrouve

la série & +a2+ b 4~ ga+2b 4 . . ete.
a

Ainsi
1~ gb

est la fonction génératrice de la série en ques-

tion..

On voit par cet exemple qu’en supprimant le dernier terme
dans la somme d’un nombre quelconque de termes d’une suite,
on trouve sa fonction génératrice. Alors si I'on donne 4 la va-
riable z une valeur particuliere @, la fonction génératrice ac-
quiert une valeur finie ou approchée, tandis que la'série peut
devenir convergente ou divergente. Dans le premier cas,
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c’est-a-dire, lorsque la série est convergente, la valeur parti--
culitre de la fonction génératrice est en méme temps la limi-
te de la série, dans le sens rigoureux de ce mot. Ainsi le dé-

veloppement de donne la suite

1
1+
11—z +a?—2%+....
Celle-ci est convergente quand 2 < 1. Pour « = '/, elle de-
vient1 — 4, + Vo — Y + . .

1
1+z

Dans le second cas, c’est-a-dire lorsque la série est diver-
genle, la valeur particuliére que prend la fonetion généra-
trice ne peut plus étre égalée a la série, puisque celle-ci ac-
quiert des valeurs de plus en plus grandes, suivant qu’'on en
réunit plus de termes. Pour qu'il y ait égalité réelle, il faut
ajouter & la somme d’'un nombre limite de termes, le reste de
la division. Si I’on fait 2 = 2 dans la suite ci-dessus, la fone-
tion génératrice donne '/,, et la suite devient:

1—2+ 22 — 28 + ete.
et on ne peut poser
Yeg=1—2+22— 25+, ..

qui a pour limite la valeur 3/, que prend aussi

1

Mais si on tient compte du reste de la division de e
. -

qui est + lorsqu’on s’arréte au 4™ terme, on a rigou-

X
1+2
L/
reusement: '/; =1 — 2 + 22 4+ 2% + == ete.

Cela pasé, je dis que c’est en supprimant le dernier terme
de la série et en donnant & la variable une valeur particu-
liere, que les auteurs citésau commencement de cet article ont
trouvé les limites des séries indiquées; de sorte que ces limites
ne sont pas autre chose, en général, qu'une valeur particu- -
liere de la fonction génératrice générale, et elles ne peuvent
pas étre égalées aux séries elles-mémes qui sont divergentes,
& moins qu’on ne tienne compte du reste.

En effet, la plus importante des méthodes qu’on emploie
pour sommer les séries, consiste a effectuer des opérations
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- telles (differentiations ou intégrations), que les résultats succes-
sifs conduisent en dernier lieu & une série que I'on sache som-
mer, ou qui soit semblable & la proposée. On obtient ainsi
entre y qui représente la série et la variable z une relation
quireprésente dans tousles cas la fonction génératrice, abstrac-
tion faite des valeurs de 2, mais qui n’en représente la limite
véritable qu’autant que la série reste convergente.
Prenons pour exemple la suite

z 2 x* '
ERE TR T T

1+
: dy : ;
En la nommant y, ont voit que 55 ou la dérivée premiére

reproduit la série proposée, de sorte qu'on peut poser

dy
dz
égalité ? Rien autre chose qu'une propriété de la suite: a
savoir quelle est de méme forme que sa dérivée. L'intégra-
tion fera donc connaitre la fonction qui est égale a sa dérivée
premiére. On trouve en effet ¢ = dont le développement donne
la série proposce.

Et on voit que pour trouver ce résultat, il n’est pas néces-
saire de supposer la série convergente; il suffit dela considé-
rer comme indéfinie ou de faire abstraction de son dernier
terme. .

Si nous revenons aux séries indiquées au commencement
de l'article, nous trouvons

1° Que la suite 1 —1 + 1 —1 + 1 ete. peut dériver de
plusieurs fonections génératrices, savoir:

T
1+
1+

= y (en la supposant indéfinie). Que signifie cette

=1 —2 + 22 — 25 + ete.

———— =1 —a% + 25 — ete.
1l+2z+x

1+2+22 +am—1
— P—— ]} n m n n
=1—am+ 2 xm+n 4 g2

1+2+2% 4., 2n—1

qui donnent toutes la méme suite 1 —1 + 11 + ete. quand
U - i . . !

on y fait # = 1, mais qui prennent des valeurs diverses,—»

2 m

I
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Cette série est de la nature de celles qu’on nomme indéter-
minées, puisqu’elle donne des valeurs alternantes 1 ou 0 sui-
vant qu'on s’arréte & un terme impair ou pair.

Il en est de méme de la série suivante, donnée par M. Ber-

ger dans une petite brochure sur les séries:
T 1

Cet auteur la considere comme divergente, mais elle de-

vient convergente, dit-il, quand on réduit ses termes deux a
deux et elle semble alors avoir -i'fs—-pour limite. Son analyse

est inexacte; c’est parce qu’il s’est arrété dans sa réduction a

o it B iy agy s
un terme de rang pair qu’il a trouvé —; s'il s’était arrété a

T : 14 :
un terme de rang impair, il aurait trouvé —— . On voit du

reste facilement qu’en réduisant chaque terme entre paren-

theéses, on a une suite de nombres alternativement + et —
2

qui vont toujours en diminuant, en tendant vers e Cette
série n’est donc ni divergente, ni convergente, elle est indé-
terminée. L’erreur est alternativement positive et négative,
mais elle n’a pas zéro pour limite.
2° En appliquant I'intégration & la série
y=1—22 + 322 — 423 + ete.

on obtient
JYyir =12 — 2% + 2° —etc. ou fyde= 2
1 4~ =
La différentiation donne ensuite Y = .
(1 + x)

fonction génératrice de la série, et qui devient % quand z=1.

3° On trouverait de méme que la série
12 — 22 4+ 3% _ 42 4 ete.
dérive de la fonction -ﬁf:_%’;—- qui devient O lorsque z = 1.
4> La série cosg — cos 2 ¢ + cos 3 © — co0s 4 ¢ s'obtient
facilement au moyen de la suivante:
Z sin ¢ + -% #* sin 2 o + -;- 2° sin 3¢ + ...=are (tang.=

acsin?

1— 7 cos ,P) (voyez Catalan, page 104). Aprés l'avoir diffé-
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rentiéeﬁpar rapport & 2, on fait z=1. Ce calcul donne :

1+ cosg

cos ¢ — 08 2¢ + €083 — ... =
2 +2cos ¢

1
ral-
5° Enfin la série

y=1.2—1.2.22 +1.2.3.2% — ete.

multipliée par —%‘T—, puis intégrée et de nouveau différentiée ,

conduit & une équation différentielle du premier degré et du
premier ordre, d'oit I'on tire, pour le cas de z =1

1 1

y—e S e zdux

o
qui est la valeur particuliere de la fonction génératrice sous
forme d’intégrale et qu'Euler a calculée d’une maniére appro-
chée, en divisant l'intervale de O & 1 en dix parties égales.
Cest ainsi qu'il a obtenu 0,40362836.

On voit done que ce que divers auteurs ont appelé limite
d’une série, lorsqu’elle n’est pas convergente, c’est la valeur
particuliere de sa fonction génératrice par extension, sans dou-
te, du fait que c’est aussila valeur de la série lorsqu’elle est con-
vergente. Il y a la malheureusement une confusion & laquelle
il serait bon de remédier par 'emploi de termes plus précis;
mais il me semble que Catalan, dans le traité passablement
étendu qu'il a publié sur cette matitre, aurait di éclairer son
lecteur sur ce sujet, plutdt que de s’en débarrasser trés-sim-
plement en disant que c’est un non-sens.

C’est en ne tenant pas compte de cette acception étendue
du mot limite que, traitant la question de la transformation
des séries, il ne I’a admise que pour les séries convergentes
et quil a dit: « plusieurs géometres ont prétendu transfor-
“mer certaines séries divergentes en séries convergentes. Nous
croyons que cet énoncé est un non-sens.»

Mais si on se propose de trouver au moyen d'une série
divergente, dont la loi est connue, la valeur de sa fonction
génératrice, on comprend que, comme le dit Lacroix « toute
suite n’étant autre chose qu'un développement de cette fone-
tion prise depuis x = 0 & 2 = infini, les diverses maniéres
d’exprimer ce développement fourniront des snites équiva-
lentes ou des transformées de la méme suite. »
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De sorte que si 'on peut dériver une série convergente
d’une premiére série divergente donnée, celle-1a sera propre

a calculer la fonction génératrice.
1

Ainsi on voit que la formule —— donne les deux suites
ci-dessous:
1 —2+22—0% + ...
1 1 1 1
ey o o = + .
x x? a® xt

Tandis que la premiére est convergente pour z < 1, la se-
conde est divergente; elles sont pourtant le développement
de la méme fonction.

f- iy ,
Pour # = — la premiére donne des valeurs qui appro-

3 - s
chent de plus en plus de ——> valeurdela fonctiongénératrice:

elle est donc propre & en trouver la valeur, et non pas la se-
conde qui est alors:
3 — 32 + 3% — ete.

Or si I'on se propose de calculer la fonction primitive, il
il n’est pas absurde de chercher a transformer la seconde sé-
rie en la premiere plus appropriée & ce but.

Ce qui a rapport & ces transformations rentre dans la théo-
rie des fonctions génératrices, traitées par Laplace et par Eu-
ler. Celui-ci a employé un procédé algébrique fort simple
(voyez Lacroix, tome III, page 344), qui consiste & faire dans
lasuite s =ax —ba? + ca® — da* + .

. x
x—-1+ypu1sy—- 1—=x
On obtient ainsi la transformée:
.’L" . xﬁ t
f=t ATy T A @

ou A a, A?* a ete. sont les différences premiéres, secondes des
coéfficients de la suite.

Quand la série des coéfficients a des différences constantes,
on obtient exactement la somme s, et dans beaucoup d’au-
tres cas on transforme une série divergente en une série con-
vergente propre & calculer la valeur de la fonetion généra-
trice.
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Ce procédé conduit tout de suite aux limites des séries
1—2+3—4+5
12 — 22 4 32 — 42 + 52
V18 — 23 4+ 3% — 43 4 53 ete.
dont les différences sont constantes.
« On arrive de cette manieére, dit Lacroix (page 345), a la
limite de la série proposée, ou & sa fonction génératrice. »
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