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PRINCIPES DE TRIGONOMETRIE

Par M. I.. IskLy. fils, professeur.

Ce mémoire est destiné a faire suite a celui que
nous avons eu I'’honneur de publier dans le Bulletin
de notre Société, tome XII, 3¢ cahier, pages 533-550.

Le plan, avons-nous vu, n’est en realité qu'une
portion de surface sphérique de rayon infiniment
grand. Il est donc 1illogique d’enseigner la trigono-
métrie comme on l'a fait jusqu'a présent. Il n'y a
pas deux trigoncmétries ; le triangle dont les cotés
sont rectilignes n’est qu'une forme toute spéciale de
celul qui est limité par des arcs de grands cercles.

Les formules relatives d la résolution des triangles
plans doivent se déduire, de la premiére a la der-
ni¢re, de celles qui se rapportent aux triangles sphé-
riques. Ce fait est indiscutable ; plusieurs géometres
de renom l'ont établi sur des bases certaines a la
suite de longues et laborieuses recherches qu’il n’est
pas permis d’ignorer. Aussi nous semble-t-1l urgent
de montrer de quelle maniére il faut procéder pour
que l'enseignement de la trigonométrie au sein de
nos €coles réponde aux exigences de la science con-
temporaine.
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Tout cours rationnel et bien cong¢u devrait se di-
viser, selon nous, en deux parties essentiellement
distinctes : la premiére comprendrait I'exposition et
la démonstration des formules goniométriques fonda-
mentales et ne comporterait aucune innovation. On
continuerait donc a faire voir, en se fondant sur des
considérations de géomdlric ¢lémentaire, que:

sin?z 4+ cos?a=1;
S(z 4 B) = cos«cosp—sinasinf

1 / NG
cos 5 === Vl +;3U‘“’“

prq  P—q

sinp + sing = 2sin~—, 5

etc., ete.

La seconde partie aurait tout particuliérement trait
a la résolution des triangles. C’est ici que les chan-
gements se présenteraient en foule. Les triangles
sphériques, grice & leurs propriétés bien connues,
donnent lieu & quinze formules fondamentales qu’il
est facile d’établir directement, au moyen de la théorie
des projections entre autres. Ces diverses expressions
triconométriques se divisent tout naturellement en
quatre groupes principaux, dont les représentants
typiques sont les suivants :

cosa=cosbcosc+sinbsineccos A

sina  sinb  sin ¢
sind sinB  sinC

c0sd=—cosBcosC + sinBsinC cosa
cotasinb=cosbecosC +sin(C cotA
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De ces quinze égalités primordiales on peut, par
de simples transformations de calcul, en tirer (uan-
tité d’autres concernant aussi bien les triangles quel-
conques que les triangles rectangles. Bornons-nous a
rappeler les expressions des angles en fonction des
cotés et réciproquement, les formules de Delambre-
Gauss, les analogies de Néper et les dix relations
obtenues en faisant dans les précitées A = 90,

En introduisant dans ces diverses expressions le
rayon R d'une sphére, rayon qui n'est pas égal a
I'unité, on est conduit a de nouvelles égalités qui
fournissent celles de la trigonométrie rectiligne, si
I'on a soin d’y faire R =0 .

Soient deux sphéres concentriques ayant respecti-
vement pour rayons { et R. Tout angle triédre ayant
son sommet au centre commun de ces sphéres ren-
contrera leurs surfaces suivant deux triangles dont
les angles seront égaux et les cotés en relations
faciles a obtenir. On sait, en effet, que les arcs sem-
biables sont entre eux comme leurs rayons. Il en
résulte immédiatement que l'on aura, dans le cas
considéré, la suite de rapports égaux :

a, b, ¢ désignant les longueurs des cotés du trian-
gle fuit sur la surface de la sphére de rayon unité, et
a', b', ¢' étant les éléments correspondants de I'autre
triangle. On pourra donc écrire :
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ou vice versa :
' a'=aR, b =bR, c¢c'=cR

Il suit de 1a que :

Rsing— q' SN @
a
Rsind =p' S0 b
b
Rsinc = ¢ SI0¢
¢
et de méme :
Rtanga = o’ 12084
a
Rtangd — | tang?
b
Rtange = ¢’ 14N8¢
c

Supposons maintenant que R, croissant indéfini-
ment, les coOtés a', b’', ¢' conservent des longueurs
finies. Les valeurs précédentes tendront vers des
limites qu’il est aisé de déterminer. Ce sont les sui-

vantes :
hma—hm( ) =0,
IR Re

lim b —-11111(2) =0,

lime = lim(%)

.

-

e

lim(Rsina) =lim|{ a'
a=

ooi
0
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lim (Rtanga) = lim ( a' W) =a', etc.
@ Ta=0

Appliquons ce que nous venons de voir aux quinze
formules qui concernent les triangles sphériques quel-
conques. Soit d’abord la suite de rapports égaux :

sina sinb Sin ¢
sinA sinB  sin(

ou :
Rsina Rsinb Rsine

sind __ sinZ  sinC

Ces fractions deviendront, si R augmente indéfini-
ment :
a' b c'
sinAd  sinB "~ sinC

Les cotés a', b', ¢’ sont alors rectilignes, donc :
dans tout triangle plan, les cités sont proportionnels
aux sinus des angles opposes.

Passons maintenant au groupe de formules, qui a
pour représentant typique

cosa=-cosbcosc + sinbsinccos A.
cu
Q
1- ‘?sm‘—): j - .,sm—-)(l — blll—f)-}-SlanlllCCOSA
d’ou, en effectuant les calculs et changeant tous les
signes,
2 2 ) ) 2

. *a . 2D . 2C ) 6 )
2s1n§=23m3+231n3——4sm sm) —sinbsinccos A

<

Multiplions les deux membres de cette égalité par
la quantité R?; il viendra:
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ay . b : 5 . *
2 (R sm§) =9 (Rsm§ + 2 (Rsm§)
— ]_fﬁ) (R sing) (Rsin;c)-) — Rsinb Rsinccos A

d’ou, en faisant tendre R vers l'infini,

' 2 r 2 -]
@t b et
—2—=?+—0——b c (,OSA,

ad

ou enfin :

on aurait de méme :

b>=a'"*+c¢"?—2a'c' cos B,
c*=a?+b"—2a'b'cosC
formules qui indiquent que dans tout triangle recti-
ligne, le carré d'un ciolé quelconque est égal a la
somme des carrés des deux aulres cotés moins deux
fois le produit de ces mémes cités répété par le cosinus
de Uangle qu’ils comprennent.

Les relations de troisiéme espéce deviennent :

2
L . 2
cos A =—cosDcosC +sin Bsin (1 ——Qsm§

. . . 2
cosB=—cosAcos(C +sinAsinC (‘1 ——2311172

9
: : . %e
cosC=-—cosAcosB +sinA smB(’l -«—‘?.smg)
Considérons de plus prés 'une de ces trois expres-
sions, la derniére par exemple. Il sera toujours pos-
sible de la mettre sous la forme :
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?
cosC=—cosAcosB+sinAsinB[‘l R)(Rsm )]

et si1 l'on fait tendre R vers l'infini :

cosC =sin Asin B—cos A cos B
donc :

cos C = — cos (A + B) =cos[1800— (4 + B)|

Il suit de 1a gue:
(=180°>—(A + B)
c¢’est-a-dire :
A+ B+ C=1800°
Ainsi, comme la géométrie élémentaire nous l'a
déja appris, la somme des angles intcérieurs d'un
triangle plan est constamment égale a deuz droits.
Reste a examiner les formules fondamentales de
quatriéme espéce. Considérons la premiére, par
exemple :
cotasinb =cosbeos U +sinlcot A
ou, ce gui revient au méme,
cosasinb=sinacosbcosC +sinasin (i cot A
ou encore,

(1—2sin;26~&)Rsinb=Rsin a(i —23in-2—b)cos C + Rsinasin Ccot A

R? R?
+ RsinasinCcotA

(1——--——Bism )Rsmb Rsma(i——z—R’sm b)cosC

R augmentant indéfiniment, il viendra :
b'=a'(cosC +sin(Gcotd)
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ou :
b' sinAcosC+sinCcosA  sin(A + ()

a' sin A sin A

Mais nous venons de voir que
A+DB+(C=m
par conséquent,
A+C==~—DB
sin(A + C)=sin(r—B)=sinB

On a dong, en définitive :
b' sinB

a'~ sind’
formule déja trouvée.

Les triangles sphériques rectangles donnent lieu a
dix égalités qui servent a leur résolution. On les
obtient en faisant dans les formules relatives aux
triangles quelconques A, par exemple, égal a 90°.
On trouve de la sorte :

cos = cosb cosc tang b = sinc tang B
sinb =sinasin B tangc = sinb tang C
sin¢ = sina sin G cosa = cotB. cot ¢
tangb =tanga cosGC cosP =sin G cosb
tange = tang a cos B cos (. =sin B cosc¢

Chacune de ces expressions, transformée convena-
blement, conduit & une propriété importante du
triangle rectiligne rectangle. Nous nous bornerons,
pour ne pas allonger inutilement cette communica-
tion, a citer les propositions auxquelles on arrive en
traitant, comme nous l'avons fait précédemment, les
formules ci-dessus, suivant leur rang.
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1o Le carré de 'hypoténuse équivaut a la somme
des carrés des deux cotés de angle droit. (Théor¢me
de Pythagore).

20 Un coté de I'angle droit est égal a 'hypoténuse
multipliée par le sinus de I'angle opposé.

3o Un coté de I'angle droit est égal & 'hvpoténuse
multipliée par le cosinus de 'angle adjacent.

4o Un coté de l'angle droit est égal a l'autre coté
multiplié par la tangente de l'angle opposé au pre-
mier coté.

Ho Les deux angles aigus sont complémentaires.

Les théoremes relatifs a la résolution des triangles
plans doivent done étre envisagés comme de simples
corollaires de ceux qui se rapportent a la résolution
des triangles sphériques.

Les dix formules qui précedent et qui concernent
les triangles rectangles offrent un grand avantage :
c’est de se préter toutes au calcul par logarithmes.
Il n'en est malheureusement pas de méme des rela-
tions établies entre les éléments d'un triangle quelcon-
que, a I'exception de celles qui expriment que les sinus
des cotés sont proportionnels aux sinus des angles op-
posés. (’est pourquol on a cherché a les rendre pro-
pres au calcul logarithmique.

Soit, par exemple, 'expression fondamentale :

cosa=cosbcosc +sinbsinccos A

Elle donne tout d’abord :

cosa—cosbcosc

cos A= e
sinbsine

valeur qui, substituée dans les formules :
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A ¢1—cosd A 4f1+cosd
SIDQ—*= —g— et cos g == ——2— y

permet de déterminer 'angle A, au moyen de la rela-
tion générale :

A AR =
tang 5 = Vsl (p—D)sin(p —o)
Z sinp sin(p—a)

p désignant le demi-périmctre du triangle considéré.
Cette expression peut aussi s’écrire :

— 4/ Rsin (p—0b) Rsin (p—c)
°2 Rsin p Rsin(p —a)

)

et si R augmente indéfiniment,

tang A_Y Q’_m_b) (p’ — )

P’ étant égal a
a'+b'+c

9 oo

. A g
On fait usage de ces valeurs de tang 5 lorsqu’il

s’agit de résoudre un triangle quelconque connaissant
les longueurs de ses cotés. On a entre autres recours
a la derniére dans lous les cas ot le triangle en ques-
tion est tracé sur la surface d’'une spheére de rayon
infini, c¢’est-a-dire sur un plan.

Vovons pour terminer ce que deviennent les for-
mules de Delambre-Gauss et les analogies de Néper
dans I'hypothése d’une sphére de rayon infiniment
grand. Nous ne mentionnerons, parmi ces diverses
relations au nombre de huit, que celles qui condui-
sent 4 e nouveaux résultats.
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Soient donc les deux formules de Delambre :

sinA_B %ina-b Rsina_b

2 “ 2 2

coSs ‘ sin c R sin ¢

~ e 2 2

A—DB . oa+d . a+b
COS—p— SMl—p— Hsin—
¢ T ¢ = . G
sin sin R smg

Pour le plan, ces relations deviennent ;

. A—B
S
G - ¢
COS{)“
et
cosA_B
9 a'+b'
. L
sin —

2
Des quatre analogies de Néper, la suivante :seule
fournit un résualtat quelque peu différent de ceux que
nous avons trouvés jusqu’icl. Soit :

tang ATB sina;b Rsina:b
C ~ . a+b , .a+"b
cot ) sin 5 R sin 5

Si R tend vers l'infini, nous savons déja que les

. a+b ;
5— et Rsin—;— deviennent respec-

dd s

produits Rsin
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tivement _;b et < ;b . Il s’ensuit que I'on peut

poser :

A—B |
tang ~ gt

cotg Ta + b
2
ou, en remarquant que :
C A+ B
g =N—=5
tangT_a,_b,
A+B a' + b
tang 5

Les considérations qui précédent montrent jusqu’a
I'évidence qu’il y a encore beaucoup a faire dans le
domaine si vaste et si fécond de la trigonométrie.
Selon nous, I'enseignement de cette science est loin
d’avoir revétu-sa forme définitive. Les mathématiques
ont accompli ces derniers temps de tels progrés et
ont pris une telle extension qu’il n’est possible de les
étudier d’'une maniére un peu compléte qu’a la con-
dition d’en abréger les opérations et d’en simplifier
les méthodes. Les découvertes des géomeétres moder-
nes nous en fournissent les moyens et ces moyens se
nomment infini, imaginaire, dualité. 11 n’'y a qu’a
vouloir s’en servir en faisant fi de I'esprit de routine,
ce fléau de l'enseignement. Souvenons-nous que la
science avance et qu’elle devient tot ou tard insaisis-
sable pour celul qui ne s’applique pas a la suivre pas
a pas.

BULL. SOC. SC. NAT, T. XIII. 16
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