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Séance du 21 novembre 1895

RECHERCHES

sur le calcul des forces perturbatrices dans la
théorie des perturbations séculaires

Par LE Dr Louis ARNDT

Dans ses recherches intitulées : Determinatio atlruc-
tionis quam in punctum, etc., Gauss a établl un théo-
reme qui permet de déterminer les perturbations
séculaires des éléments de l'orbite d’'un corps céleste,
si on ne considére que la premiere puissance des
masses. Il suppose que la masse du corps produisant
la perturbation est distribuée sur son orbite de telle
maniére que chaque élément d’arc recoit une partie
de la masse proportionnelle au temps pendant lequel
la planete reste dans cet élément. L’expression de
I'attraction de cette masse, exercée sur un autre corps
céleste, représente la partie séculaire des perturba-
tions.

Si ds désigne un élément d’arc, m, la masse du
corps perturbateur, U, la durée de révolution, r, le
rayon vecteur et v, la vitesse instantanée, le potentiel
de cette distribution de masse peut étre représenté
par I'expression suivante :

ds m,
r, O

b
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dans laquelle 'intégrale doit étre étendue a tout le
tour de l'ellipse. Les dérivées partielles de ce poten-
tiel représentent les composantes de l'attraction. En
remplacant 'anomalie excentrique par une autre va-
riable d’intégration, on peut donner & ces composantes
une forme complétement intégrable. Pour obtenir ces
expressions, on a besoin chaque fois de résoudre une
équation du troisieme degré. La résolution n’est pas
difficile, mais devient trés incommode si 'on doit
calculer les composantes un grand nombre de fois
pour les différentes parties de 'orbite. Les recherches
suivantes montrent qu’on peut éviter la résolution de
cette équation et représenter les composantes de la
force perturbatrice par l'expression :

Aw + B,

ou A et B sont des fonctions rationnelles des coeftfi-
cients de I’équation du troisiéme degré, et ou v et g
sont les périodes des fonctions elliptiques de la pre-
miere et de la deuxiéme espece. Les périodes peuvent
étre exprimées par des séries hypergéométriques, dans
lesquelles la variable est I'invariant absolu des fonc-
tions elliptiques. Pour faciliter le calcul numeérique
des forces perturbatrices, j’ai ajouté a ces recherches
une table assez étendue qui donne ces séries hyper-
géométriques pour toutes les valeurs de variables
entre 0,000 et 1,000.

Soient R, U, Z les composantes de la force pertur-
batrice; R agissant dans la direction du rayon vecteur
r du corps perturbateur, positive si r est augmenté;
U perpendiculaire au rayon vecteur, positive dans la
direction du mouvement; Z perpendiculaire au plan
de l'orbite. () désigne la longueur du nceud, ¢ I'incli-
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naison de l'orbite sur une écliptique fixe, a le demi-
grand axe, e l'excentricité, p. le mouvement moyen
diurne, » la distance angulaire du périhélie du nceud
ascendant et u=—w -} v; v, K, M 'anomalie vraie,
excentrique et movenne.

D’aprés la méthode de la variation des constantes,
on trouve les équations suivantes :

R ap. Sec o :
sine. (Y = —— L prsinu.Z
( sz) 1 +m 4
) (. SeC ¢ .
8¢y = OBV pcosu.Z
1 +m
a? . COS .
(e) = bk i Ism v. R+ (cosv + cos ) D'l
I +m l ]
oy @Fpcoso _ r\ . ,[
ew,)) = ———J—cosv. R+ 1+ sinel
1 +m ] p |

(Bw) = (Buwy) —cos?(8(L)

3a? p2 | :
(Bp) = — el —’BSill’L‘.B-&-ﬂUl-
(1 +m)cosg | 1 ]
2ap.
MY = _— . R su) di
@) 1+m7 +f( *)

Dans ces formules, les composantes de la force
perturbatrice contiennent la masse m, du corps per-
turbateur, mais non multipliée par A* (constante du
systeme solaire). '

On voit que ces équations différentielles sont de la
forme :

@) =, R+, U + 2,7,

ou les quantités ® ne dépendent pas des éléments du
corps perturbateur.
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Les trois composantes R, U, Z sont fonctions de
lanomalie moyenne et peuvent étre développées, d’a-
prés la théorie des séries de Fourier, en séries des
sinus et costnus des multiples de M et M,. Les termes
de ces séries, qui sont indépendants de M et M,, don-
nent la partie séculaire des perturbations, de sorte

(qu'on a pour la variation séculaire de chaque élé-
ment :

D 8 )
[ —2'-

)
T ff(cpl R+ @, U+ o, Z)dM.dM, .
o 0

Si on désigne par J l'inclinaison des deux orbites
et par K et K, la distance entre leur point d’intersec-
tion et I'écliptique, on a les équations :

i 1 il ]. > ‘- 1 . N o 1 - -
sin- J. sin =y (K + K,)=sin = (§&y — §2) - sin T (¢, + 7)

P NP, Qe N e g ;
sin 5 J. cos 9 (K + K,)=cos 'y (Ch =52 sin = (G, — 9)
cos L J. sin - (]1'-—-]()—s‘in_1._ Y aae L
08 - sin - (K — K,) = sin - (Qy — §)-e0s - (4 + )
c0s - J. cos - (K + K,)=cos 1 8 cos L (5, — ©)
s ] ' £ | 2 (\S 1—52)' el 2 |

~

Soient L; et B, la longitude et la latitude du corps
perturbateur par rapport au plan de l'orbite de l'autre
corps, on a, en posant I + v =1{:

g =rBcos(Ly—1), ny=r cosBsin(L,—1), {,=rsinB,.
cos B, . cos L, = cos (11, + v,)

cos B, . sin L, =sin (11, + ;) cos J
sin BB,

Il

sin (1, + »,) sinJ
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Pour simplifier les formules, nous poserons :

—sinI,.cosJ=A.sinA"; —sinl, = Bsin B’

costl, = AcosA’'; cosq,.cosd = Bcos B’
Aa,cos(A'+ 1 +v)=Ac; Ba,cosg, sin(B'+ I +v) = A;
— Aa,sin(A'+ 101 +v)=B.; Ba,cosg, cos(B'+ 1+ v)= B;
@, sinl, sind = G ; @, cos @, cos I, sinJ = (;

Ensuite des équations :
r,cosv, =a, (cos B, —e), »,sinv,=a,cose, sink,
les trois coordonnées peuvent étre représentées par

les expressions suivantes :

& = Ac(cos E, —e,) + A;sin E,
1, = Bc(cos B, —e,) + Bysin E|
¢ == Cc(cos E, —e,) + C;sin E,

et le carré de la distance des deux corps célestes :
A = (B — ) + q] + (]
prend la forme :
A2=A,—2B,c08(c—E,) + C,cos* K,
ou 'on a posé:

a’+1r*+2erA.=4,, ea?+rA.=DB,cos¢
r.As = B, sine, a2e’= Co.

Aprés avoir remplacé I'anomalie moyenne par ’ano-
malie excentrique, les composantes de la force per-
turbatrice sont de la forme :

)

R U Z=~—
A3
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Comme on 'a déja mentionné plus haut, l'intégra-
tion par rapport a l'anomalie excentrique du corps
perturbateur peut étre exécutée. Apres I'avoir effec-
tuée, c’est-a-dire apres avoir formé les expressions :

1o
1
Ry lef}z(l-e, cos E,) dE,
0
2
T 1 g D , .
o= o f U1 — e, cos E,) dE,

]

RTmy

(

T
il fza—e1 cos E,) dF,

les variations des éléments :

At

3¢; = —— | (&, Ro + &, Us + ¥, Zo) dE

T
0

s'obtiennent par la quadrature mécanique.

Il s’agit maintenant de former les expressions des
quantités Ro, U, Z,. D’aprés Gauss, nous introdui-
sons T comme nouvelle variable d’intégration par les
équations :

Ncos B, =a +a; SN T+ a,cos 7'
Nsin B, =8 + 8, sin 7'+ B,cos T
N=y+y,sinT+y,co8 T

Les neuf quantités «, §, vy doivent étre des cofficients
réels, si I'on donne a la variable 7T des valeurs réelles;
on a donc I'équation suivante :
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(@ + o, Sin 7'+ a, o8 T)* + (5 + B, sin T+ 5, cos T)?
—(y+1sinT +qy,c08 T2 =

Comme cette expression doit étre indépendante de la
valeur de 7, il faut qu'elle soit identique avec l'ex-
pression :

k(cos* T+ sin? T'—1).

(ette condition sera remplie si les coefficients «, 8, v
satisfont aux relations suivantes, en posant k=1 :

a9+[39-—79='1; ““1""5?’4—1’?1:0
4B g bt agg + By — Yy, =0 - - 1
ag? + B — vt =15 ey + BBy —v1 =0
D’autre part, il faut que Pexpression :
(xcos E, + Bsin £, — y)? — («, cos E, + B, sin B, — 1,)?
— (ayc08 By + B,8in B, —v,)>=10
soit identique avec 'expression :
k(cos* E, +sin* K, —1).
de sorte qu’on trouve les relations :

2 2 2 .
@ —a—oy=—1; af—a,f, —a,f,

1 i O
p—p—p=—1; oy — oy — oY =0 - - 2
g =1 W—Bn—Ry=0

Pour obtenir encore d’autres relations, on dispose
des neuf coefficients de telle maniére que le carré de
la distance entre les deux corps célestes soit donné
par I'expression suivante :

N:A2 =G — G, sin* T+ Gy co8® 7.
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Par suite de cette équation,

Goa2— Gia} + Gyog=0Co; Gaf— G0, B, + Gyoy8,=0

1R—G 8 +6G8=0; Guy— Gy +Gya,y,=DBocose |
B 9 2 -

Gy — Gy + Gyy, = Ao; Gy

GiBy ) + Gy By v, = Bosine

Si 'on ordonne ces six équations en trois groupes
de la maniere suivante :

a.(;a*li.(;'a{ +12.G.‘£12= (1'0

Q.Ga_ﬁl.G|ll+ﬁl.sz3=0 * ; : * 4

voGa—n~, .G oy + vy.Gyay = Bocose

e 4 a1.(;“3|+1)_.(;2‘3_,=0

B.GR—B,. 6B +8,.6,8,=0 =i D)
'

a.Gy—oa, .Gy + ay. Gyya=Bocosz

o

r-G‘r—-‘Sl-(;!"{i+;ﬂ2.[;2ﬁ{2“—“—_‘B{)Sin5 2

1o Gr— 0 Gty + 1 Gy = Ao

et si on multiplie les équations de chaque groupe
respectivement par 42, + 3, +7, on tire de chaque
groupe les équations :

Go = — Coa + yBocose
G8 =y Bosine SEL
Gy=—aBocose —BBosin: + 1 Ao
de méme :
(Fyay = — ay Uo + vy Bocose
GBy =y Bosine PR
Gy =—ayBocos s — 8 Bosine + v, Ao
et:
— Gyay = — a9 lo + 13 Bo cOS ¢
—- G385 = v, Bosine RSl o

— Gyya= — 23 B0 c0S e — B3 Bosine + vy, 4o
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En combinant ces trois systémes d’équations, on
obtient une équation du troisiéme degré, savoir :

@) (@ — Ao) (@ + Co) + B3| + B Cosin? E=0
ou:
$3—-Pi$+P.EJ/'—P3=O.

en posant :
Pi=Ao— Co, Py=B —AoCy, — Py=CoB:sin2E.

Les racines G, G, (, de cette équation sont réelles
(G et Gy positives, et G, négative).

Pour les composantes de la force perturbatrice,
nous avions trouvé les expressions :

27t _
my. Ro = -;;EJ { Ac(cos By —e) +~ Assin By —r } (I —ecosE)) -%l%"

0

}- (1 —e cos E, %?

0
my Us 7}_}_—‘[‘ ]IB,-(cos E,—e) + Bssin E, —r
i~ ‘
0

2
1 Y e M = . d-E'l
0

En remplacant la variable £, par la nouvelle va-

riable 7, chacune de ces expressions se présente sous
la forme :

my Zio =

27
1 [ rTa+rgsin2 T+ rec0s2 T aT
) (6 — Gy sm2 T + Gycos? ')

0

ou 'on a posé :
T=fy2+b.ay+ h.By—d.af — [.a?
T, ws a2 4 0od0 N8y, — 008, — .42
Po=JS.1% + b.ayys + h.Byys — d.a,B, — l. a2
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les coefficients [, b, etc., prennent les valeurs :

pour R, Us Zo
JS=—Ace,—r, — B¢y, —- Cee
b=A:(1 +ef)+re, Bc(1+ef), C(1+¢e?
h=A;, B.. Cs
d=Ase, Bse, . Cs e
[ =Ac¢, Beey . Coe

Si 'on pose :

x V(G — Gysine T+ Gycos2 T’

on a:
oW _ 1 [‘_ al
o6 2:) V(G—G1 sin2 T-r-G;H) 082 T):‘
oW : ILQ— sin2 7. dT
ol : 1/((}-— Gysin2 7'+ Gy cos2 T)?
ow _ 1 I"'_‘J_ co2 7.dT
ol e 1/(6‘_,. Gysin2 7'+ Gy cos2 T3

et 'expression V se réduit a :

’

o L(r 2Ny O oW
CS’G 661 C’Gg

Il s’agit maintenant d’exprimer ces dérivées par-
tielles par les intégrales elliptiques completes.
Dans ce but, je pose :

sin??l=¢ el ——- ==k (module);



il en résulte pour les limites de I'intégrale :
t> ]

l=o0 pour T=o

[l=+1 pour T=—:—
et comme : ar= ! odt
Vt(l—t)
0on a.:
1
Lo L A dt
ol 2 (G + Gy) 2
(G + G J 30— 1 (1 — ko)
1
ow _ 1 1 f L.dt
g ‘W+GW“vHU—QU—MQS
a ST § I (1 — 1) di
C;GQ 2 (G+F2) ]/t(l—*-t)(l at)'i

Afin de pouvoir effectuer 'intégration a I'aide des
fonctions de Weierstrass, je pose:

et st (s — &)

[
1787 =™ (s —Gy)
P T

ou la quantité s désigne une nouvelle variable et les
coefficients m, m,, m, représentent des constantes
arbitraires dont je puis disposer.

Par différentiation de ces équations, on obtient :

2
ui%ﬂ TS Sy ——ms

1 —®p
((ILTH—_ Al")t;lt = — myds
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Il résulte de ces équations que:

my =m. iy mg=m. =0
Gy + Gy’ = G, + G,

G+G, s—0G,

G+Gy, s—G

et 'on obtient pour les limites de 'intégrale :

l=0 ....8=61
t=+1 & o 8='_HG2

Si je fais maintenant :

1
m_G__‘{z: (G + Gy) (G—Gy) (G + G)=C
et: =
Vils—6) (s—G)(s+6) =18,
on a:
— @
O“‘r G.i"i"GQ L de\' ( G)
Tk s 1 —= 8=
oG ( . I/S
— G
CLAR s W T
oG . Ve 8 —=itry
: J V8
e
oW G,— G (* ds
A b SO

: g V8
En introduisant 'intégrale elliptique de la premiere

espece :

ds

(s —e)(s—e)(s—e)

o f
put *

comme nouvelle variable et en considérant les for-
mules:
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S*Gr—'ﬁau'_eif 8—G1=9N—€g, 8+G2=9u_—€'3
et 3—_—6,7”, Sgw=(1_“ b')(“)"'w'):'eﬂs pw'=€3

on obtient

(.l)'-'-(.!)

¢ W
G1+GQ gG J(9“'—81)(1“—"'—'(64&4-——((9-{-(0) —((') )

W -+ (0
C ow_ (o AR
paz -l L L —& 1)
(,!)’
w+w

C oW i o ' _'_,_g:w,
&= G'OG;_mil(Qu__QJdu_' (eﬂﬂ+‘7(w w’) 6( ))

ou g et 0 désignent les fonctions weierstrassiennes, et

w, o, 7 et 7' les périodes des fonctions elliptiques.

D’aprés la théorie des fonctions ¢, on a les relations :
ag' a’

L _ O .
= (0 +0)=x%+7 5 2 =1

de sorte qu'on obtient finalement pour les trois dé-
rivées :
a “7 (T1 mpa (7)

o6 - ¢ law- )
oW p+(x,
_O(Tl - (l (e.’w - 71)
oW G,—@G
56, =" g (Bw+n)

et pour les composantes de la force perturbatrice :

2 ‘ G +(..) p (1)
T:i 1(‘ v i (81(')+T)+[ _z“ (E)w-{*'f‘)
(T _(7
% Fp— 1(‘ ((’{cu+'r)}
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Les trois quantités ¢ doivent remplir la condition
suivante :

€+ €y +e,=10
et si 'on pose:

on a:

€1=G*T1;P13 €2=G1‘“’;_13*P15 e3=—G2_iP1
Pour simplifier la formule, je pose encore :
A=(Gy+G)T + (G +Gy)T, + (G4 —G)T,
et

0= (G4 +G)Gr + (G+Gy) G 1, —(Gy— ) G,r,,
de sorte qu’on a:

2 1A C)
Bl LB 2]
w l & 3 e ]

Les quantités e et A contiennent encore les racines
de I’équation cubique, qui doivent étre exprimées
par les coefficients de cette équation. Dans ce but,
on forme les expressions suivantes :

Aj=—1T+T + 1y
]}1 = GI‘_G|I‘1 == Ggl‘g

i N
(:i = = = &

(Tv"*‘ Tf—'G.3=P{
(;G]_GGQ_GiG:z:PQ

GG‘] Gﬂ &= Pfl
D’apres les formules de la page 11, on a :

Ay=J (=1 +1i+13) + b (—oy +a vy +ay7,)
+h(—8y+ BiYy + B8av0)— d(—af + % By - “aﬁa)

—[(-—a'3+af+a§),
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expression qui se réduit a :
Ai = "'—f‘_ l

si I'on prend en considération les formules de la
page 12; on obtient pour les trois composantes :

A1=+7'. 0_. £

Les mémes formules donnent pour la seconde quan-
tité B, I'expression suivante :

B, =f(GT9'—G-1ﬁ+G°Yo)“‘b(G“Y Gy 1?1"‘92“272) :
+h(GBY—GByYy + Gobate) — d (GaB— G2 By e G gﬁe) .
— (Gt — @& + Gyd);
qui se réduit q :
Bi =f.Ao+b.BoCOSE +]&BoSinE"—-l.Cﬁ.

Cette équation parait la plus commode pour le cal-
cul numérique des quantités B} et B}; pour calculer
la troisiéme quantité By, il est préférable d’introduire
les valeurs primitives, de sorte qu’on obtient :

1 : - in ¢
Bl =—1 r.a; cos? o, sin?J.sin 2 (I + v) —r? ey Be.

Il nous reste encore a transformer lexpressmn de
la quantité C,, savoir :

Gi=f(£ L+Y2) +b(a7_“!7{+“9Te)

G G, G G @ G
h(ﬂ_ Bave 39‘@) —(l(_".‘ﬁ_iifﬂ..J,:‘a_?‘g)
G 6 & G & G,
0 2 2
_z(_“_‘_“_1+f2-)

& Gy Gyl

BULL. SOC. SC. NAT. T. XXIV 2
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Dans ce but, je multiplie la premiere des équations,
page 10 :
Ga?— @} + Gaa2 = (o
par I'équation :
G+ G —Gy= P,
puis I'équation :

2

@,

2
+a; —a? = + 1

par :
GG{ T GGQ — G»IG;J e Pg

On obtient par l'addition des produits I'équation
sulvante :

GQG:‘GL_) —"d? GGQ e GEGG*I = =+ })..._) -+ P1 (J'U +f1§ Gg -+ CLE';G‘-:—&QGQ
Les trois termes au carré du second membre de

cette équation peuvent étre remplacés par des quan-
tités connues, en multipliant les équations :

Ga=— Coa + Bocosc.y par — Gu
Gi“i =— Coay + Bocosey, par Gz,
Gaay = + loay— Bocosz.y, par  Gya,

et en additionnant les produits :
ga;" g G‘i a.f N - ,':‘;— Bg cos?:

et aprés avoir divisé cette expression par :

GG Gy=—2P,
on obtient I'équation finale :
i : 2qine
Eg__a_l+gg_:"_lm(})9+1)1(l‘g""Cg——BgL‘OSea):n Bosm =
G Gl G2 P:s = Pa

D’une maniére analogue, on déduit les expressions
sulvantes :
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2 2 2 ‘
G G, Gy <

02 = a&?‘ + “&Ee — . Bysinczcos:
ay _ ayy . %Ye _ Bocos: " AY—0
ot - —p B4
BY _ pl Ty @379 - Bosine _ i Co Bo sin ¢
28 G, - - T ) (P — Ao) —P,

Les trois termes quadratiques dans I'expression C,
se présentent sous la forme :

I ay Gy afl a?

Y _ Y %174 By % By “_i
A A A A R
Ty Y2 %Yo Ba¥o %Py %
B Al 6Ty i

En additionnant ces trois équations, on obtient
I’expression générale :

— P, Cy = Bosinz(d.Bocose—1.Bosine —h. () ;
aprés avoir remplacé les coefficients d, &, I par leurs

valeurs page 12, cette expression, pour les trois com-
posantes, se présente sous la forme :

TR — 0

1
—_— Pa;CiJ = A:?‘ze{ (Ach""AsBc)"_" As?‘ae‘A. B a% cos P4 COS(A'— B')
— })3 Cf == A,c?';")ei (A('Gs Yy As CL‘) .

A laide des valeurs obtenues pour les quantités
A, B, C;, on peut développer les coefficients :



A=(G, +G)r + (G + Gy)Ty + (G, — G)Ty
et
8= (G, + G3) GT + (G + Go) 4Ty + (G — Gy) GoTy .

D’apres Halphén', on tire de I'identité :

oot - Y 1 1 | Ar it T

1 .

; GG —G|.|¢ TG = P, 3 P2-2P,
| 1 1 g # =i R S

1 : : " '_P:{ 4

I'expression suivante :

A . 2 ; ] J
——.C2= A (3PP, — PiP, + 2P3) — B, (P,P,—9P)

c
—2C, P, (P —3P,).
Si I'on pose:
PP, —9P, =
P2—3P,=)
on obtient donc :

R

‘ 1 :
\U

(, .C2=NP,.C] +pBY

Z

A Vi :
- (2 = 20 P 01 + PHT '

A

Le calcul du coefficient €? se fait de la maniéere
sulvante :

Si ¢, et g, représentent les invariants de I'équation
cubique, dont les quantités (= sont les racines, I'ex-

"essi 2 —927¢2 le discrimi d Squa-
pression ¢, — 2/ g; sera le discriminant de cette equa
tion, et on aura :

1 Halphén, Theéeorie des fonctions elliptiques.



G

1

AT et
(2= (G + Gy)2. (6 — G2 (G1 + Gy)2 = “-; (93 —2193).
En désignant par ¢ I'invariant absolu, on obtient:

. 27
(2_"7 J%((/ 1)

ou les invariants ont les valeurs respectives :

g«z=“g_)‘
2o

gy =g7 (2F1A—3p)
9;

f =
27 95

L’autre coefficient e s’obtiendra a.l'aide de 'identité :

}GI’ —Gil‘1 G21‘51 i 1 i 1 EB'! ‘—A1 A |
1 & Lk | /

L 1 | |Gexb _Ge+6 6,6 |, =B —G

1 G G (o S

sous la forme :
8.2 (P]—38PB)=AP,P,—9P,) + C(PA +3B)

ou:

Pour effectuer le calcul de I'expression :



N < )

2§ P -
redd(o—) v ot

il nous reste encore a calculer les intégrales ellipti-
ques » et n. Ce calcul se fait d’aprés les recherches
de M. Bruns!.
Si g, et g, désignent les coefficients de I'équation
cubique :’
s’ —gas—gy=10
et ¢ I'invariant absolu, M. Bruns pose:
—k, .3 A
w=Qf; 6.033 el n=Hgye
et trouve pour les quantités ¢ et 11 les équations diffé-
rentielles suivantes :

i 22 v sy 49 55
y(y—l)““——+("§9"—§)%—+*1ﬂ9=0

dg,
23 (\ 0B 5
90—D55+(59—5) g~ 1= 0

ces équations correspondent a I'équation différentielle
de la série hypergéométrique de Gauss, savoir:

:c(:c—-l)—d{-;-’iq- (#(x+ 8 + 1) —7) ZF v 8. F=0;

on pourrait donc poser :

g =7, F(l) 1—)24_,;—-'(})
1,

B = C"F(T:Q"’ o 9)

ou C et C’ représentent deux constantes.
En prenant en considération les relations :

1 Bruns, Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster
und zweiter Gattung.



Fla,8,7,2)=

kq[ L)T_ —# b<1_“°‘:f““)(—°‘_g+] :C;—l)

.Q""\.

on obtient pour les deux quantités ¢ et H les expres-
sions suivantes :

1 1
ETY TN 1.5 o
=10 27 lz.gg 4 F(_lﬂs—lfeai’g_g‘*g)

1 1
Y ST a ¥ Y |
H= (27 wggw(ﬁ--lgqyg )

Pour déterminer les constantes € et (', on pose:

g=1,9,=1 donc g, =3;

dans ce cas, on aura:

e, =1,=¢=—5 k=22
' i S $ € — €

‘TI
= \/{e?—:_ez_,—‘ f\/! By %m% V /6

et comme:

7
? - e{w + 7
de \/1 — k2sin2e = ——=
¢ Vé— €
0
on obtient : =
Ky

Les intégrales elhpthues se calculent donc d’apres

les formules
. —{—F(Li .,’_.v_—'l)

%= /~ Up) 127127 P

Vi
g ilfv ‘7 1 1 g_l
Vrjl‘*%— Ye FU R DR g i




Pour faciliter la détermination de ces quantités o
et =, j’ai calculé une table qui donne pour 'argument

e z les deux séries hypergéométriques:

9
v 1 5] ) 3 7 1
]{w(ml‘_e‘—lr‘ji'm) et F (1) 1 ,1,37)

s 1
Si 'argument de ces séries est > —-,

leur conver-
gence est petite; pour ce cas, j’ai effectué le calcul
de la table de la maniére suivante:

La somme de la série hypergéométrique dont I'ar-

gument est 1, se représente par I'expression :

r'(y).r(y—p—ua)
L(y—a).T(y—B)

F(z,B,7,1) =
ou d’aprés Gauss:
_mG—)nG—a—p—1)
O(y—e—No@y—E—1)"
dans ces formules r et 1 ont la signification connue.
Pour quelques valeurs spéciales on a:

M) =1,0(—5)=y/= el ()= p.0(—1)
de sorte qu'on obtient:

F(J_ 5 4. 1) Ty

S b 144.n-({ Ju (—il)

3
o8 1 5./ %
L, — L) . Ea
12 12 o ( 5 n(—!—)
19) 15
Les logarithmes des fonctions T se trouvent dans
une table calculée par Gauss!.

LR

1 Gauss, Disquisitiones generales circa seriem, ctc. Werke II1.



En introduisant au lieu de » 'argument 1 — z, on
a la relation générale :

F(a, ﬁ,ﬂ(,.’b’)ZA.F(a,a. +f—y—1,1—0)

; e B(1 _‘,E)T _a“B - bT(Y——a,T——Fi,‘Y—a—s—i-‘l,’l—."1'),
ou
A BB —a—f—1)
0{y—e—Ljuly—f—1)
p_ B—NO@E+B—y—1)
O(e—1)I(B—1) '

On aura donc, pour les séries hypergéométriques dont
nous avons besoin, les expressions suivantes :

~ 1 = [) 5 = . hl 1 A 5 = 1 2 3
I{w(_ll’__]_?— l.uU)—A"]’(-l—z 12 "r'i—'.’f)
1

+ B, (1 —m)?_ﬁ’(J-.!'-v L —jl ——:r)

et
f 1 B 4 1 1
A{_lf(—1§ —133 1,1), Azzﬁ(l‘u3 ~iy ] 1)
1 1
B1 o ‘G’Ag Bﬂ == *‘;AI
log A; = 0,040 77266, log A, = 9,939 19972 — 10;

Pour des valeurs de l'argument qui dépassent
0,980, l'interpolation devient inexacte pour un calcul
de sept décimales, a cause des différences supé-
rieures; il sera donc plus opportun pour un cas spé-
cial de calculer directement les séries, o l'on n’a
besoin que de quelques termes. Pour faciliter ce cal-
cul, voici les coefficients de ces quatres séries :



Fla,8,y,1—8)=1+r,(1 —2)+ (1 —@)2 + ¢;(1 —2)* +

(1—))

P

ey
ly ¢, 8.8%1 6375
iy 8.550 5460
@, 8.377 1602
&y 8.2563 9553
Cs 8.157 8823
e 8.079 2491
s 8.012 6888
€y 7.95% 9840
Cy 7.904 0532
Gy 7.858 4720

F(

26

7. 1 1
— -y (1
12 12 5 ))

8.987 7655 n
8.672 1280 n
8.267 0553 n
8.492 0937 n
8.365 1397 n
8.A87 1057 n
8.1196172n
8.061 2230 n
8.009 7599 n
7.963 755 n

£

F(

11. 1
——9 —9 ——-9
12 12 2

9.478 1596
9.249 5160
9.100 5639
8.989 9089
8.901 8194
8.828 62806
8.766 0164
8.711 3067
8.662 7260
8.619 0380

57 71%
12 12
9.478 1596
9.249 5160
8.901 8194
9.100 5639
8.989 Y089
8.828 6286
8.766 0164
8.711 3067
8.662 7260
8.619 0380

(1-2)

> —a)



Résumé des Formules.

sin —_I-Jsin—l-(K + K,) = sini—l)(gg1 )sm (z1 + 1)
sin —-Jcm (K+ K)) = w%—) (6§34 — §3) sin 3 (z,—wa)

—sin 1, cosJ = Asin 4’ — sin 1, = Bsin B'
cosmy = AcosA', cost,cosJ= Beos B

A.qcos(A' +1m+v)=A
—A.qsin(A" + 1 +0) =B

B.ajcosgsin(B' ~1u+0) =4
B.a;cosg cos (B + 1+ 0)=B
@y COS 3y COS T, . cosJ = G

a+ 12+ 2er. A, = A,
¢ga; +r.A; = Bycose; rd; = Bysine; diel=C,

1-—-An""" (); [)g:.B2 An 0 s —P3:Cr1Br2)Sin£S
P:—3P,=), PP,—GP,—=,

3

A A 2

fo=5) Pr=a @PA—3p), g=—2

g 27. 93
T s T A
= o—4 4Fm; T i gé‘lF'q
V12 ' V 1728
= x
log 77— = 0.22735456 , log ;—— = 9,6877639% — 10
; 8 4

12 ' V 1 128



R . R

On prend de la table les valeurs de F,, et F, avec
I'argument -

At=r, A3 =g, A==

i‘ = — A, (A¢-81 s 9') s B‘, c()sg(91 r + A, (1 -+ e?)\) -+ -A,unSiIls

—— A(CO€1
B = — 5 rd; cos? g sin? Jsin 2 (1 + v) —12¢; B

Bi=—A,Cce;+ BycoscC.(1 + €}) + € B,sine— C. C, ¢,

T P3 Cl: =0
— P, (] = A;12e; A Baj cos2 o, cos (A" — B)
o P3 Cf — As ?'9 81 (A( C.\- o A.s’ Cr)

A 27 2
(R=715"9s(g—1)

-~
o

—i)\ Pir + ¢ (B + ;Pir)

NP, Gy + pBY
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(L ¥ o
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+
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=

o 9]
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o
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N
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Ro=21"

l
l
e (‘*’—*‘ ‘f‘)

Pour controler ces formules, j’ai calculé les compo-
santes de la force perturbatrice exercée par la planéte
Vénus sur Mercure et j’ai obtenu les mémes valeurs
que M. Hill' a trouvées.

| oo

Zo = -

|
B

AN
et
o
e}
G
N

Apres avoir évalué les forces perturbatrices, le cal-
cul des perturbations séculaires se fait de la maniére
suivante : on divise en douze parties I'orbite du corps
céleste qui subit les perturbations, et on calcule pour
chaque point de division, donc pour E =0°, 30°,
...3300, les expressions suivantes :

H_ Erj,"s. ;
Q Zo, 1 sin u

H;=2Z,rcosu
H. = R,sinv + U, (cosv + cos E)

T .r g
Ho = — R,cosv + U, (1 e p) s
H —_ — 7. R() ~

M

Soient les valeurs trouvées H°, H', H? ... H'!.
Si I'on pose :

(H) =5 (Ho + H' + ... + H)

on obtient :

L On Gauss’ Method of computing secular perturbations. Astron.
Papers, vol. I, part. V.
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sin?. (883)" = E—?"m .apsece. (Hw)

m
(32)’ =1 +lm . @ pSeC o. (Hr,)

m
(e)" = 7 +lm . 02 pcos g. (He)

m
e (dw) = ]—:ifﬁ a?p. 008 9. (Hw)

@MY = T —2ap(Hy,)

(Bw) = 8wy — 08 7. 862

(3r) = 3wy + 2sin?- 383

(LY = M, + isini’i;_,am, + 2sin2 £.35

Nlt-u.
1

ou L désigne la longitude moyenne et = la longitude
du périhélie mesurée d’'un équinoxe fixe.



TABLES DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES

pour évaluer les périodes des intégrales elliptiques
de la premiére et de la deuxieme espeéce,
d’apres les formules :

T -1 e
w=7=—.¢90 4.F,; log7=—=10,22735456
V12 “* n g\4/'1-3
- = i F. | L 9,687 7639 4 — 10
3= : Ay g i——=9, 39 4 —
01728 - b g\71728

g, et g, représentant les invariants et

g -l
— . o4
27. g, q

9
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Holle oIS B erile]]

0.010
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.020
21
22
23
24
25
26
27
28
29

0.030
31
32

F
w

1.000 0000
0347
0695
1043
1391
1739
2088
2437
2786
3136

3486
3836
4186
4537
4887
5238
H090
5942
6294
6646

GY9R
7351
7704
8057
411
3765
9119
9474
9828
1.001 0183

0539
0894
1250
1606
1962
2319
2676
3033
3391
3749

107

Diff.

347
348
34K
348
348
349
349
349
350
350

350
350
351
350
Sol
352
352
352
352

393
353
353
304
354
354
399
354
355

356

S0
356
396
356
357
= )
357
308
308
358

E,
1.000 0000
0.999 9514

9027
8540
8053
7565
7077
6589
6100

o611

21
141
3651
3160
2669
2177
1685
1192
0699

0206
0.998 9713
9219
8725
8230
1735
1240
6745
6249

951592

Ay

&35
~1 1<
) '

31

=1
oy O QT
Lo = O <

ORI S
Lo
) &

3265
2766
2267
1768
1268
0768

0267

Dir.

486
ART
ART
A8T
488
488
488
489
489
490

490
490
490
A
AN
492
492
493
493
493

493
494
A%
495
495
295
196
497
A97

497
497
498
498
499
499
499
000
H00
H01

0.040
A1
42
43
A
%)
46
|
48
49

0.050
51
52
53
54
5D
a6

-

o7
a8
59

0.060
61
62
63
64

66

F
w

1.001 4107
4465
A824
5183
3942
5902
6262
6622
6982
7343

7704
8065
8427
8789
9151
9513
9876
1.002 0239
0602
0966

1330
1694
20568
2423
2788
3154
3019
3K8K5
49252

218

4985
5302
2720
GORS
6456
624
7193
7562
7931
7301

8671

Diff.

358
359
359
359
360
360
360
360
361
361

361
362

362

362
362
363
363

363
364

364

364
364
365
365
366
365
366
367
366
367

367
368
368
368
368
369
369
369
370
370

0.998 0267
0.997 9766
9265

3726
3220
2714
2207
1700
1193
0685

0177
0.996 9668
9159
2650
140
7630
7119
66O
6097

5985

o073
4561
4048
3535
3021
2507
1992
1477
0962
0446

0.995 9930

505
505
505
506
506
507
507
507
508
H0R

509
509
509
510
10
ol
511
all
512
512

213
513
ol4
ol4
215
215
215
o216
516
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0.080
81
82
83

0 DD
> QU > WO O —

0 O D
-1 o

o O

0.100
01
02
03
0%
05
06
07
08
09

0.110
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.120

Ifw Diff. F,q Diff.
+ s
10028671 - 109959930 -
9041 oo M3 Do
041 8806 © ”
0782 Lo 8379 [ o
10030153 ! 7861 °
. L oo R
0525 o 343 0
0897 Lo 6824 o
1969 °L= 6305 2.°
» 372 s, 1Y
1641 357 5T86 )
o4 T 59266 -
014 g-g S0 pon
9387 K746
Qe 59
2760 1) 4926 )
3134 Lo, 3705 ..
3508 Lo | 3183 20
3889 O 2661 227
b 599
4957 o) 2130 oo
4632 1616 0,
5007 - 1003 20
5382 o1 0570
5758 S10 0046 22
376 595
6134 100040521
es14 ! 8996 20
F. ) i e 020
6888 _ 8471 _
s, 011 dniE D
192065 1946 7
- Y - 526
1642 o0 1420 o
8020 oo 6303 2.
8398 L0l 6366 )
8776 °! 5839 27!
ee 3719 - H28
9155 _ . 5311
gsas 219 4783 OB
380 " 599
9914 4954
i 59
1,004 0203 59 3795 92
_- 380 . 529
0673 3196 _;
2 380 Y 530
1058 oo %66 .o
1434 2136
¥ 381 D 531
1815 oo 1605 o
2196 1074 2
o0 389 DIt 539
2578 939 0542 =20
2960 oo 0010
42 j 78 0%
8342 Lo5(0.9930478 0
3795 8045

DIIT T SAM o/~ wam m YWIY

x F_  Diff|
+=
120 |- 795
0.1201.004 37 5 383
2 408 g
29 4491 U
23 4875 .
| TR anE
24 5250 .
5 384
25 5643 985
2% 6028 1°C
- 3 385
97 6413 o-
98 6798 T°
")9 7[8% ':{8-:)
- 386
0.130 7)({) —
31 7955 037
39 8349 ‘.R;
33 R729 13;8
34 9117 :%Sf
35 0504 f_3 s
36 0892 1%88
37(1.005 0280
~> 389
38 0669 oo
39 1038 L0
0.140 lf‘LS 89
%1 1837 a0
42 9997 ‘_;;}l
43 2618 :%;)-1
& 3000 :.g'g.l
45 3400
DT 301
46 3791 06
47 83 o
e 392
48 4575 209
A 1 e
49 4967 o
Q200 9360 aq
ol Di0g
i - 394
52 6147
N Y394
53 6541 °
" _ 394
) 6935 )
e _ 395
o 7330 o
G5 e 39D
56 1725 205,
57 8120 239‘3
58 8515 00
59 ggy 590
397
0.160 9308

7
K|

0.993 8945
8412
7878
1344
6809
6274
73R
5202
4666
4129

3592
3054
2516
1977
1438

0898 ©

358

0.992 9818
9277

8736

8194

7652
7109
6566
6022
D4TR
4934
4389
3843
3297

2751
2204
1657
1109
0561
0012
0.991 9463
8914
8364
7813

7262

Diff.

033
534
534
D35
836
236
536
236
237

oo

538
538
239
539
240

s AL r Gl o G5 |
e
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g E R
(&) -
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543
243
544
Y
44
245
246
246
246

4T
D48
548
549
549
949
550
551
951
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0.160
61
62
63

=1 ~1 ~1 -1
© 00 ~a1 O Ot i~ W

-1 ~1

0.180

82
83
84
85
86
87
38
39

0.190] .

91
92
93
94
95
96
97
08
99

0.200

-I'T
w

1.005 9303
9704
1.006 0101
0499
0897
1295
1693
2092
2491
2891

3291
3691
4092
4493
4894
5296
5698
6101
6504
6907

7310
T4
8118
8523
8928
9334
9740
1.007 0146
0553
0960

1367

1775
2183
2591
3000
3409
3819
4229
4639
5050

5461

])A]‘/I

s
396
397
308
308 |
398 |
398i
399 |
300
400
400 '}

400i
401
401
401 |
402 |
402
403
403 |

F

LA
0.991 7262
6711
6159
5607
5004
4501
3947
3393
3838
3283

1727
1174
0614
0057
0.990 9499
8941

{382 U
7823 O
T
6703

6143

5582 |

5020

58 |
3896 . ..
8888 _ ..
2760 -
2205

1641

1076 ..
9]

0510

0.989 9944 .
9378

8811

8243 |

7675

7107

6538 |
BOGS
5308

4828

] |
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.

(1
or
~

,,
ot

hs e

e A l

1 Ot

Lg

ot Ot Or
~

T ":: O': QJ:
-’
QT U e~

(]
(@ p)

ot
Qr Ot Ot
-1 -1 3

L

QU T Ot T
@t on
3]

X

0.200
01
02
03
04
05
06
07
08
09

0.210
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.220

Lo
~1 & Ot

O D D LD
Nelie o

=)

)
o
=

o

32
34
35
36
37
39

0.240

r

(8
1.007 5461
o873
6285
6697
7110
7523
7937
8351
8765
9180

9595
1.008 0010
0426
0842
1259
1676
2094
2512
2030
3348

3767
4187
4607
5027
5448
5869
6290
6712
7134

i

1991

7980
840%
8828
9252
9677

1.009 0102

0528
0954
1380
1807

2234

Diff.

412
412
412
413
413
414
A4
A4
415
415

415

416 |

416
A7
M7
418
418
418
418
419

420
420
420
421
421
421
422

499 |

423
423

o o
(SN ST SR N )
v O O i i

HE
1o
=

426
426
427
427

¥

L

0.989 4828
4257
30685
3113
2540
1967
1394
0820
0245

0.988 9670

9004
8518
7041
7364
6786
6208
5629
5050
4470 |
3890 |

3309
2727

245 |

1563
0980
0396
0.987 9812
9227
642
8056

7470
6883
6296
5708
5120
4531
3941
3351
2760
2169
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T

-1 S U

a0

(p)]
5]

(=r}
P

(=2]
GO

jor)
o

=

] = =1 =] =] =]
~1 O O i~ Q) D =

=1 ~1 =1

© oo

=
8
S

F

=

A%
o662 128

498
3090 109

3519
: <)
3948 z;g
A3TT -
~ 430
4807 .,
i e}
51 i
e | |
o668 a1
6099 439

6531 _
5 A

6963 f?D
=205 432
JEVS: gia
18328 .
-
L3
P 4‘!‘{":&
3695 434
91929 .~
g DD
09564 435
9999 T
435

436

0870
436
1306 < ;.
—o 437
1748 .
ey -
2180 .
DO -
2618 .
SRy .
3056 .
orae 439
3495
; 439
3934 440
4374

4814

1.009 2234

1.010 0434

40,
440,

1~/
OBLu
5695 A4l
6136
6578
7020
02 e
7905 Wi
8349 ***
s 1
99237 e

9682

D,

442
442
442

444 |

0.987 1577
0985
0392

0.986 9799
9205
8610
8015
7420
6824
6227

2629
o031
4433
3834
3234
2634
2033
1432
0830
0228

0.985 9625

3562
2953
2343
1732
1121
0509
0.984 9897
9284
8670
8056

7441

604
604
605
605
606
607
607
608

9 608

609

609
610
611
611
612
612
613
614
614
615

81
82
83
84
85
36
87
33
89

0.290

1
92
93
04
95
96
97
93
99

|
0.300|

01
02
03
04
05
06
07
08
09

0.310

11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.320

Pw
1.010 9682
1.011 0127

0573
1019
1466
1913
2361
2809
3258
3707

4157
4607
o057
5508
5960
6412
6864
7317
7770
8224

8678
9133
9589
1.012 0045
0501
0958
1415
1873
2331
2789

3248
3708
4168
4629
5090
5552
6014
6477
6940
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