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17. Si l'on exprime géométriquement ces derniers résultats,

on en tire les indications suivantes concernant la forme
des courbes.

La courbe AM, à partir d'un point qui a pour ordonnée
0.05

l0gâÔ4
k zz 10 —— zz — 13.31, la courbe A'M', à partir d'un

.1.05h» —.—.° 1.04
0.01

l0g 0^4
point qui a pour ordonnée /£ 10 ¦ — 37.36,1a

]r\(y —!

M.04
courbe A'"M'", à partir d'un point qui a pour ordonnée

1.04AzzlO— -—-- zz —16, sont concaves par rapport à l'axe

horizontal. Les points M, M', M'" sont des points de

maximum.
La courbe A"M" est toujours convexe. Le point M" est un

point de minimum.
Les courbes AIVM,V, AVMV sont toujours convexes.

IV

Du rachat des terres par l'Etat. Formule d'amortissement

du prix d'achat au moyen du fermage.

18. Dans nos sociétés modernes qui sont, au point de vue

économique, des sociétés progressives, c'est-à-dire qui sont
des sociétés où le capital s'accroît et où la population
augmente, et dans lesquelles il y a plus-value de la rente, le

prix des terres est supérieur au rapport du fermage au taux
du revenu net et est, en outre, toujours croissant. Par con-
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sequent, ce prix est celui non-seulement de la rente actuelle,
mais de la rente future. J. Mill a donc tort de refuser et

Gossen a donc raison d'accorder aux propriétaires un droit
de propriété sur la plus-value de la rente qu'ils ont payée

en achetant les terres. La seule chose qu'on pourrait leur
contester serait le droit à une plus-value nouvelle qui viendrait

s'ajouter à la première. Voilà un point capital qui est

réglé par nos analyses précédentes. On a beaucoup reproché
aux paysans d'acheter des terres au moyen de capitaux
empruntés à un taux d'intérêt supérieur au taux du fermage.
On voit clairement, par ce qui précède, que cette opération,
effectuée dans de certaines conditions et limites, peut n'être

pas mauvaise et peut même être bonne, grâce au phénomène
de la plus-value de la rente. Il faut reconnaître que, sur bien
des points, les paysans savent mieux l'économie politique
que les économisles et que les gouvernants. Pendant que les

économistes discutent la question de savoir sur qui tombe

l'impôt foncier, les paysans, quand ils achètent des terres,
se font produire leur estimation cadastrale et déduisent

purement et simplement du prix d'achat la quote-part du

capital foncier afférente à l'impôt foncier. Et de même,

pendant que les économistes discutent la question de savoir
si la rente a ou n'a pas de valeur, les paysans achètent les

terres en raison non-seulement de la valeur actuelle, mais

de la valeur future de la rente. De là le prix relativement
élevé des terres qui, pour le dire en passant, nous fournit
une confirmation expérimentale éclatante de notre théorie.

Il y a grandement lieu de se demander si l'Etat ne pourrait

pas, comme le croit Gossen, effectuer avec succès une
opération qui réussit aux particuliers; mais, pour critiquer la

théorie de Gossen, il convient de lui donner d'abord une
forme analytique tout-à-fait rigoureuse et générale.

Soit A le prix d'une terre et le montant du capital em-
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prunté pour l'achat, a le montant du fermage à recevoir à

la fin de la 1" année, i le taux de l'intérêt net, z le taux
d'accroissement du fermage.

Dans n années, un individu ayant emprunté une somme

A au taux de i, et ayant laissé les intérêts de cette somme

se capitaliser au même taux, aura à son débit une somme de

A (1+0".

Mais, à la même époque, cet individu, ayant acheté une
terre dont le fermage initial est a et augmente de z fois son
montant chaque année, aura touché n fermages qui auront
été respectivement de a, a(l+z), a(l+zf... a(l+z)"-d. Et,
s'il a placé ces fermages à intérêts composés au taux de i,
il aura à son crédit une somme de

ß(l+2)"-1 + a(l+z)"-2(l+0 + «(l+z)"-3(l+02+-
+ 0(1+0"-'

-qqizr-'lì i {l+i) i
{l + iy

i +Ü+J2T11-o(i+z) |^ + (i+z) + (i+z)j+.„+(i+z)n_1j.
Nous avons vu (9) que la quantité entre crochets est une

progression géométrique dont la somme est

i .,(i +0"-(i +*)"_ L ^ (i+z)"-(i+Q"
(l + z)"-1 i — z — (l + z)"-i z — i
et qu'ainsi la somme obtenue est

..(1+0" -(1+2)"
tv ~~——~

l — z

Par conséquent, la somme restant due après n années
écoulées est

An A(l+Q"-o(1+i>n--(1+*>n. [19]
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Quand zzzi, l'équation [19] prend la forme indéterminée —.

Mais on trouve alors directement, en se reportant à la

progression dont la somme fournit le multiplicateur de a dans

cette équation,

An A(l+0" — an(l+On_1. [20]

Au moyen de la formule [19] on calculerait directement
telle ou telle valeur de An des deux tableaux de Gossen (5).

En procédant ainsi pour le second, de 10 en 10 ans, et

le complétant jusqu'à 80 ans, alors que A zz 100,000,

«zz3333.33, izz0.04 et zzzO.01, on trouve successivement

pour

0 Anzz 100000.»»
1 100666.66
2 101 326.66
5 103261.66

10 106288.33

20 111232.»»
30 113 723.33

40 112085.33
50 103 775.»»

60 84970.»»
70 49 960.»»

80 —9786.»»

En comparant ces valeurs à celles qui figurent aussi dans

le second tableau de Gossen, on remarquera quelques
différences. Elles tiennent à ce que le mode arithmétique de

calcul de Gossen, appliqué d'ailleurs avec une approximation

médiocre, comporte des écarts qui vont en augmentant
d'importance. Toutefois, cette circonstance n'a d'intérêt
qu'au point de vue pratique. Au point de vue théorique,
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qui est le nôtre, le grand avantage qu'il y a à posséder une
formule rigoureuse et générale consiste en ce qu'on peut la

discuter et étudier ainsi sous toutes ses faces la question du

rachat des terres par l'Etat. C'est ce que nous allons faire
dans ce paragraphe et dans les suivants.

19. Pour rendre cette discussion tout-à-fait claire, il faut,
clans la formule [19]

An A(l+0"-a(1+°.-(1+s)n,
i — z

considérer A, a, i et z comme des constantes et A„ comme

une fonction exponentielle de n. On peut alors représenter
l'équation par une courbe rapportée à des coordonnées

rectangulaires dont les abscisses correspondront aux années

écoulées depuis l'achat de la terre et les ordonnées à la somme

restant due à la fin de chaque année. En réalité, les sommes
dues étant arrêtées à la fin de chaque année, et les intérêts

se composant d'année en année, la courbe est discontinue.
Nous substituerons, dans la figure, à cette courbe discontinue

une courbe continue passant par les points de variation
annuelle.

Ainsi l'équation

1.04" — 1.01"
An zz 100,000 X 1.04" — 4000 X 0.04 — 0.01

correspondante au premier tableau de Gossen, serait
représentée par une courbe AN (Fig. 2); et l'équation

10 000 1.04" —1.01"
Anzz 100000X1.04" g- X QM_oof

correspondante au second tableau, serait représentée par
une courbe AN'.

Dans le premier cas, où le fermage initial suffit au paie-
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ment des intérêts, la somme empruntée diminuant par
amortissement dès la 2° année, la courbe, horizontale jusqu'à la

fin de la lro année, est décroissante à partir de ce moment.
Dans le second cas, où le fermage initial ne suffit pas au

paiement des intérêts, la somme empruntée augmentant par
emprunts nouveaux avant de diminuer par amortissement,
la courbe est successivement croissante et décroissante. Dans

les deux cas, elle vient couper l'axe des années écoulées aux

points N et N'. Il faut rechercher à quelles conditions il en

est ainsi. D'une façon plus générale, il faut se poser ce

problème : — Rechercher dans quelles conditions on peul acheter

des terres avec des capitaux empruntés en faisant l'amortissement

des emprunts au moyen du fermage. La discussion de

la formule [19], effectuée d'abord au point de vue des

circonstances qui permettent à An de devenir nul, et ensuite

au point de vue des circonstances qui font que An est

immédiatement décroissant, ou successivement croissant et

décroissant, nous permettra de déterminer ces conditions

avec beaucoup plus de rigueur et de précision que ne l'a
fait Gossen.

20. Le point où la courbe coupe l'axe des années écoulées,

correspondant au moment où l'amortissement est

terminé après N années, est donné par l'équation

A(l+0"-a(1 + 3N-<1+'>N=0
V ' l — z

d'où l'on tire successivement

(1+Q»-(1+Z)NA(l+0N o- i—z

Il + il
-.a :

l — z
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(i±i.VVi + i)
fl+j\N

a * vr+~
a i-

A ,- v_1 /1+2\N
— (i — z)zzl— U—;~
o v y \l+il

(1 + Z\N_., A

N log 1±4 log [l- A (,-_,)],

log [l-#(»•—)]
n= niT—• [2i]

^T+i
Dans le cas particulier où zzzi, cette valeur prend la

forme indéterminée —. Mais, dans ce cas, la valeur de N

pour laquelle An zz 0 est donnée par l'équation

A (1 +»)«? — oN (1 +0N_1 0

d'où l'on tire succesivement

A(1+0N" «N(l+0N-\

A(1+0 «N,

N A(i + o. [22]

21. Trois cas peuvent se présenter d'abord, suivant qu'on

aO'j z zzi ou z y i.
Dans le cas où z est > i, la quantité entre crochets au



49 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PBIX DES TERRES BULL. 237

numérateur du second membre de l'équation [21] devient
A

1 -| (z — i). Elle est positive et > 1. Son logarithme est

1 +zréel et positif. La quantité est également positive et

> 1. Son logarithme est également réel et positif. Par
conséquent, la valeur de N est toujours réelle et positive quand
A et a sont eux-mêmes réels et positifs.

Dans le cas où zzzi, le second membre de l'équation [22],

— (l+Oi est toujours réel et positif quand A et a sont eux-

mêmes réels et positifs.
Ainsi : — Dans une société où le taux d'accroissement du

fermage égale ou surpasse le taux de l'intérêt net, on peut
acheter des terres à un prix quelconque en faisant l'amortissement

du prix d'achat au moyen du fermage.
Il semble que, dans ces deux cas, il n'y ait aucune

condition à la possibilité d'acheter des terres avec des capitaux
empruntés en faisant l'amortissement des emprunts au

moyen du fermage. Il y en a une cependant. La formule

ne tient pas compte de la durée de l'accroissement du

fermage, ou, pour mieux dire, elle suppose l'accroissement
indéfini. Il est donc essentiel d'ajouter que la durée de

l'accroissement du fermage doit être au moins égale au nombre

d'années nécessaire pour l'amortissement.

Dans le cas où z est <C i, pour que N soit réel, il faut

que l'on ait

1 _A(t_z)>0;

ce qui donne la condition

i>A(M,
a

lu
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soit

a

Â>l-Z-
1 I- z

Et, pour que N soit positif, comme dans ce cas log ~]_ -,

r a
est une quantité négative, il faut que log 1 (i — z)

L tt

soit aussi une quantité négative, c'est-à-dire qu'il faut que
l'on ait

1-A(*_z)<l,

soit

4 (.--.)< 0,

ce qui a toujours lieu du moment que i est > z. Par où

l'on voit que, dans le cas dont il s'agit, si N est réel, il est

en même temps positif, et qu'ainsi : — Dans une société où

le taux de l'inlérêt net surpasse le taux d'accroissement dv,

fermage, on ne peut acheter des terres en faisant l'amortissement

du prix d'achat au moyen du fermage qu'à la condition

que le taux du fermage initial soit supérieur à la différence
des deux autres taux. Cette condition particulière s'ajoute
ici à la condition générale, qui subsiste toujours, que la

durée de l'accroissement du fermage soit au moins égale

au nombre d'années nécessaire pour l'amortissement. On

verra plus tard que ces conditions ne sont pas aussi
naturellement remplies que le croit Gossen.

Une confirmation des formules précédentes se trouve en

supposant qu'il n'y ait pas de plus-value de la rente, c'est-

à-dire que z zz 0. L'équation [19] devient alors
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An A(l+0"-«^tÇ—
et l'équation [21] devient

1 (l — —\
v—

V a I _ log a — log(o — AQ
1 """"" log (1+0

^T+i
formules ordinaires de l'amortissement d'une somme A
empruntée au taux de i et pour lequel on paie une annuité
de a. La condition pour que N soit réel devient alors

a y- Ai;

et, en effet, pour pouvoir amortir le prix d'achat d'une terre

au moyen du fermage, sans accroissement de ce fermage, il
faut bien que le montant du fermage constant soit supérieur
au montant des intérêts du capital emprunté pour l'achat,
ou en d'autres termes, que le taux du fermage soit supérieur
au taux de l'intérêt. La condition pour que N soit positif
devient alors

ce qui a toujours lieu du moment que A et a sont des quantités

positives.
Enfin, z poumùt être négatif. En ce cas les deux équations

[19] et [21] deviendraient

A.=A(i+,y-.('+»-[1-»,
I "J* Ar<

A

NJ^g[l-f (*+*)]

i 1—z
Iogr+i
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et l'inspection de ces formules fait assez voir à quelle
condition l'amortissement est possible. Pour que N soit réel, il
faut que l'on ait

soit

soit

A(t+z)>o,

1>4 (>• + :),

i>i + z.

Et pour que N soit positif, comme dans ce cas la quantité
1—z I A 1

log -t——. est négative, il faut que la quantité log 1 (l+0
1 —\— 1 L tt j

soit aussi négative, c'est-à-dire qu'il faut que l'on ait

soit

1-4 (,+,) <i,

4 (.¦+.)< o,

ce qui a toujours lieu quand A et « sont positifs. Il s'ensuit

que : — Dans une société où il y a diminution et non accroissement

du fermage, on ne peul acheter des terres en faisant
l'amortissement du prix d'achat au moyen du fermage qu'à
la condition que le taux du fermage initial soit supérieur à

la somme du taux de l'intérêt net et du taux dc la diminution
du fermage.
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