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v

Du rachat des terres par UElat. Varialion de la somme
due pendant la période d’amortissement.

22. Apres la question de savoir si 'amortissement au
moyen du fermage est possible, c’est-a-dire si la courbe de
la somme restant due en fonction des années écoulées coupe
I'axe horizontal, une question treés importante aussi est de
savoir si la somme empruntée augmente par emprunts nou-
veaux avant de diminuer par amortissement, c’est-a-dire si
la courbe est croissante avant d’étre décroissante. Pour
traiter cettec question de la mani¢re la plus compléte, re-
prenons ’équalion [19]

o =42

L =55

A=A+ —

et faisons-y successivement n—=0, 1, 2, 3 et 4, il viendra
successivement

A, = A,
A=A+ —ua,

1492462 —1—27—z8

t—=z

A, = A(1+2i4%) —a

—A(1424+¢) — a[24 (i+32)],

14+3i4+324+7°—1—3z—32>—7°

L2

A;=A(143i4324%)—a

=A (143430 +8) —a[3+83(i+2) + (@ +iz+2%)],
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" 14+44+602+4°+1'—1 —42—622—A4z3 —2°

=2

\ =(14i4-6024-46* i) —

=(14-4i4-622+-40°+i*)—a[ 446 (i+2) +A4(B24-iz—+4-22) {4122 4-1i224-2%) ).
Posons, pour plus de simplicité,
a—=1+z,
B—=+izt2t —iat-2?,
y = @it fis S =ig e,
d =Pt it — iy 42,
il vient |
A=A,
A=A (142)—a,
A, =A(1+2i+4*)—a (24«),
A;=A(1+3e+43*+7°) — a(3+32+8),
A, =A(14+4i462+42°41") —a (4462448 +7).

Si on se reporte a la loi du développement du binome de
Newton, celle du développement de notre formule devient
évidente, et il est clair que, si on pose

o — =2 0322 et
A= F a2 L 2D = i -2n,
aaly s - T
po =0 gz 122 2t =gl 420+

y = P2 oMz gzt 202 — gy 20t
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il vient -

A —A [H— +n(n 1) 2_I_fn,(n—l-lg (::—2) B -I-?"]

n n(n—1) n(n—1) (n—2)
B Fua ey e S |

n+1. 4+Dn., @+1)nn—1). "
i it it i

An+1:A[1 +

n+1  (m+Dn  (n4+1)n(n—1)
'“[1 T2 ‘T 1.9.3 ﬁ+"'+'1]’

n-{—.,. (n—{-"))(n—l—l) (n+2)(11+1)n
.3

4. +z"+9]

(n4+2)(n+1)n
g B+tu]

+

.y [n—{— 2 (n4+2)(n+1)
1 1.2

91+3

(m=43) (n42) (n4-3)(n+2)(n+1)
2.3

An+J:AL1 + i+ 19 4 T ’i3+...+i“+3]

n+3 . (n+43) (n+2) (n+4-3) (n+- )("‘H-l) ;
—a [T AR e T .

23. Cela posé, formons les différences premiéres
AA=A,—A,, 4A,=A,—A,, JA,=A—A,, /1A,—A—A;...
AA =Anp1—Ap, AA = Anpo—Anpt, AAn o= Angs—Ange,
nous aurons

AA.():A?:_G)

AN, = A+ —a(l4a),
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AN, = A (G422 4+P)—a (142a+p),
AA; = A (¢438*+38°+i") —a (1 +3a+384+7),

JAD__._A[?,-I— + @5_1_) 3 o o = in-j-{I
_Ha,[1+__ +ﬁ£"¢_*“__1_2ﬁ+ —i-f’»]
n+1 (n+1)n 3 -
A Ay == [3 + —— 4+ — 15 + ...+ +]
—a[H- 71—11—1a+(:a+1)np)+ +”]
11An+:>——A[2+ n+2 P4 (n42 l)gl—l—i) ) in+3]

9 9
[1+ at2 4 Bt 1)_52"’“) 8+ .. —|—-v]-.

Pour que, dés le début, les différences premiéres ne soient
pas positives, il faut que I'on n’ait pas

Al —A = A4A )= At—a >0,

soit

1> <

Et, en effet, il est évident que: — St le taux de Uintérét net
est supérieur au lauz initial du fermage, la somme empruntée
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pour Vachat de la terre doil augmenler pur emprunts nou-
veauzr avant de diminuer par amortissement.
Si, comme nous l'avons fait (19), on représente par une
courbe continue les variations discontinues de la somme
. . e >
restant due a la fin de chaque année, la condition 2 <A
correspond a la double circonstance d'une courbe croissante
ou d'une courbe décroissante a son point de départ A. La

e * (I' - .
condition ¢ = ) correspond a la circonstance d’une courbe

cessant d’étre croissante pour devenir décroissante a son
point de départ, c’est-a-dire a la circonstance d’'un point de
maximum en A, comme cela a lieu dans le cas de la courbe
AN (Fig. 2) du 1 tableau de Gossen, ou a = 4000,
A = 100000, et ou, par conséquent, A = 004 = .

Si 'on veut qu’a un moment donné, la somme due cesse
de s’accroitre, il faut poser généralement

/fAnZO,
soit
AfigRoypn=D, | —[—z’“'“]
WL 1.9
—alt +1;ia+"‘(7:;1)3+ —i—A]"—O

d’ou l'on tire successivement

7 ( n—-—1)

1+——z—|—

CA=a -
;. I n(n——l)
o ‘tT 0t =g

Bt o+ 2

P4 ... ot
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1
142 (z+)+“(" J (4 iz 4 20) oo (O o 20)
ezl ) /
i_|_ 2_}_&(":_1_)_ 1° ... | nH
_ —1)(n—2
i _"‘%_I_i':_(%‘_@_l)a-i-n(nll@)(g ) g4 +x
a e
—7 142 n(n—l) J
14 i i i

4-‘

. - o U — (A +2)
=3 tiary < —

L a (14— z (14-2)"
SET(ET e i—z '

24. On reconnait les équations [1] at [2] de prix normal
dans lesquelles la durée de la plus-value m est remplacée
par le nombre d’années n apres lequel il n’y a plus d’excé-
dant du montant des intéréts a payer sur le montant du fer-
mage a recevoir. En y réfléchissant, on se convainc en effet
que : — Le prixz normal d’une terre est celui qui, augmenté
des inléréls capiialisés et diminué des fermages capitalisés, se
trouve égal, quand finit la durée de la plus-value de la rente,
aw rapport du fermage au laux du revenu mnel, de maniére
a ce qu’il n'y ait ni bénéfice ni perte & faire pour celui qui
aurait acheté la terre lors de l'apparition de la plus-value et
la revendrait lors de la cessation de cette plus-value. Et cette
considération aurait pu nous faire trouver d’'une maniere plus
simple 1’équation ci-dessus d’égalité du montant des intéréts
a celui du fermage, qui est aussi celle du prix normal.

Au bout de m années, la somme due est

Am=A(14ipn — o UF =+,




59 sEp.  THEORIE MATHEMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 247

les intéréts a payer s’élevent donc alors a

i P =50]

1—2z

tandis que, d’autre part, le fermage a recevoir s’éléve alors a
a (14z)™.

Pour qu’il n'y ait pas, & ce moment, accroissement de la
somme due, ou pour que le prix soit prix normal, il faut
que le fermage a recevoir suffise aux intéréts a payer, ou que

[a iy —a R iz,

t=2%

ou que, conformément & notre théoreme,

INTEY B (ES LY (S L R L

t—=z

Or, de cette équation, on tire I'équation [2] de la maniere
suivante :

At 4ip =g [ =017 | (427)

i—E 1

— 4 (14> —i(1 42+ e(142)"—z(142)™

t(z—12)
_-__g_xi(l—{—i)m-——z(l-}—z)m;
) 1—z
A a - 2-(1+z)m.-—2-(1—|—z)m '

ji(‘l—i—i)m i—=
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25. Si I'on pose

1+ii;a+ (n—l)

B+t i
A—ua

i ‘";“ TR

o

n n(n—1)
4 1 T8 T 10 B+ +4
- — X ’
¢ (142)n
alors #A,41 devient
n nn—1)
ixl—l-la 5 e
) (142)n ><i(1+47)
1 1
ﬂaD+EL_+VﬁQ g+ +u]
—1 :
:mp+— +ﬂlw%+ +ﬂﬂ+w

[ n+41 (n—|~1)n

+ et g B+ - -I—u]

[1_1+n——(n—|—1) +7z(az—1)1—2-(11+1)7aﬁ+ P
pit et 20 Dpiy  tui]
- () n(n—1)
S R e e

n (n

+@—d)+ 7 =) + 2G5 =) i+ ()]
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— lz+ (/) +?@(7;‘;1) S —l—z“'l"l]

= — az (1 4=2)".

Cette quantité étant essentiellement négative, quand z est
positif, il s’ensuit, comme on pouvait le prévoir, que : —
Deés que la somme due o cessé daugmenier par emprunis
nouveaux , elle commence ¢ diminuer par amortissement.

26. Formons maintenant les différences secondes #*A,
= (Ay—4y)) — (A —4y); L4, = (Ay—Ay) —(Ay—A4y),
LA, — (A, —Ay) — (A, —A,y) . A*A = (Ange — Apq)
— (At —An), A =(Angs—Auge) — (Ango— Angr),
nous aurons

A*Ay = AP? — e,
A*A, = A@P+HC) —ala+p),
AN, = A(* 4204+ —a (e+28+7y),

) (n

LA, = A lz‘" + — " P i 1) A f,/n+2]

—-a[bz—l—i;’-ﬂ ﬁgg—]—)y—l—...-i—,u—‘,

/’QAH.H—"' A’ £+ n—i—l ,,+ (n—l‘l)n u_]_ __I_ ,E'n.{,.g_l

—a [a ?H_l g+ —(E—ﬂw y + ... + a'] .

Pour que, des le début, les différences premiéres, étant
d’ailleurs positives, ne soient pas croissantes, c’est-a-dire
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pour que les différences secondes ne soient pas positives,
il faut que 'on n’ait pas

(A, —A)— (A, — A)= £ Ay—=Ai*— ae— Ai*—a(i+2)>0,

soit

Ainsi: — 8t le taux de Uintérét net est supérieur aw rapport
de Uaccroissement initial du fermage a Uexcédant initial des
inléréts a payer sur le fermage a recevoir, les augmentations
annuelles de la somme due sont croissantes avant d’étre dé-
croissantes.

Si, comme nous l'avons fait (19), on représente par une
courbe continue les variations discontinues de la somme

restant due a la fin de chaque année, la condition ¢ - X
< Ai—ua

correspond a la double circonstance d’'une courbe convexe
ou concave par rapport & l'axe horizontal 4 son point de
az
Ai—a
constance d'une courbe cessant d’étre convexe pour devenir
concave par rapport a ’axe horizontal a son point de départ,
c¢’est-a-dire a la circonstance d’un point d’inflexion en A.
(est ce qui a lieu quand on pose

départ A. La condition ¢+ = correspond a la cir-

A —=a (14 2),
et qu'on en tire

1+z

A == q —
2

comme le fait Gossen pour obtenir son prix limite (4). Ainsi
la condition posée par Gossen « que I'Etat ne se trouve pas
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en perte (wenn des Slaat keinen Schaden haben soll) pour la
premiére année » ne signifie pas, comme on aurait pu le
croire, « qu'il n’y ait pas d’excédant de la somme due la
2¢ année sur la somme due la 1" année, » ce qui implique-
rait que

A:—:—
l,

comme dans le cas de son 1° tableau et de la courbe AN,
mais bien « que l'excédant ne soit pas plus grand pour la
seconde année que pour la premiére, ou, pour mieux dire,
que ces deux excédants soient égaux. » Ce prix limite de

i+z

a
Gossen A:a-—{é-—:T—}-

az
722

n’est pas non plus le prix

A azu—i—z auquel I'amortissement devient impossible et

pour lequel la courbe ne vient plus couper 'axe horizontal.
C'est le prix pour lequel les excédants cessent de croitre
et commencent & décroitre. Si Gossen avait appliqué ri-
goureusement sa condition dans son 2° tableau, il aurait da

A _ 0044001 __. ; o
SUPPOSET — = ——§ 0k —31.25, et en faisant A—100000
faire a:lg—g—(;oTO:3200. Alors il aurait eu la courbe
AN" au lieu de la courbe AN’ qu’il a eue en supposant
__100000

— 3 333.33. La premiére courbe aurait eu son

30
point d’inflexion en A et son point de maximum en M”,
tandis que la seconde a son point d’inflexion en K’ et son
point de maximum en M’

Si 'on voulait qu’a un moment donné I'excédant cessit de
s'accroitre, il faudrait poser généralement

LA, =0,
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soit

—rs

A ie+ +?L()i“o;"1) A —|—Z“'H]

b

o a-l— ﬁ_]_n(n—«-l)

¥ T s —Ht]-—-—U

d’ou l'on tirerait successivement

c + nin—1) Yy + o +u

1. 0)
A—a ( 1) e
» _71 - n n s jut?

(i+Z)+7—2(iﬂ+e'z+f’2)+ﬂil—3fia+i9*+z’°ﬂ+z3*+ i+ 2t
1 <~ 1 ] Q W& @ ~ / Ly e ~

o)
a2 £'3 1(_”_:_,1_ n<2
t+12+ 1.9 VL At
n n((n—1 .
) 1+T“+_(ﬁ> Vo 4+t 2
"—“‘IH?X ” ('f‘q)"‘l
: n(n— i
1—|—Tz+-—l~@ L S &

- _q az | az (40t — (142"
+ T 1* (142)" < ol

_ a2y
— F it i—z '
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27. Cette équation est dans un rapport intéressant avec
la précédente relative aux différences premieres.

Supposons d’abord deux prix d’achat, 'un A tel que la
différence premiere soit nulle apres n années, conformément
a I'équation

_a az (142)" — (14-2)"
A"——i_ +i(1+z’)“>< i—2 ’

et l'autre A" tel que ce soit la différence seconde qui soit
nulle aprés n années, conformément a 1'équation

_ i (i — (e
___+ +z *(14o)m < 1—7z ’

on voit tout de suite que

A= —(;——[— A

formule curieuse mais qu’il n'importe pas d’approfondir ici.
Supposons a présent un seul et méme prix d’achat tel que

la différence premiére soit nulle aprés m années, conformé-
ment a I'équation

I’ (1) —z (14-2)™
A=y < i—z !

et que la différence seconde soit nulle aprés £ années, con-
formément a I'équation

. a * (14— 22 (1 4-2)k
& ﬁi—!—i)kx 1—2z '

On a, dans ces conditions,

a (140 —z (142 @ % 2 (14-0)k — 22 (1+4-2)%
(14-ym i—2 A1k 1 —2 ’

17
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(14D —z(142)™ 2 (14o)— 2% (1 42)k
(1+o)m o ¢ (14-2)¢ ’

2 (1 Hk — 23 (140 (12)m = @2 (14-i)m+k — 22 (1 i) (14-z)k |

t (14z2)m—k =z (14-¢)m—k,

.

d’ou il suit que : — Le nombre d’années quv s’écoule depuis
le moment ov Uexcédant des inléréls a payer sur les fermages
a recevoir cesse de s’accroitre jusqu’a celur ow il devient nul
ne dépend que du laux de Uintérél nel el du lawx d’accrots-
sement du fermage. Autrement dit, la distance horizontale du
point d’inflexion au point de maximum des courbes est la
méme quel que soit le rapport du prix d’achat au fermage
initial. Dans les deux courbes AN’, AN”, cette distance
log Cell |

0.01

om’ — ON est d — — 47.36.
k'm ON est de 0

log .1..._m

1.01
Cette distance m — £k du point d’inflexion au point de
maximum dans les courbes AN, AN’, AN" de la Fig. 2 est,
comme on voit, la méme que la distance m — £k du point

d’inflexion au point de maximum dans les courbes AM, A'M’,
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A”"M"” de la Fig. 1. Cette circonstance met dores et déja
en évidence l'identité des courbes d’amortissement et des
courbes de variation du prix normal; mais nous laisserons
cette identité de coté pour y revenir dans un instant.

28. Si 'on pose

a+ ﬁ+?z(n——1)y+ o
A—=u 1
ig_l_ +n(n ) J’.L_I_ _I__zn.].)
) a+__6+7z(11m1) 4ot
= e ,
[/ (1—}-2)“
alors #°A; 4 devient
) n(n—l)y+ oy
e iy et
—afer PR g BEDY, ]
—a [a—}— 8+ @%____) y 4 .. +u,] (14-7)
n+1 (n+1)n
—a[ aalar b e o i G AL +v]
e [a:—-— _I_n——(vH—l)ﬁ +1a(n--1)1;(n—|—1)ny_l_m__v
'n(n— 1)
R R . ﬂ + — i+ .. +u2]
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n (

+E-D+ 2 =)+ XD gy (—=)|

:malze+-?1i-z5+ ?%Z__g_l_).zﬂ_l_ _I_Zn.-[-ﬂ:l

= —az* (1 +2=)n.

Cette quantité étant essentiellement négative quand z est
positif, il s'ensuit que : — Dés que Uexcédant des intéréls o
payer sur les fermages o recevoir a cessé de croilre, il com-
mence a décroilre.

VI

Impossibililé de U'amortissement en cas de priz normal.

29. La discussion de la formule [19] de la somme restant
due en fonction des années écoulées

. (1 -H:)rj — (142"

t— =z

An — A(l _{_i)ﬂ.____

nous a fait reconnaitre certaines conditions de rapport entre
A et a pour que I'amortissement du prix d’achat au moyen
du fermage soit possible. Et, d’autre part, la discussion de
la formule [1] ou [2]

_a az (14+0)m — (142z)m
A== TS i—z
a (149 — z (1 4-2)m

= Tax)s -
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