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Reste a savoir dans quelles nappes de la surface T’ ces points
se trouvent. A cet effet, on remarque aisément, 4 ’aide des fig. 2

—

. T L, . .
et 3, que si 2, =e€'®  était pris dans la 1* nappe, la valeur cor-

: 15
respondante de s serait s=e'* . Or,

Il s’ensuit que le point 2, est situé dans la 2° nappe. D’une
maniere analogue, on reconnait que le point 2, se trouve dans
la 3° nappe. |

Plus loin, lorsque cette étude sera un peu plus avancée, tout
ce qui concerne les 28 fonctions abéliennes sera réuni dans un
tableau. Incidemment, on peut constater dés & présent que
leurs 56 zéros se répartissent également sur les quatre nappes
de la surface T'.

Fonctions abéliennes correspondant a un systéme complet
de caractéristiques impaires.

La théorie des caractéristiques, traitée complétement dans ’ou-
vrage de M. Weber (p. 17 a 33), est supposée connue. A chaque
tangente double on peut adjoindre une des 28 caractéristiques
impaires. Une caractéristique paire quelconque (p) est accom-
pagnée de 8 systémes complets de 7 caractéristiques impaires.
Les tangentes doubles répondant a un tel systeme se distinguent
par la propriété que jamais les six points de contact de trois
d’entre elles ne sont situés sur une conique. Dans la théorie gé-
nérale,; on a la facilité d’attribuer a ces tangentes un systeme
complet quelconque de caractéristiques impaires. Il n’en est
plus de méme lorsque P’équation de la courbe du 4° degré et
ses 28 tangentes doubles sont connues et que ’on a fait choix
de la surface T’. Dans ce cas, la difficulté essentielle consiste
précisément & trouver 7 tangentes doubles et leurs caractéristi-
ques satisfaisant & la condition indiquée. Ce probléme résolu,
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les caractéristiques des 21 autres tangentes doubles sont don-
nées par la théorie générale. Voici de quelle maniere on peut
arriver & la solution désirée. (Comp. Riemann, p. 460 et suiv.)

D’aprés Riemann et Weber (p. 82), il est possible de mettre
I’équation de la courbe du 4° degré sous la forme

[*— &, 2,5, =0,

f=0 désignant I’équation d'une conique, et xz,=0, £ =0,
2,=0, £, =0, exprimées en fonction des coordonnées z et s,
celles de quatre tangentes doubles & la courbe proposée, telles
que leurs points de contact se trouvent sur la conique f=0. Or,

$—1=0, s4+1=0, 2—1=0, 2z41=0

représentent évidemment quatre tangentes doubles dont les
points de contact sont situés sur la circonférence

24 22—1.=0.

Par conséquent, 1’équation s'+ z* — 1 =0 peut prendre la

forme
(s 4+ 22 —1)2—2(s*—1) (2*—1)=0.

Il existe six couples de tangentes doubles f)our lesquels la
somme des caractéristiques est la méme et qui, de ce fait, cons-
tituent un groupe. Si 'on considére, par exemple,

§—1=0, s+1=0; 2—1=0,z24+1=0

comme deux couples d’un groupe, il est intéressant de chercher
les quatre autres couples du méme groupe. A cet effet, il est aisé
de voir que 1'équation

®(s*—1) 4+ a(s? -I—zﬂ-—l)—l—é(z’——l):O,

ou « signifie un parametre variable, représente une conique qui
touche la courbe du 4° degré en quatre points. Toutes les fois
que cette conique dégénére en deux droites, on obtient un couple
de tangentes doubles appartenant au méme groupe, vu que leurs
points de contact, de méme que ceux du couple s+1=0,
s— 1 =0 satisfont & I’équation |

2e(s*— 1)+ (s* + 22— 1) =0.
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La condition bien connue qui entraine la dégénération de la
conique
@,,2% + 20,528 + A992* + 20,52 + 20458 + 055 —
1N . | . . 1
= (a—}—§ 2+ a(e+1)s* + ——a—g =4)

-

fournit la relation

* 1
gy gy g e 0, 0
i —
i gy (yy oz | — 0, a(e+1), 0 =
| ; 1
gy (g Oy 0, 0, — (al 4+« + 5

ad

:-—-(a+%>a(u+l)(a—[——1—§_—i) (a—|—1;-i) st )

que l'on peut considérer comme une équation du 6° degré en o
dont une racine est ==-. A ses six racines répondent les couples
suivants :

o Couples.
D0 §—1=0is4+1=0
0 z2— 1 = 2+ 1=0
—1 z— 1t =024 1 =0
1 . y
—5 — } = s+ 1+ =0
— 144
2+% R S+ cz =0
g
— ;_Z §—ce'z=0|s4:2=0

Ceci posé, on introduit un systeme de coordonnées homogenes,
en choisissant pour z,, x,, x, trois tangentes doubles telles que
leurs points de contact ne sont pas situés sur une conique. Les
tangentes

ry,=A(—1), x,=B@E+1), z=C@Er—1)

remplissent cette condition, et les fonctions qui forment des cou-
~ples avec les précédentes sont
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g, —=s+1, &=z2—1, &=z+41.

Les constantes A, B, C doivent étre déterminées de telle sorte
que ’équation

Va&, + Ve, + VasE =0,

exprimée en fonction de s et de z et rendue rationnelle, produise,
a4 un facteur constant pres, I’équation donnée s* 424 —1=0.
On trouve sans difficulté

A—1, B =
On posera donc provisoirement

1 :
,=s—1, x2:§(z+1), xaz—g(z—-z),
g=s+1, .&=2z—1, Eszz—l—i.

Or, Riemann (1. c. p. 464) et Weber (p. 9 1) démontrent qu’entre

les six fonctions z,, z,, #,, &,, &,, &, 1l existe quatre équations
linéaires et homogenes de la forme

§)) ox, 4 Br, +yxs +e'E + '8+ E=0,

pourvu que les constantes «, 3, v, &, 8/, /" satisfassent aux con-
ditions
P e . '
e =5 =yy .

Une de ces équations est alors nécessairement une consé-

quence des trois autres. Les quatre expressions V oty ~+[3x, 2,
sont les fonctions abéliennes désirées, c’est-a-dire celles qui,

jointes a ]/x,, }fxz, }/ x, répondent & un systéme complet de
caractéristiques impaires.

Pour les déterminer, on partira des trois équations faciles a
vérifier

2, +2(1—da, +2(1 —i)z,—E5, =0,
Qigy—2(1 —i)a;— E,=0,

21+ )z, + 2z, — &, =0,
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En les multipliant respectivement par I,,1,, 7, et en ajoutant,
il vient une nouvelle équation que 'on peut identifier avec (1):

Lo, + 2L, (1 —d + L4 L1 4 0)]z, +

+ 20,1 —2)—1, (1 —o) + Li]ag — L&, — L&, — L&, =
—eaz, + Bz, + yr; + a's 4 8'E 4 v'&s.

On en tire

a=l,, o =—1,,
(@) =2l —0)+Li+ (1 +0)], |8 =—1,
y =200 —i)— L, (1—) +hil, | ¥ =—b.

Les conditions «o’ = 8’ = 77" donnent lieu aux équations
— P =—2L [, A—)+ i+ 1;(1 +2)]=
= — 9l [l (1 — ) — 1y (1 — i) + &s]

qui, & leur tour, servent & déterminer les rapports 7, : l,: {,.
Soit, & cet effet,

l,—=ml,, by — 1l

Les équations précédentes, apres la suppression du facteur
commun — /,* prennent maintenant la forme

(3) m(l—)+m24+mn(l +0)=

bl

LO| ==

L]

(4) n(l—2)+ n2r—mn(l—i)=

| =

En les ajoutant il vient

(1—i)y(m4n)+i(m+n2)+Umn=1,
ou bien
(m4+n)?—(1+17)(m+n)+i=0.

Il s’ensuit

14 (14142 . 144 \/—?_
M= i\/—4 T'=g kY —3=

C14d 11—
_@ig—,

a—d
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s0it
a) m+n=1, b) m+4n—=q.
La substitution de 2= 1—m dans I’équation (3) donne

1
s _+_
m=1 \/—2 )
tandis que n =t — m fournit

0
— 4+ =
On a ainsi les quatre couples de valeurs

mi_1+f 2_1___\/_1m,m‘,,__ ]/7’3)"’ My, —=——= VG’

—J

O i R (e

lesquelles, introduites dans les formules (2), conduisent aux sys-
témes suivants :

/alzli ey, ——1,
=2 (1— 1 f—= 1 \/T l
B1 =2 ) Fa=—\1+V3g)h
2, N
\712'"_ g ' — §
a, =, o'y —=—1,
1 ; 1
ﬂz:2l4(1+\/§) 182:“‘““(1_\/_)l4
! - Qli ro_ _ti_
\J‘Iz — V’g y:—_]/§
Ca, =1, a ,=——I,
2l , 0
53:__7.0): ﬁsz_ﬁli
Y, =—21l, (1+\/%) gl == (1—--—\/%)!1
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/ ay =1, o'y=—I,
\ _2il, ;i
u——- VG) 'ﬁa — ]/~2—

sV | eV

Les valeurs de «, 3, 7, &', 3, /' étant connues, on a mainte-
nant aussi, en vertu de 'équation (1),

@y + 5, To + 742, “,451 +18’l'§2 ‘|‘71453

L - L B
=z, +C—)VDw,—) 22, =s—1+ (1—- \/35) (z41)+
SRR Lo L SN
]/C)(Z—“l) s+z2 V3 s+z2—e

et de méme

¢y Ty —|—ﬁc_,322 —}—}’25[33 e “’2-51 + 13’2:5‘2 + }’f2§3

- — . Z E
l,l ll, + + {'7
653515’,1 +183m° +Y3m3 — (5’3;“4 + 18,35?2 —I_ y’3;£3 : !
= .  — — 12 ;
l'j li + +é b4
Ty + 34, +Yuac3 ¢ W s uw‘i‘}’u*a — st ir—s
l l )

1 1
Ainsi qu’on ’a déja fait remarquer, les fonctions
Lyy Loy Ty
g°=sF+z—e, g=s+2+4¢ g =s+uz+¢, 9" =s+iz—¢,

ou, pour mieux dire, leurs racines carrées forment un systéme
complet. Pour amener 'identité

g° =@ a2y =— (5, + &+ )
il est nécessalre de munir les fonctions x,, z,, x., £, &, £, de
certains facteurs constants; en d’autres termes, on remplacera

xl? mi’ m5'.' -E’I b 527 ES?
=
» xQ xg 4 1 E)" te Sy o
l)al x[’ —_—_—f—_’ T T —E:‘l’ -____—_é } 2—55’

2—)2 V2 ‘ V41"
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de sorte que dorénavant

\wdz et TR e (l——\/z)(z—l-n, xs.:}—/%_(z—-i),
5=+ 52_"'(1“/1) 1) &= g(z-l-i).

Ces six expressions, dans leur nouvelle acception, satisfont
¢galement & 1’équation

Ve, & + Va5, + Va, & =0.

Cela posé, les équations (23) de M. Weber (p. 93) deviennent
maintenant

& —l—if., +E3+x.+:vg+a“—3:0-

——-I— + + oz, gz, + g0, =&, —{—(]fc)—l) &, — &+

((1 o

+a,+ 2+ 1), —a, =0,

T - , , : e D e
4 e e =5 (218, —
€, @, «;,
— iy 2—N)E+ o, —i(V2 + D, +i() 24+ 1)z, =0,
—|— ,, + S —|—a X+’ e’ s —E,
——z(}' 2—|—1),3+m4 i() 24 1)z, +i() 2-—1)2,=0.

On en conclut

(e, =1, @, = (]'rg—l— 1)%, «; = —1,
o, =1, «,=—i(J2+1), «;= i(J2+1),
" =1, «,— (Y241, «.— i(y2—1).

Ces quantités ont été appelées par M. Weber modules de classe
(p. 103). Les modules dérivés «",, &",, 2”5 dépendent des « et o
et les formules (28), p. 95 de 'ouvrage de M. W., indiquent le
moyen de les déterminer. Bien qu’il ne soit pas nécessaire de
vérifier ces formules, 'esprit éprouve toujours une certaine satis-
faction lorsqu’en appliquant une théorie générale a un cas parti-
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culier il arrive & des résultats prévus. C'est a ce point de vue que
les quelques lignes suivantes figurent dans le présent mémoire.

Ecrivant, pour abréger,

1’ 1’ 1 = 1, ], 1
y, O, 5| = (a,a,05),|c, L . L =\ «,,—,—|, etc.
: : a, oy o, Oy
’ ! r r 1 1
€ gy &4y Gy o uafas afs

on trouve successivement

1\ _ /1 1
ai!aga_ — _aaga_
Ufz a‘ 05

)
(a, al as) = (i,l, aﬁ) — —9)/3(1 + i) 2—1),

«a, «,

— 9214+ (24 1),

(o @ 8) = (00, ) = — 2 BU—) (24 1),

1

(s l,l):(i,i,i) ——9)3(1 — i) (Y 2—1).

" . (44
N T N T TN
1y a; 3 alva; 3 19 a:’as “4,“2,55

or, .
i, ey == -—i(']/_gm—l— 1 Pdees) e ""(V-OT‘F 1)
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par conséquent,
"oa___ (]/g_l— 1)8 o 2 " e1423
o, _—'—(—1——31—1;6 :-—(] 2—‘!—1)" eta g:iz(]/g_]"l)-

De la méme maniere 1l vient

1 )(1 1 )( ) 1
— Oy O | —, — x| (e, ,, )| 2, —, ¢
0»’4’ 25 ”1’“2’ 5 ) Mgy e U3 n%v 3

ace' e’ ) —= —
(aze’30") 1)(0: 1 1)(1 1)(1 1 1
o, , e, ,— —_—— -, — | —, —, —
( 1y Yoy o 19 (XQ’ a, “1’ 29 @, a{s C(Q’ ey
1 2
(ceyy ety 15)° (“u — “5)
Xy
p— . -— 1
1V - BT !
auaﬂs“a_:;) ), ;Qsa{'
mais B
(c5c’3)* = — (VQ + 1),
par conséquent,
"t = —(V2—1) et o = +=i()2—1).

Enfin on trouve

( 1 )( 1 1 )( )( 1 )
o, —, o, — — |lo,, e, )\, 00, —
11 b ) 3 ‘11({‘230{5 11 21 o 17 2?({3/

oS 2
105

: ‘(1 )(1 1)(1 1 )(1 1 i):1
Ty gy Ug || —y gy — —y Ty g Ty T
, , AN iy, ey

et puisque

(e, e’

r

(ye'))* =1, ona «" =1 et ", = +1.

Ainsi, au signe prés, les modules dérivés ", 2”,, .”, sont
connus. Si, pour une raison ou pour une autre, on a choisi 'un
des signes, les deux autres ne sauraient plus étre douteux. En
effet, soit par exemple &, = —+ 1; alors I'égalité

/
(1 ) (1 1 }
GO [ S i ——
' " e Y TSNS Y h Rkt
(—Y_S(Z 5({ 5 ((1 (44 {{2 /

s — .1 ¥}

f ! == P P
a o e 1 1 1
), &, , Oyy ——y—
s Ol Wy

. 1

fournit
10
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"

2

a, e,

1

=i(2—1)

g

et ( 1 1 1
' " 0.’”—,(15 Oy,
aia 1a 1 0(2 (Y2 Df3

s [
— 5) - +
ayc (1 ) (1 ) = 1)
— gt ) | —, ey, —
“1’ a5 0-’4’ 29 a5.
donne de méme
a, e o
a”, :M—*——-d 1 1( —{—1)"*2(} G’—I—l)
@, .

Les 18 autres fonctions abéliennes.

Les 28 fonctions abéliennes ont déja été trouvées précédem-
ment. On fera connaitre plus loin un moyen qui permet de dé-
terminer leurs caractéristiques d’'une maniére directe; toutefois,
dans Vintérét de la brieveté, il est préférable d’appliquer les
formules de M. W. (p. 96 et s.) qui donnent non-seulement la
forme de ces fonctions, mais encore les caractéristiques corres-
pondantes. On obtient successivement

ylo —/ + 52 + 55 —s—1— <1+l/v£>(2h-]) +

+ ]’7 (z+1t)=s—2 ¢,

Y1 — Ty +_—+ 3—'3"_1—(1_1/1)(‘”“1)_

)’a — '

( V1> 241 =s—iz—z¢',

&, )
71—a 1‘T1+an+ " '——S_'l+ ]7:—-67(2-“-1)-“*

u‘)

_7:<1 +|/§) (4 i) =s—iz + &,



FONGTIONS ABELIENNES DU GENRE 9. . 133
[o R [ . C I . _.'
=8+ ¢, + E=—@—2+4¢)
£

N | T .
7. = —= - Uydy _—“_(‘S— __"’)
o, N
! é':d ! ;-:5 o
Y, == 4+ a'ow, + = =— (s + 2+ ¢)
(154 a5.
W s ‘:":-1 /. 5'; _
Y o — 7 + oTs + — ————(S"}‘l”—"é)
= & + & 4+ vy =—(s+ 2 —¢)
Q - (\{1 (tﬂ 2770 T -
& | &
¥ = =ty —=—(§—te—=)
=y 2
" £ o " - .
53— I + " "I"a 55135——(3—?~+é)
1 @

Les six derniéres fonctions ne peuvent étre autre chose que
trois des couples qu’on a déja rencontrés p. 124. En effet

e 51 ;‘:2 + S-753 —_—
=8 a, (1 — o) tto(1—ce ) ,(l—eyy)
L (1—y/5) =
— (1 —\/ ) (s—1
— 2( 9, (s=2),
. T4 . TQ 3:13 .
S 1—a,c, T 1—e, e, T 1—ea,a, o
1/ \/T :
— (1 —A/Z)(s+2);
9( ez)( F el
. _E! _E-_-g '5":3 mmng
s = e« (1—a'se’) i « ,(1—e' ) + o (1—a'ya'y)
| g -
= 2T—1) s+ ),
" . .’L‘i xf} [L‘S ey
Y= 1—a' e’ T l—e' e, T l—e' e,
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'51 g, £
d: : ff 1 ." + 4 = /4 " + [/ : I s —
1( SEE gt 3) 144 2(1_“ a2t 1) c 3(1_“ 1)
1
e “65(8 el ("2),
1] z, B,
L T = - =
O 1_(’#2(‘!!3 + 1__(_(!}‘3(‘!!1 + l—a,,l(xﬂi
o 1(s + £2)
5 .

S1 l'on désigne par

Vo) =30, (Vo) = (32,0 25) = (3:), (V' 9°) = (3),
V)= (2., 19" =), V9" = ()

les sept caractéristiques impaires formant un systéme complet,
en indiquant de cette facon en méme temps la caractéristique et
la fonction a laquelle elle appartient, les autres sont (W. p. 100

et 101):

ué" = (p+ 8, +5,) k Vo=@ + 8, + 8,
V&) =p+p,+38) L Vy) =(p+8,+8s)
(J'E, —(p+ 3,480 | (V') =@+ 8+ 86
Vr D) =p+i+80 | (17 =@+8+8)
Vrve) =(p+8.+80) | Ore) =48, +8)
Vro=m+s+8) | 7 )=@p+5+3)
1“W_p+ﬂ+ﬂm V") =(p+8,+8,)

—
oy

(V'E) —(p+p + 3 | (Vo) =(p+ 8, + 8)

VE)=@p+p ) V) =(p+ 8+ 8)
s '\ P =
VE) =(p+3,+3) | Te) = (p+ 35+ 5)

()= (B, + P+ 5, + 7, + 8, + B¢ + 3,).
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