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FONCTIONS ABELIENNES DU GENRE 3. 147

pour ramener cette intégrale elliptique a la forme normale

Wy — — VQJ- —

—sm g

On en tire

f =75 \/f%*““‘ =75

Ainsi, on vient de trouver

1
KE:K‘%:—V_@KP

Valeur numérique de K,.

En vue d’une représentation qui sera faite ultérieurement, il
est utile de connaitre la valeur numérique de K, . Pour la dé-
terminer, on peut se servir de la méthode de Gauss.

Si Pon pose, pour abréger,

: 3
a, b, .':..f
A 2 ) Vatcos’y + b*sin’g

et que l’on soumette cette fonction » fois de suite & la transfor-
mation de Landen, il vient

1 1
f((&,b, @):E f(aubnq)i): é@ f(a-nbzagoe):"'

1 .
— @ f(alnbnsq)n)i ou

; __ b
=g +b), b=Yab , tglg,—9)=-tegy,

1 b
= 9 (a,+ b‘), by=1 a,b,, tg(g.—9,)= '&i tgg,,

b,
(a + b )a b aﬁbz ’ tg (qu,'_‘ (f'e): E: tg 2%

wl -

11
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o oa L . . . b
Le calcul doit étre poussé jusqu’a ce que lim b—" = 1. Alors,
n
si 'on écrit encore lim (%) =@ et lim ay, = lim b, = A, on

1 . .
a f(a,b,0) = —(; . Lorsque ¢ = 37 @ est évidemment aussi

=57 et par conséquent

1 . 37
f(a-, b —2- 7T) - 'K .
Or, dans le cas actuel,
K, = f _ﬁ__._ — ) L ,
T e S T R

2

ou
a :}/—g_—:l, 21421356, b—=1,
on trouve successivement
a, — 1, 20710678, b, — 1, 18920722,
a, — 1, 19815695, 0, — 1, 19812352,
a, — 1, 19814023, b, = 1, 19814023.

Il s’ensuit

A—1,19814023, K, —

1

7.} 2.0,83462684 —1,85407468.

19| =

Il est intéressant de constater que les sommes

« 6
Wh:f dw,, -+ ’1 dwy, ,
0 ‘0

ol « et (3 signifient les zéros d’une fonction abélienne quel-
conque, s'expriment d’une maniére trés simple au moyen des



FONCTIONS ABELIENNES DU GENRE 9. 149

quantités K, , K,, K,. A cet effet, et afin de faciliter le controle
des calculs par la vue, on opérera la représentation du cercle
des unités a I'aide des intégrales w,, w,, w,. Pour mieux dis-
tinguer les différentes nappes, on tracera chaque dessin quatre
fois. Dans les fig. 12a...12m_ pl. X, les chiffres == 1, == ¢ se rap-
portent aux points correspondants de la surface (). Le cercle
des unités entre successivement dans chacune des quatre nappes.
S1 I'on exigeait que le point 2 restit constamment dans la méme
nappe, il faudrait fajre intervenir les modules de périodicité des
intégrales ) ; mais 1l n’y a aucune utilité de procéder de cette
facon.

Zéros de ]/f_._

Soit a déterminer

12ﬂf: il
. '16 12
W, :J dw,—l—[ dw,.
[ 8
0 0
1 I

En soumettant 'intégrale w, & la transformation § = ¢35y on

»
obtient l'intégrale indéfinie a’jv.ld_"? (comp. p. 141). Dans le

calcul des limites de £, on se servira des valeurs de s qui cor-
7 1

Y . ‘):i LY __):i
respondent & 2 = ¢'* dans la 3 nappeeta z =¢ '* dansla

2me nappe.
On trouve

7 . 1 - ' - 7 1 . 11 .
T5 T ——'_';'.':l Tﬂb—l""—:')-:l,—{—‘:ﬁl T T _ .

2 =¢% [s=e 2 =g V1 =g l.(\on' les

11 hg Qet 3)

1 2 i f e 1 g . b .

—— =i il Wb o il — ==

2 — e 12,S=81_,C=~"8 12 1 —p

Si Pon admet, en outre, que VI—Z' = 41 pour £ =0, le-
signe de V1—Z* dépend de la relation
1

Yy

§2

1 .
% e 1 «
Or, lorsque z se meut de 0 a ¢ " dans la 2" nappe, s va

=t

]

o

T % . o T
de ta e, 88 de—1ae’ . Sur ce parcours, la partie réelle
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de s? est néegative: il s’ensuit que, dans la 2™ des intégrales pro-
g ; ) p

posées, 1—Z* affecte le signe (— ). Ainsi, il vient

1642" e 12
\Va—_—é’[‘j dg [dé. e
v Y1=C" yi=¢*
el—;z.-t eﬁff;
— ‘c”[ f—dg + f *‘Lg&
o) 11— 0 }"1'—?‘

Grace au théoreme de 'addition des intégrales elliptiques de
premiere espece, a savolr

Y £z d dy .
{,fl’f(l—w?)(l—k"’w*) +J1”r(1---fy2)(1—lﬁ'y") -

”f] a —29)(1 k2%

on

_ o/ A=) (A—F ) + y ) =) i—Fa)
c — - 9
1— k2% y?

on peut réduire cette somme & une seule intégrale. Dans le cas
actuel

[
(=

a 2 p
9 . E'ﬂb -
= —1,z=e2", y e,

eh ]I—c* —l—e“ Vl—e‘”

1 4 g% g™
14 .4 n =i =i 3 3 ni
e el:l 8 G __I__ el.’ ct . en __I_ et L Qe-’l
B 1—1 — o "0
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Substituant encore £ = — ¢'t, il vient finalement

oC 0

. di : dt :
\Vi:ér(——é ) T——— . } -[—* = ZK,.
Y1+ J V14
0 0
Observation. Dans le calcul de ¢, on choisira celle des deux
valeurs de JT—e* dont la partie réelle est positive.
Soit a déterminer

= A .
g5 e~ o™
W, = Jldwg + I dw,.
m? i °

Si I'on introduit s comme variable, on obtient T'intégrale in-
définie

. ds ‘
Wy = —fm ((-Jomp. p. 146.)

Les limites de s se trouvent comme dans le cas précédent et
la relation

£
22 =1 =3
Zoi R —
montre que, lorsque # se meut de 0 4 ™, 2> de 0 a e* ,V1—s"
prend le signe (—).

Il s’ensuit

i)

._-;l.--. i—' _L ] [PV
e 1o 2 €12 wl e '121‘.1 e 12‘1".1'.

s ds ds ds
!}'[1 sl A }-‘flms‘ ) y1—s" “[.}fi — s

—31

¢ i i e—_{f_z:i i .
:fo+~r1 +~ro +«[—f. __J.o_»fo -

e_%“’. e 13
=0l R,

L’application du théoréme de I'addition aux deux premiéres
intégrales donne



152 H. AMSTEIN

ensorte que '
; —1
W, =K + K+ 6K, =—(1—¢ —=K, = 0.
2 s+ 1Ko+ ¢ K, = —( )}[2 Vo) =0
Enfin, quant & la somme
ez’ 2 e 1z -
VVS::‘[ dwa—l—f dw
1l
on remarque d'abord que daus la 2° nappe, le long de l'inter-

valle rectiligne de 0 a ¢ = ' le radical VYI—2" affecte le signe
(—). Par conséquent

7 4 s _—i_ . o
81’ T €12

dz d.z
W= OH fVl =l

I / "I'
—2 ¥ 1l—2

Ensuite le théoreme de 'addition fournit

11
e12

lv

W, = [dz — rdt ==
o) 1—2* o) 140
, 1—1, =~ :
= —¢ K, = — 3 ]‘[."ZK3 — —(1—2)K,.

Les valeurs de W,, W,, W, relatives aux zéros de Vg° une fois
établies par le calcul dirvect qui vient d’étre fait, les fig. 12a...12m
permettent de reconnaitre immédiatement I'exactitude des ré-
sultats suivants :

W,= K, pourles zéros de V'¢°, Vg V7% Vs
= —K, » » » o » }"/9’ ’ Vg” ) V)”za Vi’ﬂa
=—K, » » » o » V}’ioa V Y1 o VJ’OE.’ V)’a
K, » » » oo» l/}”l ’ V}'”v V}”v V}’”g
W, — —(1—4)K; pour les zéros de } ' ¢°, V9" > Vi V1"
(1—)K; » » > » Vg ’ Vgr ) ]"f}’a > VY’A
—(14+9)K; » » » » VYOQ'! V)’fgn Vyosv V}”s
— (149K, » > > > Vi VY Vs Vs
et W, = 0 pour les zéros de toutes ces 16 fonctions abéliennes.

[l

I

Il
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Seules les intégrales relatives aux zéros des fonctions VE,, VE,,

Vi,, Vs ne peuvent étre traitées de cette maniére sommaire.
Elles ne présentent d’ailleurs aucune difficulté nouvelle.

Zéros de V&

Soit & déterminer

—_— e’o’a

\/(1 u)z

(On se souvient que les zéros de chacune des fonctions VE,, VE,,
Va,, Va, se confondent). Réduisant d’abord & la 1t nappe, il vient

@)

I.\9|I-d

f w(l—z“)* ¢(1+z“)5

posant ensuite

5 5
—Q___’ dz — ds paB?
1—¢&" (1—8x

o —

Y%

cette intégrale prend la forme

ensorte que

2 i 2
1, _gZdz . Ja;dz ) zdz
SCh "&Ti_z“)ﬁz_zf Ji—y J yarey
IIO 0 0
Substituant
. T
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b orde

— — —K,.
If\/( l-u)s =

on obtient

w|

l\9| —

J dz J" dz _,r dz
Vi wVixe
= ¢'K, = (1—)K..
D’une maniere analogue, on trouve aisément :

Pour les zéros de J'&,: %Wl :‘fsolwl S v
2 0

=1

K,,

1 Hi's} 1 e o] .

g Wa= J Odwﬂ =—K;, 5W; = jodws ——(1+9)K;.
I

°° 1 —l—zK

19
2

Pour les zéros de }/ z,: 2 i “J

E)—Wﬂ — f Odw2 =—K,, gwa — j Odwa = —(1—0K,.

Pour les zéros de V2, —W J'_afsfz;l 1;—%Ki,
11

1 —ew
—Wngod%_ ~K,; Qws_j dw,s__(l-i—z)K

111 I1I

Valeur numérique de quelques intégrales normales.

A Paide des formules

[ w(2—i ,w w W;|
W="9 |7k, T X, T Tl
_ a(1=3y)r w, cw, 147wy
| =55 X, 'K 2K
_a@B+9r w, . L wy 1410 wa]
T 720 | K =9 +3 &,

(comp. p. 115) et du tableau p. 110 on construit sans difficulté le
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