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FONCTIONS ABÉLIENNES DU GENRE 3. 147

pour ramener cette intégrale elliptique à la forme normale

dip
w- ^•fyi- 1

2-sin>
On en tire

i

K Ç dz 1 p dxp^ —JLir
J yi^Aft - n\ J7~T~t n v
0 ° y 1—-^sury

Ainsi, on vient de trouver

K* ~~ Ks ~~ Ta Kl'

Valeur numérique de K,.

En vue d'une représentation qui sera faite ultérieurement, il
est utile de connaître la valeur numérique de K,. Pour la
déterminer, on peut se servir de la méthode de Gauss.

Si l'on pose, pour abréger,

dipf{a,b,ip)-\ t
v Y a. cos2 ip + is sin8 <p

et que l'on soumette cette fonction n fois de suite à la transformation

de Landen, il vient

1 1

f(a,b,ip) - f(ai,bl,9i) jp f(a„ bt, 9l) rr...
1

gE /'(«nA.tpn), OÙ

(ti ^(a + b), bi=zY"âb tg(îP, — q>) zz-tgy,

«i «(«* +*i)i &i=/«Â, tg(ys— y,)zz-Hgcf4,
-^ w4

«3=ô (a* + ^)' &«== /«A tg(y3—çp.Jzz-^tgîpj,

il
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Le calcul doit être poussé jusqu'à ce que lim — =1. Alors,
Un

si l'on écrit encore lim / ^ j <P et lim an lim bn A, on

a /(a, b, cp) —r- Lorsque cp — n, <P est évidemment aussi
A. £

— Tr et par conséquent

Or, dans le cas actuel,

it «

K,
„

1
s '/ /2 cos2 cp + sinVo 1 —-rsurce °

2 ^

ou

a =/2 1,41421356, òrzi,
on trouve successivement

a. rr 1, 20710678, 6, zr 1, 18920722,

a2 zzi, 19815695, bt 1, 19812352,

a8 l, 19814023, 6, 1, 19814023.

Il s'ensuit

A zz 1,19814023, K, zz -^./2.0,83462684 zzi,85407468.

Il est intéressant de constater que les sommes

WAzz / dwhft- j dw/,,
o 'o

où x et ß signifient les zéros d'une fonction abélienne
quelconque, s'expriment d'une manière très simple au moyen des
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quantités K,, Ks, K3. A cet effet, et afin de faciliter le contrôle
des calculs par la vue, on opérera la représentation du cercle
des unités à l'aide des intégrales wt, wî: tv3. Pour mieux
distinguer les différentes nappes, on tracera chaque dessin quatre
fois. Dans les fig. 12a... 12m, pl. X, les chiffres ± 1, ± i se

rapportent aux points correspondants de la surface (g). Le cercle
des unités entre successivement dans chacune des quatre nappes.
Si l'on exigeait que le point g restât constamment dans la même

nappe, il faudrait fajre intervenir les modules de périodicité des

intégrales wu ', mais il n'y a aucune utilité de procéder de cette
façon.

Zéros de Yo°-

Soit à déterminer

dw.Wt= dwift-j
o *"o

in u

En soumettant l'intégrale ivt à la transformation Ç s—, on

c d'c
obtient l'intégrale indéfinie e' I-*-===• (comp. p. 141). Dans le

calcul des limites de Ç, on se servira des valeurs de s qui cor-
—« ——-i

respondent à z e12 dans la 3",e nappe et à z e
12 dans la

2me nappe.
On trouve

g =e^,s=e~^iA ebi + ^' + ^i=ß^ (Voiries
m fig. 2 et 3.)

-77,*»
g e

12 s= e12 Ç c'

Si l'on admet, en outre, que ÌI—'Cft + 1 pour Ç 0, le-

signe de V1—Ç * dépend de la relation
1

y 1—f*

Or, lorsque z se meut de 0 à e
'2 dans la 2me#nappe, s va

de i à e12 ,<r de — là e" Sur ce parcours, la partie réelle
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de s* est négative; il s'ensuit que, dans la 2"'0 des intégrales
proposées, yyyZ" affecte le signe —). Ainsi, il vient

W,zr-AÇ g _ f dj ]_1 LJ yjz^ J YxAAAA

rr .{ f-JL, + f^].L0J /1-f* i/ /1-f*
Grâce au théorème de l'addition des intégrales elliptiques de

première espèce, à savoir

rx dx py dy
J Y(l—X-)Ö^r7Ä) J Y'y(l-a?){l-k*a?) J 1 (\-f)(l-k*f-)

=7
0

dz

V(l_z»)(l-ÄV)
ou

_ a;^(l —y')(l-fc'y«) + y ]/ (1—gXl-fcV)
C _ ~

l—lfxhf
on peut réduire cette somme à une seule intégrale. Dans le cas
actuel

Ai -i J_ -iU1 zr — 1, a; rz e12
"

y rr e1-
"

«"> i _-<*>•' + e12 ' 1—e»e
c

1 + c« Me«7

Il ¦ l ¦ 7 l ¦ 3 ¦ 3 ,¦ :i ¦

_e'- e ° + e12 eu c + e4 _q>e
— fZTï — ô IP

en sorte que

W, rz s'

rt—.'ra
dt,

0
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Substituant encore Ç — st, il vient finalement

dt i dt

/l+f J /T+T
0 0

Observation. Dans le calcul de c, on choisira celle des deux

valeurs de y\—ex dont la partie réelle est positive.
Soit à déterminer

er-A e-TA
W2 zz J" dw„ + J dio,.

u,0 ,1°

Si l'on introduit s comme variable, on obtient l'intégrale
indéfinie

ds
w, f ¦ (Comp. p. 14G.)J/l — s»

Les limites de s se trouvent comme dans le cas précédent et
la relation

z» =/r=^?
montre que, lorsque # se meut de 0 à e12 £2 de 0 à e° Vl—s*
prend le signe —

Il s'ensuit

e~Â2T-* eïi"' e~~îïT-1 e~5Tl

- J/l—a» J/l—s* \Y\—s* J./l o«

e 12

J +J +J +J -wJO Jl J 0 J —i J Q JO

e~ î2"' e~ ~à~l

zr f + f - K. + iK,.
J o J 0

L'application du théorème de l'addition aux deux premières
intégrales donne

e~ïï~l e~u~l
f +f =•%,J o J o
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ensorte que

W. zz — K2 + iK, + e' K, zr - (1—i)^L + ~Kt zz 0.
/2 /2

Enfin, quant à la somme
j_ - a ¦

e.2"' e i2r'
W3= f o!w>3 + f dw-0,

J o J 0
m n

on remarque d'abord que dans la 2e nappe, le long de l'inter-
__L_r

valle rectiligne de 0 à e 12", le radical Yl—z* aft'ecte le signe
— Par conséquent

7 ; A_ ; 7 ¦ 11 ,•

ei2=* e A2~l cîîT-' eA-y
r dz ç dz ç dz ç dz

3 ~~ ] /î=? ~ J
/TAAft - J /fLZ^ J0 /ï=?'

Ensuite le théorème de l'addition fournit

f ck A dl

0 /1—2* o/l + <*

l-*',/5rz -*'K, rz —-7=r2K, -(l-i)K,
Les valeurs de W,, W2, W, relatives aux zéros de yg" une fois

établies par le calcul direct qui vient d'être fait, les fig. 12a... 12m

permettent de reconnaître immédiatement l'exactitude des
résultats suivants :

W, zz iK, pour les zéros de Y9° i Y9 > Yy°v Yyî

zz -k, » » » » YgT YgT /?7» YT

- — »k, » » » » /77 YyT, Yy°v Yn_
zz k, » » » » /P7, /PT, /77, /Â

W5 rz —(t—t)K, pour les zéros de /7", fgrt /p\, /p\
zz (i—ok, » » » » /<T> /ÎT> /rT> YyT

zz—(l+i)K3 » » » » /Ä, /P7, /y%. Yy\

- (l+i)K5 » » » » /yT, /PI, /y, Y71

et W, 0 pour les zéros de toutes ces IG fonctions abéliennes.

ô

T
2
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Seules les intégrales relatives aux zéros des fonctions V|5, Vi-6,

Yxs, yxe ne peuvent être traitées de cette manière sommaire.
Elles ne présentent d'ailleurs aucune difficulté nouvelle.

Zéros de /js.
Soit à déterminer

/—t'oo

llo
v^d-^)5

(On se souvient que les zéros de chacune des fonctions V£s, V|6,

Vx., Ka'u se confondent). Réduisant d'abord à la 1" nappe, il vient

2

o
^(i-^)5 J fti+zr

posant ensuite

' :,dz= *
cette intégrale prend la forme

1 *
J/l-r

ensorte que

iw, tVK3 eK3 =r Li^K,.

2t/2

t7(ï + 2f
'o o o

Substituant
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1-iriT f tdt,
on obtient ^-j— =-K3.

0V(i-n3
— r.'rm n—t.' rc ^oo

¦ 1,„ dz Ç dz \ dz
c) ttW, zz j zz—) r zz t 1 -= —

2 3 nJ0 /i—z* %Y\—2* #o;/r+^
zz e% zz (1—OK,.

D'une manière analogue, on trouve aisément :

A zXt A .'

Pour les zéros de /?6 : —W4 zr f dw, rz — ——K,,
2 J o 2

i

i\V2 zr fdw3zz -K2, ÌW3 zz J'dto, zr -(1 + i)K3

i i

Pour les zéros de /a;s: ^ W4zz f rfu>4 zz ¦ —K4,
2 J o Jt

IV
1 e' 30 1 „s'rro
-W2 J dw, zz -K,, JW3 rz J" ^t», -(1 -OK,.

IV IV

1 - — s» 1 J
Pour les zéros de y xe ¦ —W4 zr dwl zr ——-K4,

2 J o -2

m

ìw2 J~^2zz-Kä, ÌW8 J,X5=(1 +t)K,.
ni m

Valeur numérique de quelques intégrales normales.

A l'aide des formules

_tt(2 —pp w, ty2 w,~|
*' - 20 |_ IT + k7 + lj'

ît(1—30f" m>, w2 1+t w3~]
'2 - 20 L kT _ì~k3+^~kJ'

7r(3 + i)r w, to, 1+t t«
"L K4

(1 %2 + 2 |K3J3 "~ 20

(comp. p. 115) et du tableau p. 110 on construit sans difficulté le
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