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NOTE COMPLEMENTAIRE

SUR LE LOGARITHME-INTEGRAT

PAR

H. AMSTEIN

Les quelques pages qu'on va lire forment la suite de mon
travail : « Note sur le logarithme-intégral ». (V. Bulletin,
vol. XXXI, n° 119, 1895, pages 203-225.) Ln app’iquant les
formules (1) p. 204 et (2*) p. 208, on remarque bien vite que le
calcul numérique du logarithme-intégral devient peu commode,
des que son argument sort de certaines limites et devient, par
exemple, ou tres petit ou trés grand. Il serait donc a désirer
de posséder deux séries remédiant & cet inconvénient, c’est-a-
dire convergeant d’autant plus rapidemeunt que I'argument du
logarithme-intégral est respectivement plus petit ou plus grand,
Or 'une d’elle au moins existe. Elle a été¢ donnée par M. O.
Schleemilch et se trouve dans la Zeitschrift fir Math. und
Phys., 4. Jahrg., p. 390, de méme que dans le Compendium der
hoheren Analysis du méme auteur, 2¢ édition, tome II, p. 265 et
suivantes. Sous une forme un peu plus générale qu’il ne nous
taut, la série en question est
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Les coefticients a,, ¢y, a5, ... se calculent facilement. En dé-

veloppant sous le signej>

FE—1) (E—2)¢t - 3)...[I—(m—1)] =

m—1 m—2

— tm s Cm.-l t + Cm ,t = 5 o +(_‘ 1)’”"'" Gm.m—l f )

et en intégrant ensuite, 1l vient

1 g m 3 m— N m—2 m—l oy q a1
afﬁ_—': T}) .J [t - (Jm‘l t ! +(J-m,2t "“'"“'....“]"'(‘—“'1) | (./m.m—l t] tﬁl 1 e fdt:
T

_;_(/'_)I: rt’,,+/_lc C C,m_l t‘m_i—/ -8 dt""— +(—])‘m 1 M. )N—]‘J i;‘g{ dt]:

0 0

[’(ﬂl""/ )— moal Un"l"f‘—l)"l-cm ’1‘(?"+/ _9) = +(_ 1 )m i m— | l‘(/ “!’" 1 )]

Or on sait que
rog—+1) _
11(}‘) ey 4

et par conséquent

ro+2  ro+2 ro4n
rgy — re+1°" ro)

:}'. (}.+ 1),

PUTD = WG )2 kg =) = [

de sorte que finalement

(2)
ay == [_/ Im - (Jm | [ ]N!"" —+ Gm 2 |7 —| g “ae "I-(—'l)m“—“l Cm_j”_,] l}] .

La série (1) dont M. Schlemilch démontre la convergence
pour toutes les valeurs positives de x, mérite qu'on s’y arréte
pendant quelques instants. 11 peut arriver qu'on en ait besoin
d'un grand nombre de termes, Dans ce cas il serait utile d’avoir
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une formule de réduction facilitant encore le calcul des coefti-
cients ¢. Afin de I'obtenir on commencera par étudier les quan-
tités C. _

La formation de ces quantités fait immédiatement reconnaitre
I'exactitude des équations

Om.l — Cm——-l.‘l ‘l_ (']n _ 1) Um*l.l)
Um.;’ — Um——l.:’ -+ (’ﬂt B l) C‘m—l.l
Gm.li — UHL-—-.-i ..'i + (7”' — 1) O’m,__l_;:

(3)
Cm.lx — Cm—l.i.‘ ot (”’/ = ]-) Umm Lo —1
Uur.m—-—l — C‘m——l.m——l s (7“"'._ 1) Um-—rl.m—_* 9
ott Cpo=1¢et C,,, =0. Ona ainsi, par exemple,

Uu.:.l = Cun=1.1 4 (e — 1)

Um*l.l = Gm-ﬂﬁll + (9)& - 2)
U:;.l = C;’.l | i 2
Can = L

En ajoutant ces ¢quations terme 4 terme, 1l vient
C‘m.l —— 1y | —+ 2+ 3+ g +(9n‘—1)

et Pon en conclut que les quantités C.y, Cia, Ciay oot G
forment une série arithmétique du second ordre.

Soit
o=ty 5 May o565 Bns <o

une série de nombres,
AB = Aug=u, — gy Uy =Ug— Uy ... AUy =Ungt — Uy v e

la série de leurs différences premiéres,
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MR = o= Au, — lu,, Fu,= [, — [y ... Pn=AUys1 — [ty,...

la série de lears différences deuxiemes,

p—I g1

' { I |
ANR= fu=1""u, - 4"

1—1\
uy. Muy= 1" u,— 1" u,,....

# p—A Ji— |

Fitpe= o U1 — Upyoon
la série de leurs différences picnes. Alors on sait que le terme
général de I est donné par la formule

[} 0 1 ﬂ
wp = Uy, +p, Mg+ py Puy+ p;, Fuy— ...+ [u,,
ol

Pp—hHp—=2)...(p—r+1)
1. 2, 3 ... r

pr=

désigne le y7om ceefticient du binome, et la série R est dite une
série arithmétique du ki*ne ordre, lorsque toutes les ditférences
(k- 1)7“m sont zeros.

Dans le cas ou la série se compose des nombres C.y, Ciy,
Cir, ... on trouve immediatement

Uaismel, M=%, .Pa==1, =i,
de sorte que
Cogrt = wp=1u, + p, g+ p, 1P1,=142p, 4+ p,.
On vérifie aisément qu’en effet on a

m (m— 1)

Coi=14+2434+...(m—1)= =14 2(m—2), +(m —2),.

dd

Ce fait une fois reconnu, il est naturel de demander si peut-
etre les quantités O, . forment une série arithmétique du
4¢ ordre, les quantités C,, ; une série arithmétique du 6° ordre et
alnsi de suite.

S1 la réponse est aftirmative, 1l doit ¢tre possible de mettre
les nombres C,, » sous la forme

My = Uy + Py Nty +ps Py p; Py +po 1'u,.
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Or par un caleul des plus simples on prouve directement ue
'on peunt écrive

P
|
1

]
to

Cio= 11 =2 49,1,

Gio= 3)=2+4 9.2, 4+ 15,2,

o= 8) =24 9,3, 4 15,3, + 11.3,
Cro=110=249.4, + 10,4, + 11.4, 4+ 5.4,
Coo == 322 =2 4 9.0, 4+ 15.5, + 11,5, + 3,5,

Dans ce cas on a |
Cop=aw, =2, du,=9, Fu;=1D, Puy=11, Hu=3, Fu,=0,
d’ou 1l suit
C/J-{—.’;.ﬂ —_— ’“p e 2 + 4 2)| + 15 1).2 + l]. pll + 3})"

et par conséquent
Chn:=249m—3), +13(m—3). 411 (m — 3), + 3 (m — 3),.

A laide de la relation C, 412 = G2 4+ m C,,1 on montre
aisément que cette formule supposée exacte pour m , reste encore
valable pour 7 + 1; elle est dounc applicable & toute valeur

entiere de m > ou =
"~ Un raisonnement analogue conduit aux formules suivantes ¢

Cns=0-+44(m—4), + 131 (it —4), + 204 (e — 4), + 176 (e — 4), +
4+ 80 (m —4), + 15 (m — - 4)q.

Co, i = 24 250 (02 — D), ~+ 1100 (m — 5}y 4 2695 (m — 5), + 4045 (m — D), +
~+ 3824 (m — D), + 2230 'm — D), + 3D (m— D', 4 105(m —D),.
Gy = 12041644 (m —6), + 9724 (m — 6), - 33060 (m — 6), 72045 (m —6), 4
=+ 105650 (m - 6), ++ 105939 (1 —6); + 71904 (me — 6), 4
=+ 31675 (m — G), 4 S190 (12 — 6), 4 945 (m — 6),,
Cos=7204 12948 (m —17), 4+ 92708 (me —7), + 407792 (me—7), +
=+ 1179402 (o — 7), + 237D06D (m —T)y ~ 3427543 (m—7), +
—+ 3581495 (e - T), 4 2695007 (m — l‘)s —+ 1426607 (m — 7), +
—+ 504945 (m—T7),, + 107415 (m —T7),, + 10395 (m —T),,.
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‘La formule générale pour C, s serait sans doute assez com-
pliquée; nous ne I’établirons pas, vu que nous n’en ferons aucun
usage dans la suite. Elle serait pourtant bien intéressante et, a
I'occasion, utile, car C, ., étant la somme des combinaisons des
(e — 1) premiers nombres entiers 1, 2, 3, ... (m —1), pris
kak, elle fournirait le moyen d’évaluer cette somme d’une
maniere relativement simple. Ainsi, par exemple, la somme des
84 combinaisons des nombres 1, 2, ... 9, pris 3 & 3, est donnée
par la formule

Croy == 6 4 44,6, + 131, 6,4 204 ,6, + 176,6, 4 80, 6, + 15 =9450.

Passant maintenant aux coefficients @. on prévoit qu’il est
possible d’établir de différentes manieres des relations linéaires
entre a,, @y, ... an; il s’agit d’en choisir une qui ne soit pas
trop compliquée. Partant de la formule

2)  an="Cua2]" = Cut [1) T FCoe 2] — .+ (= 1) Cormr [ 1],

on essayera de déterminer les constantes A,,.» de fagon & avoir
identiquement

1
1

N . m—1
‘\‘L) A== 7.0m—1 -+ At Az — Am_.;.’ Un—3 == X Qe — oo oo e 1) Apm—2a
Or d’apreés (2)

>‘{£"l*| — C”‘"""U } [)\’J”‘""l — C!H—l < ; [:"'-Jm--;J =+ Cm—-l;;‘.’ )\ [}"-l”‘—"‘ - Cm——i ] ] I‘/.'\]m— IJ -+
+ Cm-—l.i. .}L [‘/‘]’"—:.' L e + (“‘"‘ 1)”"-_"-‘ Cm—-—l,m-—-? }; [)_l 3

et comme

=0tk —k () =0 =k,

I'équation précédente peut s’écrire
- = e i o g it— 17 -‘ T qtnn—1 y . t—2
et = Comr | [7)" = (= 1) 2] | = G L2 = (e —2) 7] | +
s Cm_]-f[[i]m—'_’ - (?n _"_3) I:)\.]m —3'] _ C,,,_.L:: [[A]m-—l% _ (ﬁ’b _4) [;L]m— l] 4

...... A (= D) T Corne AT - 114D

-+

ou bien
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| Kain—1 = Cuuro [4]" —

—Cw—ti A = 1) Cor o} [2" ™+ [Crmtz A (m—2) Crra ] [4]" —
— G 4 (= 3)Comr 2| [A]" ™ [ Corr i (0 — 4) Crmr ] (A"~ —
e g mm s v g +(— " [Cortomet 4= 1. Core | [4]
ou encore en appliquant les formules (3) d’apres lesquelles

Chu—mtpg+(m —1)Ch—io ;C;;,,x
Con—tot+m—2)Cpey 1 =0C,— 1.0,
Co—tas+m -3)Ch—12=Cunis—2,Ch-12

*

Cf.'.'-——i.m-ml -+ 1. Cm—i,m—-;’ == Cm.m—-—-! _— (?’)‘Z — 2) Cm—l.m—j,
lafm—i = Cm.t) [)k]m — C’m.l [Z]m_l "+ [Cm.:! e l . Gm—].‘l J[/,»:]m_l —
—[Cna—2. Com ] (41" 7 4+ 1Ci = 34 Comra] [A]" ™ —

........... + (— 1" [ Cormer — (m = 2) Cry.m—2] [4] .
Si Pon introduit cette expression pour j.a.,—i et en méme temps
les valeurs de @w—», @w—s, .... a, tirées de (2} dans 1'équa-
tion (4), il vient
n=Coun[4]"—=Co [A]" 74 Coa =1 Coumrt LA = [ Crrs =2 Cou o) (4]
G i—3. Coumra[[A]" ™ — =1 [C'“"“T"i — (m—2) Cn—r.n—z] [A] +
Ama{On 201" G (1" Cursa [T o (= 1) st —
A2 tCm—ao[A]" T — Coa [A]" " A (= 1)" T Conmi| 4]+
Ay {Cm—-i.i) |';'?]m—/t — Cu—ii [AIM-“ + wases +(— l}m_ﬂ C,,,_r..,,._r,uli——

Am.s gc’“"i‘-‘-” I_”m T Coin—s 1 I;)*Jm_(i = BT ool l)m_ﬁ " I_‘;t |; =

(— 1) A m—z Cro|4].
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En égalant les  coefficients des mémes symboles |
(v=m,m—1,...2]1) dans les seconds membres de (2) et (),
on obtient les équations

Cwo= Cfm.u; —Cpy=— Cm,i
Crz=[Cm2 —1.Comr i ] 4 Awt Cramz
— Cua=—[Cns—2.Cn12] — Ama Gzt A2 Cua
Cm.-’r = l_Um.’r — S.Cm—'!.i%] + A-m.i Cm—-;’.;’ + Am.;’ Cm—ti.-l —I— Am.:i Cm — 4,0

. . - e . . . . . L3 . . . . L . . L} . - ] . . . .

m—1 m—I1 [ m—u
(— 1) Cm,m——l — (‘_ 1) [(J‘m.m--l — (”Z - 2) Cm—i.ua —_']+ (— l) ’ AHL1 Cm—-—i’.m—it
; m—rh ) m—i =0
- (-"" 1) Am;’ Cm—f%.m—-,’» . e l) Am,:% Cm—-'p,m—:”a - (""" 1) Am.-ﬁ- Cm—:i.m—ﬁ
, m—l1
+ ceas wen + (—“ 1) Am.m—;! ‘)i.l)

dont on tire, en les résolvant par rapport au dernier A, . qui
se trouve dans chacune d’elles

Am.‘l =], Cm—1.l
Am.;"—----'-2 Cm——l it — Am.l Cmﬁi.l
Apa= 3 Cm—-l.:t - Am.l Cm—;’.;’ - Am.;’ C’nfu—:i.l
(6) Aua=4Cu i, —Au i1 Cuo2p—An2Cusr = AwaCu—in

Am,m —u= (m - 2) Gm—-l,m——:.’ - Am.l Cm—-.’.m—‘-'- - A-m.;’ C'm —3.am—4% —”Am,ﬁ me—’»,m—.’i

% e Am,m—i{ C‘.’.I .

Ces valeurs obtenues, il est facile de vérifier directement les
égalités
Apy=Ap—11 + (m —2)
A =Ap—124+ 1 An_i
(7) + Ams=Am—r3+ 2. An_1

Am,& = Am——-l.‘i +3-Am—~|.:£

. . . . .



NOTE COMPLEMENTAIRE SUR LE LOGARITHME-INTEGRAL g

De proche en proche on arrive a la relation hypothétique

(7a) Am.k—l = Ap—1—1- (k - 2) Am—i.lf—':!,

et si on peut prouver, partant de (7) et (7*) que l'on a de
meéme

(8) Anr=An_1i -+ (k - 1) A-m— 1Lh—1y

cette derniére égalité sera valable pour toutes les valeurs en-
tires de &, de k=1 jusqu’a k=m — 2. Or la démonstration
en question n'offre aucune difficulté. kn effet, en s’appuyant sur
les formules (6), (7), (7*) et (3), on a successivement

Ani=kCn—sxt —AnaCne2—1— A 2Cn-si—:—AnsChoia— ... —

— Akt Gt =k [Cm2 4 (10 —2) Corm2—1 ] — [An—11 4+ (10— 2) | Cn—20- 1 —
—[Am—t24+1oAn—11] Co—sr—2—[An—1342.An—1.2] Cmtr—s —....—

—_— [Am—i.k——-i + (k = 2) Am—! .I;—'.’] Cm—k.l = "3 Cm——ﬂ.k — Am—-l A Cm-—-'.’JJ -1
—An12Cn—si—o—.cc.— A1 k=1 Conmit + (M —2) 21— (m - 2)Con—a 1 —

_— 1 . Am—d_.-i Cm—:!,k—-i — QoAm—I}:I Gm—’u-.k—:! e awiteon & & w0 e i — (k ——2) Am—l.k—-i Gm.—k,l
=ka_.-_’,k—' A1 [Cm—:%.k—i —+ ('JR s 3) Cm——-:i.i’.;-—i’__l — Ajp—12 [Cm——-i-.k—-—;’ +
+ (ﬂ'l- _— 4) Cm—-’y,k—-?.] —_ Am--i 2 [Cm—:’..k-—:i + (973 _— .—)) Gm—.’i.k—-’l] e —

An—13—1[Cn—rmra4+m—Ek— 14+ (k—1)(m—2) Co—z—t — Vo Ap—1.4 Cpi—g g—2—
—2 Am—12Cm—i3— . — (b—2)Ap—1—2Cn—a =Ap—1 o —
— (m—3) Apm1.1 Crz—z — (M — &) A1 2 Con—iims — (M0 — D) Ap—13 C—s g — ...
veevreei— (M —E) At im2 Coeiet — (m—k — 1) Ap—r 1 4
+k—1)(m—2) Cp—zim1 — L. Ap—1,1 Cu—tii—2— 2, A —12 Ot — ... —
— (k—2) An—t5—2 Cor1 = An e+ (m—2) [(k — 1) Con—2p—1 — Asy—11 G 2 —
— A2 Coteis — veee — A—1 =2 Gt
41| Ap—11 C—z—24+2 | Ay Co—ir—s + ceveene +(—2) | Asi—15—2 Cin—ses
s ] —2 —(k—2)
—(m—k—1)Ap—12—1
= Atz (m—2) At — (m—=k — 1) A g1 = Ap—ri + & — 1) Am—tp—t.

Ainsi la formule (8) est démor tree.
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A T’'aide de ce tableau on calcule facilement les valeurs des
coefficients ai dont les 11 premiers sont :

PP =10 —DF 82

=5 4202-—1523+ D8 22— 267

=" 4+3023 =301 423823 — 217722 4 1947

=/ 567 —T025 4+ T2522 — 1008 2% 4 2035 22 — 1142 4,

o =20 8477 — 126 2" 4 1848 25 — 3444 34+ 11611 2> — 15470 2.2 4

—+ 9736 A

= 2412075 — 21077 4411625 — 9660 2° 4~ 47815 2. — 85410 7 4-

4 134164 72 — 813842

= 2"+ 165722 — 330> 4831627 — 23562 ,° 4-159115 25 — 387090 1*

—+ 983059 22 — 1245770 2 4 8233923,

Dans le cas actuel ou 1l s’agit du logarithme-intégral , 7. est
égal & 'unité et les premiers coefficients @, deviennent
=1, g =1, ay=2, o,=4, o, =14, a; =38, a, =216,
g =600, my == 6240 ; g, =952, @ =319206; ayy=— 519312’
a,, = 28108360, ete.

Le logarithme-intégral, lorsqu’on y effectue la substitution

—=lf —{f
=t , dor=— e Hy

peut se mettre sous la forme

[ [ 7
logx =
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et cette derniere intégrale, abstraction faite du signe, est donnée
par la série (1) dans laquelle on pose 7.=1. Ainsi ’on a

e dv
mJ:n __UM:
= y+1 T w+Ly+2 y+)y+2)y+3
L 4 14 "
1) y+2) y+3)(y+4 (y+1)...(y+5)
38 216 600

TUFD 0 gD DT s

B 6240 oy 9552 319296
(y+1). .. {y+9) T (y+D...(y +10) " (y+1) ... (y+11) —

— 519312 28108560 ]
(?j‘l"l)-..(_’lj—l-l‘_’) (y_.]_..l) (J+L)) .....

Au moyen de cette série on trouve, par exemple, pour y=0

ou z= ¢ , en tenant compte des 11 premiers termes.

_ f ¢ dJ = 0,000360082, .
locr X

Afin de juger de la valeur pratique de la série (2¢), p. 208 de
ma note sur le logarithme-intégral, on calculera encore une
fois cette méme intégrale & aide de la série en question. La
comparaison des deux valeurs obtenues permettra de déter-
miner les premiéres décimales de la constante d’Euler.

81 dans la formule sus-mentionnée (24), & savoir

. tu(l,-]—/) A r 9 =1 .
©) J T dl‘»-‘—-‘:} f@dt—i—x Slw, & 1),
0

log
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ol
5 ) alog x) A ,
S(x,a,/t)zlog(l—i-/u)—( l?x)|log(1+l.)_/._|+
log z)? (e log 2)° 1., 1
w)—tlog (1+l) ’L+c) AJ 5% ) I_ g(1+l)_’/"+§'l'—" g"ﬂ‘?’] ‘
/
‘“‘)g‘” Uog(1+/)—/+—/ -——A +mA*J— ......... ,
on pose .
l 1 g 1
_atf +ﬁ L
=g ' g a+(5 dx,log t = +ﬁlo &,
ol a¢>0, a4+ 3> 0, il vient d’abord
LC+B
t“# : dx
logt . log x ’
) ! " dx
log tdf: logz ’

0 0

puis 'équation (9) prend la forme

Lo+B ol
" dx dx 1
(9%) m: — + S (x, a, ).
[ o]

1) 0

—h
r

Maintenant pour calculer Jﬁl(igxx on peut procéder de la

1

"

] ) dr | )

maniére suivante : D’abord on calcule Tog a laide de la
' {}

série fondamentale

A

’ dx :::‘.vx 10{{" T
(10) !j log 7 = C+ 10g (-_— 10g x) + n:'l n'nl ’

1}
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ensuite ’application répétée de la formule (97) fournit succes-
sivement les intégrales suivantes :

_1___.,_ 1

1
RN RN
6‘ o':u, og x log e e 9

31 ,
— S 2 sy

(cix fdx; dx 1 1 31
logz — J logw — J loga T f_fs(—’—?j’g)’

T s 3

" ; ’ f . 1 1
J dx =J' de f dx " 1~, S(——,'Z,;—),
J logx —J logr o logx e’ e 2,

N . — — a3

j‘ de (" dr _ [ _dx +~1;-s<l,3,i 1

Jlogw —J loge . log ¢ e 3
dJ/ . " dx . dx 1 g (_1 4 1_)
logr — J logx log et 2

En éliminant les intégrales intermédiaires, on obtient

I -—1
»

dr 1 r 71 8§ 1
(11) J:“_U logx =C+ J . S( n))'}‘_‘_:;'b(zwgag_)"‘

<)

c-

1N 1 o/1 1y 1o/l 1
_S< ) az)_l_— S(Ea“aﬁ)"‘gs(gaé‘tg))

Cette disposition du calcul ne fait intervenir que trois séries ,
a savoilr la série fondamentale [10) et les séries

S(x u,l) et S(x a,ﬁ)

Tous caleuls effectués, I'égalité (11) donne
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J =C — 0377575747353, = — 0,000360082;, ,
d’ou Pon tire
C = 0,577215664. . .
valeur exacte jusqu’au 9¢ ordre décimal.
En se servant d'une valeur plus exacte de C (Dans le mémoire
de Gauss, Disquisitiones generales circa Seriem infinitam, etc.

on en trouvera les 40 premieres figures.) on obtient les valeurs
suivantes des intégrales intermédiaires :

— 1

] 1 L 0,219383953439552,
o logz
_3
ldx — — 0,100019582406.
0g &

1)

—_—

¢

f ld‘” — — 0,048900510707,
J logx

3]

—i

r

d

f D = — 0,013048381094,
Y loga
f L. — 0,003779352400,
. log

——:!i

dr . .
J Togz = — 0,000560082451,

00— —C
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