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DÉTERMINATION DE LA VALEUR DE L'INTÉGRALE

i'T de
J a2 sin "2Ptì + b2 cos^» '

o

PAR

H. AMSTEIN

(lette intégrale définie dans laquelle a et b signifient
des constantes positives quelconques et p un nombre
entier positif, a fait l'objet d'une question dans le tome

VIII, n° i2 (décembre 1901), de Y Intermédiaire des
Mathématiciens.

L'évaluation de cette intégrale n'offre aucune difficulté ;

il suffit d'appliquer le théorème de Gauchy relatif à l'intégrale

prise le long du contour limitant une certaine aire,

pour obtenir la formule désirée. Celle-ci, vu son élégance
et son utilité, me paraît mériter de fig-urer dans ce Bulletin.
Après l'avoir communiquée à YIntermédiaire, je me suis

appliqué à effectuer aussi l'intégrale indéfinie correspondante

dont la portée est évidemment plus grande, puisque
l'intégrale définie n'en est qu'une application particulière.
Or |il se trouve que les calculs nécessaires, tout en étant
un peu longs peut-être, sont très faciles et en quelque
sorte élémentaires. C'est cette partie de mon travail qu'on
va lire. Sans faire intervenir le théorème de Cauchy, on

passera alors de l'intégrale indéfinie à l'intégrale définie

proposée.
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Soit à évaluer

v-L ' rf0
sin 2>>0 + A2 cos 2''0

¦

On a successivement -

tf0 J
r» dt>

_ f(l + tg *«ycos -PO

a'2 tg 2P0 -f />2

r/0

a2 sin -''« -f 62 cos *0 J a2 tg îi'O _(- A2

'(1 +
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tg a» y-1 </ tg 0

i tg- ^0 + A«

1
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Al + tg w-
tg-"0 +

-1 d tg 0
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et en posant

tg'0

a"- V

x

.f

b

a

1 + ./-2)"-1
-—. ¦ dxx> + c-

La fonction à intégrer étant rationnelle ou la décomposera

en fractions simples. A cet effet on déterminera les

racines de l'équation

ou de l'équation

x±Li _ c2= C2 p(2*+1)»r«.

Elles sont

t i'fc+i

.x-k cp e -p *' (k 0, 1, 2, 2/> — 1

ou, en les ordonnant de manière à faire ressortir les

racines conjuguées xv et x\
l ,/-k C e -p ¦' •
1

(/(' 0, 1, 2. .../i — l).
\ X\ C" C >
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Si pour un instant et pour abréger l'écriture, on pose

U' + 1

2/)

les racines en question sont

i n

X,

cp e

-Tetti

x\ c,p e

et la décomposition de la fonction à intégrer en fractions
simples sera, par conséquent, de la forme

2y>-i(1 + .x-2)

xa-P + c* i¦v Ak +
Bk

j? — c.P e*vi x ¦

— —fari
c,p e

]
Les constantes Ak et B* qui sont des nombres complexes

conjugués, à savoir les résidus d« la fonction du premier
membre relativement aux pôles simples xk et x\, se

déterminent au moyen du procédé classique; c'est-à-dire
si la fonction rationnelle que l'on veut décomposer en

tractions simples est de la forme /(•*) où / (ar) et y (x)

sont des polynômes, et qu'un de ses pôles simples soit a,
le numérateur A de la fraction simple correspondante,

A i » i <¦ iest donne par la formule
if* si *¦

A /(¦*)
tp'(x)

x a

où <f'(x) signifie la dérivée de ip (x).
Dans notre cas il vient

(1 + x2>*-'
2/j rfp-*

X .X'k

ÖpH?P
x(\ + ar2)P-'

— 2/JC2
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1 — t 2 \
—- cp e/7T( j _i_ r7 eSftîrt r~

2/JC2 \ '2/JC
et

n 1 — —Xjtj /. — —ì?.irì\p—l

B^-2^C?'e V + ^* i
On a donc identiquement

(1 + a-2)'-1

.r2/> -f c2

1

CP

%pC

p-iv
ls=0

pfari d +
,/• —

i

e2X7T(jy'"

^> Airi

l

- +
—/.7H
e (i+

./¦—

c/'
t

—2te«'V—'
« /

—ÏTTl
e

On remarquera qu'en vertu d'un théorème bien connu
sur la décomposition d'une fonction rationnelle en fractions
simples, on a

/'"1(At + B,) 0.
fc=0

Ce fait entraîne les égalités

p-} 2A- + 1 ><-» 3(8/f+l) n
P"* 5(2/.'+1)2 COS r-^— 7T 0, Z COS 7T 0, J TOS— 7T 0,

*=o 2/1 »=u 2/> i=« 2/>

p-} (2m + 1) (2/.-+1) /5 cos —t¦£ ±-^rr 0 {m p—\),...
fc=0 4P

"-1 (2/> —1) (2A.-+ 1)
.2 COS —î —i 7T 0
t.« 2/>

qui d'ailleurs se démontrent directement sans aucune
difficulté.

Afin d'éviter dans l'intégrale des logarithmes d'argument
imaginaire, il suffit de réduire au même dénominateur les

deux fractions sous le signe -51; par là toutes les quantités
en jeu, de même que les intégrales respectives, deviennent
réelles.
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Il vient
t

2/>c2 (1 +.,;sy-i /'-' Mix — cp Nk

i x*P + e? ,t0 1 1'
ce ./-ï — 2C cos Kn + C'

où

i -,. i(„ — tkiriSp—i -in'/, — — îfari\p—i
\ Mi e*m \1 -f cp e + e \h+ eJ> e

— ÌÀiri\p-l /„ — —1faxi\p-\

Pour mettre Mk et Nk sous forme réelle, on considérera

l'expression

i\ - Vai\jr-\ -J.-KÌ l-îlri\p-lK e-™> \\ + c,P e Ar e \i + d' e

qui donne Mk pour ./• / et Nk pour x 0.

On a

p—i —a-iri P—1 « —m.îAiri
K e-™ 2 (p — 1),„ c«j, e'»-2^' + c 2 (/> — 1) m ("n'J c

m—(s m=0

où (p —1)„, signifie le m'*""' coefficient du binôme, à

savoir

On peut ('-crire ensuite

K P2 (p — l)m c'"j [^'"l+^1 +
;»=(! L

p— I Si

2 ^ (p — 1 ),„ c p cos (2/nA + a-) tt
m=0

On obtient donc : pour a; K

Mk 2 ?.2 {p — Y),,, em'7 cos (2m + l)Xrc
m =(l
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et pour x 0

Jl-i î
Nk 2 2 (p — \)m c'"p cos 2m Xn

L'on sait que l'intégrale

/ Mka- cp V
——t - rr dx

,x-2 — 2c^a- cos Xn + rJ>

J
est de la forme

i

-dx A log (a-2 — 2cp.t cos Xn + cp)-\-Mkx — d' N* „ - - -\
a-2 — 2C x cos A7r -f c''

+
^/ a-2 — 2c'' a coos Xn -f- c/(

Les constantes A et B s'obtiennent en différentiant cette
égalité et en comparant dans les numérateurs les coefficients

des mêmes puissances de ./-. Il vient

1 iA — Mk, B ci' (Mk cos Xn — Nk).

Quant à l'intégration qui reste encore à effectuer, on
sait que

dx /» dxf r^ 1- fJ a-2 — 2c P x cos Xn + cj> J
I i

(a: —c.P cos Xn)- -f- d' sin2 Xn

arc ta-

t

x — C COS Â7T

ci' sin /?r c'' sin Xn
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de sorte que
i

\r (Tp VI J_ i\' k ' ' k
— r/./- — Mk log (x- — 2C x cos Xn + eJ>) +

— iL 2
a-2— .2ci' x cos Xn + c>>

i

Mk cos Xn — Nk x — C cos Xn

sin Xn+ k .;.,,_ " arctg
fi' sin Kn

et par suite

x-p+c2 ''¦'¦=- 2pT2,:„ La Mk lo*'(-r2-2r/'œ cos kn + c"} +

Mk cos La- N„ g^cogjgl ^sin /rr _L I

C'' sill /TT J

Si dans cette formule on remplace a- par tg0, X par
-1 f i

—, on a final«

J a2 sm -''

t 2/.-+1 t- isa valeur — on a tinalemenl
2p

dtì
Y

'(•e + b'2 cos 2Pß

a~ 2A+1_..:.
/—i sin 20 — 2cy' cos ——!—n sin 0 cos 0 4- c'e cos 20

_ _^_ 2 ri Mk lo<>.
%_p I

2pa2c2k=°\_2 * cos 20

2k 4- 1 — 2/r + 1
Mk cos •— a— Xt sin 0 — r-" cos — n cos 01

2p 2p
+¦ ¦ -2T+1 -^ 1—27,'T1 + ''' '

«m —y~— st C' sin ——!— rr cos 0 '

ou

Mk^2/v „,-!). (.^cosi^+iy^ + 11,

„ p-' -' «* (2Â- + 1

Xk 2 2 (p — 1 ),„ c"V cos —-i ^—n
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Dans cette intégrale on introduira maintenant la limite
inférieure 0 0. A cet effet on remarquera 1° que

¥M*
sin 20 — 2cp cos

lo«'

gft+l
2/j

n sin 0 cos 0 + cp cos 20

cos 20 0 0

el

car

el

Mk log ci' Mk log cp

.i—i _l 2. P—i
2 Mk log cp log cp. 2 Mk 0,

&=()
'

fc=0

Mk Ak + Bk

"2 Mk=^ (Ak+ Bk) 0;
fc=ll &=o

2° que

— 2k + lsin 0 — c " cos ^— n cos 0

arct« - 2k + 1

c? sm —- n cos 0
2p

2k + 1

arct«' (— cot« —^ n)
0 0

2A-+ 1
- arctg (cotg "" ' ' n) — [^ — arccotg (cotg

•n 2k ¦+ 1

2p

2Ar+l I

(n 2k + 1 \\2-~2rn)'
Il vient donc

(1) Jl.
o(0

2 sin 2^0 + 62 cos 2^'0

- 2A- + 1i sin 20 — 2cp cos _
,.,« Hri 2p^- 2 i-Mk log

L ^!M2ä=oL2 b œs20

7T sin 0 cos 0 + c'' cos 20

2p()
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2k 4- 1
T — 2k 4- 1

M,, cos ^—^ n — X\. sin 0 — c p cos —- n cos 0

+ sp
2k + 1

sin — n
2p

2k + 1

arcti»' 2p

- 2k + 1
cp sin — 7T cos 0

+

2/>

+
M. cos

2
X,

>P

2k + 1

Sili -r 7T

2/j

a 2/.- + l

Afin de rendre cette formule aussi maniable que possible,

on évaluera encore les deux sommes

P—l k
v

M,, cos
2k + 1

2p
n — Nv „, M,, cosk "-1 2k + 1 k

2A-+ 1
TT —N\

2k + 1

a
»=o 2/) 2/r + 1

sin — n
2p

On a déjà vu qu

2 Mk= 2 (/i — l)mC»-7cos ¦(2//* + 1) (2/.--T- Da 2A-+1
»1 0 9/

1
xt PZ\ .n 2 /n(2/e + l)a

COS
2p

s ensuit que

1 2k + 1 1 _._
Mk cos g- a — — Nk

2/) 2

p-i
S(p — l m -[If (2m + l)(2/f+l)a 2k + 1 m(2A- + l),

cos ; ^ :— cos — n — cos n
2/j 2p p

PZl, 2H (m+\)(2k+l)n l m(2k+l2 (p-\)mC"--I _cosV-—-^--^--^--r-?cos -y—±- m(2k+l)
»1-0

p-t

¦a—cos— n
p ' "Z p /J J

-1 2|"1 (m + i)(2k+l)n 1 m(2k+l)nl
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P-{ i (2m + 1 (2A- + 1 a 2A' +1- 2 (p-l),„ c'"-/7 sin ^ ~Jè- - — sm -£- a

2/c+l p-1
ts 2 (2ni + l)(2k + l)n

Af) ,„=(| Zp

puis

\ 2A- _i_ j

2A- + 1 --„rJp n",c >s "
2P

•

sm —- a 7

2/>

Pour effectuer la sommation relative à la lettre k, on

peut écrire

1 _. 2A- + 1 1
_T

- Mv cos —rr-!— a —- N,.M» " 2a; 2 k p-« .r 9m4-\(o)\ -v f l/y - v /.. ti »».iL;.,- t'
1=0 sin —

a/)

2A-+ 1*=o si« 3ft-T i w ,„=„ ' ' L 2/3

/<-t » r 9/» 4- 1

2 {p-\)mc>»-j stn^X-rr-r
» =o L -i/-1

(2m+l)3a, (2m+l)5a (2m + J) (2p — 1)al
1 2,7—+ Sl" l/T~+--- + sm" "aï-" Î

Or la somme de sinus figurant dans cette expression,
s'obtient facilement. On a, en effet,

2m+1 (2/n+l)3a (2m+l)5n (2m+l)(2/J—l)a
sm —~—n 4- sin i — h sin 4, \- + sin ~£-

2p ^ 2/> 2/j 2/j

1 r ifîi^i <ê2±W„i <«»+t)8OT- (2«+t) (8p-i)„,-
"¥Tr ~7' +e "'' + e -p -i- + e 2/>

2m+t (2m+I)3 (2m+I)3 (ìm+i.) (ip—I)
— — 7T1 — TTl — ; -Kl — 71

— e 2p — e -p — e ~2'' — ¦•• — e */' %

(2m + t) jîp+l) 2ot+I_. _
C2m-H) (2y>+l)

_
3m + l_.

1 rp sp "
— p ip "

p -P
'

p -P "
"1

~2Î I ^±î^ ~Tm+i ~ J=
e p —j e p —i
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îm+l Slm+l 2m+ 1 2»? +— Kl — Kl -Kl — ——S—TTl
] r— p 2p — e 2'' — e l>' e 2p

ht<3/ I stm+l sim+tAl |_ tri — ¦—7
e p — 1 e p

2m+l 2m+l

\_V e -p e__'2P 1
~T\ im+l I 2m+T~1 L -Kl —TTTJ J

e p — 1 e p — 1

±[_ \ + \ 1
I 2m+l 2m+I ' Slm+l îrn + l' L —;—tri — —; tri — —¦—Tri -—-r—iri-1

e ip — p tp p tp —e ip

1 f ¦_! i 1 i
/ L „. 2m+l n. 2m +1 J+ 1 „ • 2m + 1 J 2m +1J/ sin — a 2/ sm •— a sin — a

2/3 2/3 2/j

La somme cherchée est donc

1 2k Ar 1 1

W »to • 2Â--f 1 „to - 2m+ 1

sin— a sin— a
2/3 2/3

*
2

1 (P— i)lC" i
(/3 —1)2C2> (/3— l^CP-'lj

a ^ 3a .5a .2/3—1
sin —— sin —— sin —— sm -^-- a

2/3 2/3 2/j 2/3

En s'appuyant sur les calculs qui ont abouti à la
formule (2), on reconnaît que la seconde somme est donnée

par
2k + 1

i^w Mv cos—-r a — Xv

_ y 2k -f 1 ^___ 2/3
k

Co ~¥p~~' 2A- + 1

sin —-—r- a
2/3

m ''-' 2 Ti • (2m+l)a 3 (2m + l)3a
2 io (/3-1), c-y [- su, L_+l_ + sm __ +

m=o
v' ' ' L.2/3 2/3 2/3 2/3

5 (2m 4- l)5a 2/3-1 (2m + 1) (2/
Tp

Sin
¥P + • * • + ~^p— Sm 27
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Afin de déterminer la somme entre crochets on
considérera d'abord cette autre somme

a- 3a- '5a- (2/3 —1) a
C0S

27 + CUS
27 + C0S

2}; + - + C0S
2/3

g [^'' + e2p' + ci/- + + c ip j +

(sis
S.îs _J^- (lp— l)r\~]

e 2p' + e -p' + e > '
+ + c 2p

'

jJ

îp+i _^i ~p+lxi - —'
_

1 re ip
Xl — cip1 e -p

'
— e '2p "j _

a> I x. "¦" x. I
¦a L -i 1 J

C/< 1 p P 1

2^—1
_ x{ lp+l X. _

2/1—1 .r_j _ lp + l
_ ¦r_i

1 e 2p *'
— e -p — e ~2p

a'
-f- e2>' + e -p — e -'' — e -p

'
+ ë ^

_

U'' -i p? — i

2/1-1 r. 2/j-l^A / ap+l^. 2j)+l \
__

1 ^ 2/<
Xl

_l_ 2,, '" j ^ 2/, " _j_ p lp
''•'

J

2 ~~

r
.'" ¦ / .i' : -r\ \ ss: / .r ¦ :ìs

2P \<ài> 7 *p') -s^p' \ë 2P C2/'7

2/j —J 2/3 + 1 2/3 — 1 2/3 + 1

2cos-i— x — 2eos-L— ./• cos-+r x—cos-^r x
1 2/3 2/j 2/3 2/>

0
2/ sin -r- (— 2/) sin £- 4 sin2 -^-

2/j v ' 2/3 2/3

X
sin a- sin ——

2/3 sin x
2 sin2 — 2siiir^-

2/j 2/3
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Dérivant par rapport à x les deux membres de cette
égalité

x 3a 5a; (2/3—l)a; 1 sin a
COS f- eus L COS-r \- + COS ' — zs-

2o ^ 2/3 ^ 2/3 ^ ^ 2/3 2 a- '
1 'sin -r—

2/3

il vient

I' 1 x 3 3a 5 5a- 2/3—1 (2p—\)x\

.a- 1 a-
sin —- cos a- — —— sin x cos ——

_ 2/3 2/3 _2/3
_

2 sin2"-^
' 2/3

Or il suffit de faire x — (2m + l)a dans cette formule

pour avoir immédiatement la somme cherchée, à savoir

i (2m+l)a 3 (2m + l)3a 5 (2m + l)5a
-— SUI 1- —- Sill -r; - + -r— Sili - T • • • +
2/3 2/3 ^2/3 2/3 2/3 2p

,2/3 — 1 (2m+1) (2/3 — l)a 1

2/3
'

2/3 (2m + l)a
" 2/3

On a ainsi

M
2/t' + rt _v

_ y1 2A- + 1
Aitr0h

2/3 ; Nk y {p-l)mC~-j
[ ' Co 2/3 2A- + 1 Co ¦ 2m +1 '

J sin — sin ¦—rr a
2/3 2/3

On peut constater que, dans la formule (1), l'expression
provenant de la limite inférieure

2A- + 1 vMvcos —- a — Xv •y 2p /a 2A-+ 1 \2 ^/ -rr- rr^ a CSt 0
fc=0 2A-+1 V2 2/3 /

sin —rr a
2/3
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car on a d'après (3) et (4)

2A-+ 1

2/3
M]£ cos •

_a P-'
2 *=0 2A- + 1

sin —
2/3

•Xv
2A' + 1

.y2A' + iM^*-^-7T-N*
*=0 2/3 2A- + 1

y (p — iy
„=o 2m+ 1

sin -

+
*"' (/3-l)mC"j
„to 2m + 1

sin ¦—- a
0.

2/3 '2/3

L'intégrale (1) prend ainsi la forme plus simple

de
(5) J a2 sm -P0 + b2 cos 2P0

— 2A' 4-1 —1
4

sin 20 —2(-p cos ^—i— asin 0 cos 0 + cp cos 20
cP Vf vi i 2/3 T

2 I— Mk log -
2/3Ò2v=oL2

2Ar + 1

Mk cos —- a-
+

2/3
¦Nu

2A-+ 1

sin — a
2/3

arctg

cos20

- 2A: + 1
sin 0 — (-p cos —— n cos 0_

2/3

I™"2Ä: + 1
~~~

-
cp sin — a cos 0

2/3

Pour terminer et afin d'obtenir l'intégrale définie
demandée dans YIntermédiaire, on fera encore, dans celte

4

formule, 0 — Les termes logarithmiques disparaîtront.
Jt

Ils deviennent infinis, il est vrai, mais tous de la même
p-i lmanière, de sorte que la somme 2 -^-Mk qui est nulle,
&=o 2

peut se mettre en évidence. Or

2A- + 1
sin 0 ¦ C P COS

arctg
2/3

a cos 0

- • 2A- + 1

cJ' sm - COS 0
2/3

a
n
I" '
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il s'ensuit que l'intégrale en question devient

_L Mk cos
de CP n y 2/3

£_¦

"2/j

2A- 4- 1

II

>e + A2 cos 2P0 ="' —
27Ä"2

' "2 »=o sin
2A" +TT

_ Mt cos —— a — Xk

Jl
„ Jr, ,,— 1 K ûl

a2 sin *
1

1

(i)

CP y (p—\)mCm-p
2pb2 m=0 2m-\-\

sin — a
2/3

ou, en remplaçant c par sa valeur

— i»>+i
r* de_ _a_ y (b\— (/> — !)»

J a2 sin 2P0 + b2 cos 2P0 2ö62 mto \ a I 2m + 1

0 sin — -— a
2/3

où

(,-,).-Ì£^-3;-:(?-«>,(,-,,..l,
Les formules (5) et (6) résolvent différents problèmes.

Elles donnent, entre autres, l'aire des courbes dont l'équation

en coordonnées polaires est de la forme

C

y/«2 sin 2P0 + b'2 cosati

ou en coordonnées parallèles rectangulaires

a2 ,f-p + b2 x9-p C (a2 + y2)P-1

et les moments d'inertie polaires par rapport à l'origine
des courbes

C
r vYa2su\3Pe + b2cos 2P0

ou bien
a2,fp + b2 x2p C(.r2 + y2)P~2,
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