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Les séries de Fourler et leur application
a certaines intégrations,

par Cu. BLANC, professeur a I'Ecole d’ingénieurs
de I'Université de Lausanne.

On peut distinguer deux problémes essentiellement dif-
férents ou interviennent les séries de Fourier.

Le premier (I'analyse harmonique) est la recherche
d’une série destinée & représenter une Jonction donnée ; en
soi, il n’y a pas d’intérét particulier & chercher la série
de Fourier d’une fonction ; mais on sait (et on le verra
plus loin par certains exemples) qu’il peut étre avanta-
geux de le faire si cette fonction constitue le second
membre d’une équation différentielle linéaire.

Le second probléeme est la recherche, sous forme d’une
série de Fourier, d’une fonction inconnue a priori et
définie par certaines conditions, particulierement par une
équation différentielle avec conditions aux limites. La
recherche d’une fonction est ainsi transformée en la
recherche d’une suite de coefficients, probléme souvent
plus simple : on a alors une méthode de transformation,
analogue, pour les problémes aux limites, & la transfor-
mation de Laplace pour les problemes & conditions ini-
tiales 1.

En général, les deux points de vue se rencontrent
simultanément dans une méme question ; mais les
moyens propres a fournir le résultat sont fort différents.
Les formules pour le calcul des coellicients de Fourier

1 Voir Cu. Branc: «Transformation de
tielles », Bulletin technique, 6 février 1943, p.

place” el équations différen-

d’une fonction donnée sont bien connues (on les rappel-
lera ci-dessous) ; nous sortirions de notre sujet en par-
lant des méthodes numériques, graphiques ou mécani-
ques qui réalisent ces formules. Nous nous attacherons
par contre a indiquer dans quel esprit il faut user des
séries de Fourier lorsqu’elles sont utilisées comme métho-
des d’intégration d’équations différentielles. Nous don-
nons, en guise de préambule, I’extension de certaines
formules classiques de calcul intégral au cas de fonctions
discontinues : on voudra bien ne pas y voir une spécu-
lation de pure mathématique, mais au contraire des cal-
culs nécessaires, les fonctions discontinues jouant un
role essentiel, et souvent trop négligé, dans les mathéma-
tiques de I'ingénieur (charges concentrées, percussions,
ondes de choe, etc.).

Nous donnons ensuite une définition de la série de
Fourier qui est assez différente de celles que I'on ren-
contre dans les traités classiques. Elle a, pensons-nous,
Pavantage de faire ressortir trés simplement les proprié-
tés de ces séries, tout en exigeant des démonstrations
plus simples. Cette définition permet d’établir les for-
mules (3. 1) qui sont la clé¢ de cette étude. Nous termi-
nons par quelques exemples.

1. Formule d’intégration par parties.

Lorsque mous parlerons d’une fonction quelconque
[ (x), nous supposerons implicitement qu’elle est définie
dans I'intervalle (— [, 4 ), cet intervalle étant composé
d’un nombre fini d’intervalles partiels ou la fonction est
analylique ; en d’autres termes, cette fonction est con-
tinue et dérivable partout excepté en un nombre fini de
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points, et sa dérivée jouit des mémes propriétés. Les seules
discontinuités possibles sont des sauts. Soit zx I’abscisse
d’un de ces sauts : f (zx —0) et f(zx -+ 0) représentent
les limites & gauche et a droite de f(z) en 2 = ax ; on
pose dx = f (zx + 0) — f (zx — 0).

Ces discontinuités introduisent quelques modifications
dans les formules d’intégration. La fonction f (z) étant
continue dans (zg, xx.1), on a

TE+1
[ 1@)de = f(oria— 0 — flax +0),
K
et, en faisant la somme pour tous les intervalles partiels,

+1

ff’(av) = s

ot d = f(I) — (— ).

De méme, si g (z) est partout dérivable et continue,

— Thg (1. 1)

TR+1

f (@)g(@)dr=f(wxs1—0) glox+1)— Han+0)g(zx) —

TR 41
- f #(2) g'(a) da,

et, en faisant la somme,

f (@) g(2)do= (1) g(t)—f(—1) e(—1)—Ebg(wx)—

= f Ha)g («)do

formule qui constitue une généralisation de la formule
usuelle d’intégration par parties.

(1.2)

2. Série de Fourier.

Soient une fonction quelconque f(z) et une somme
(polynéme trigonométrique)

q’n(x):ao—l—alcos%c—}- b15inn—lx+-..

ol
+b . nmnx i 4
,LsmT-

—+ a, cos

On se propose de déterminer les (2n - 1) coeflicients
de @,(z) de facon que I'intégrale

+1

-

M2 = / [ (%) — @u(2)]da (2. 2)

2

—l

soit minimum. M2 est un polynéme du second degré en
Qpy @y,... by; on obtient le minimum en annulant les
dérivées de M2 par rapport 4 ces inconnues. On obtient
ainsi un systéme de (2n + 1) équations du premier degré,
qui se simplifie considérablement par le fait que les
fonctions qui figurent dans I’expression de @, («) sont

orthogonales dans (— [, - 1), par quoi il faut entendre

que lintégrale du produit de deux d’entre elles (diffé-
rentes) est toujours nulle. On tire alors trés simplement
les formules (formules d’Euler) :

+1
a5 = %/f(x)dx

1[}‘ cos—dx (2. 3)

B = % /f(x)sin P2 o,
s

On remarque que le résultat ne dépend pas de n:
ainsi, quel que soit le nombre de termes que ’on se pro-
pose de calculer, I’écart minimum sera réalisé si l’on
donne aux a, et aux b, les valeurs indiquées par les
relations (2. 3). Cet écart se calcule facilement; en
tenant compte de 'orthogonalité et des relations (2. 3),
on obtient

+1
M,%:ffz(x)dz—zpaHaH 4B @4
A

Lorsque n augmente, M2 ne peut que diminuer, et

puisque M2 0, on a
+1
+r=l [P @)
=7

Il en résulte que, si n— o, la série

20, + a? + ... —I—a,z,—}—bz-{— .. (2. 6)

2% + a +

converge, et sa somme ne dépasse pas - / f2( )dz ; on
_z

démontre méme que cette somme est exactement égale a

sa borne supérieure, en d’autres termes, I’écart M2 tend

vers zéro lorsque n— . Le polyndme trigonométrique

(2. 1) devient alors une série trigonométrique

—I—blsln—lx—}—...

a, + a;cos —
) (2.7)
—+a,cos # - bpsinp%z—i— -

la série de Fourier de f(x). Cette série converge, elle
converge en moyenne vers f(x), ce qui signifie que la
limite de
valeur de 2, est égale & f(2) si f(2) est continue ; en un

‘écart M7 est nulle ; sa somme, pour chaque

point de discontinuité, elle est égale & la moyenne des
valeurs limites & gauche et & droite.

On peut montrer qu’une série telle que (2. 7), donnée
a priori et dont la somme des carrés des coeflicients
converge, est convergente ; sa somme est une fonction
g (x) dont la série de Fourier, calculée par les formules
(2. 3), est précisément la série donnée (il convient de
remarquer que cette fonction g () peut ne pas étre du
type de celles que nous voulons considérer ici, mais ce
fait n’a pas d’importance pour nous).
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Les exemples de calcul de coeflicients de Fourier par
les formules (2. 3) sont assez connus pour que 'on puisse
se dispenser d’en donner ici de nouveaux.

3. Coefficients de Fourier de la dérivée d’une fonetion.

Considérons une fonction f(z) et le polyndme corres-

pondant
nmnx

Q)n(x):ao—l—alcos?—i—... +bn5inT;
otu les coeflicients sont calculés au moyen de (2. 3) ; on
a le droit de calculer @, (z) en dérivant terme a terme
(puisqu’il s’agit d’une somme d’un nombre fini de termes) ;
mais rien ne nous permet d’aflirmer alors que la somme
obtenue est Iexpression que l'on aurait trouvée en
appliquant les formules (2. 3) a [/ (x). En d’autres termes,
nous ne pouvons aflirmer qu’a la dérivée d’une fonction
correspond la dérivée du polyndme trigonométrique
associé par (2. 3). Un examen plus précis est nécessaire.

Représentons par

@, () = a; + af cos Tj; +... + by sin %C
le polyndme lié a f'(z) par (2. 3). On a donc
+1
i
ar= 5 (z) dz,
=
d’ou, par (1. 1),
il
a, = 9% (% — Xdg) ;
puis
. +1
= 7ff’(zv) cos B}E dx
5
1
=7 [f(1) cos pmt — f(ﬁl cospn]—%ibl{ cos pTrle +
f( )sm T T da

—l

- [(_ 1)d, — Zdg cos £ "‘”"] 4 f%‘ b,.

l l

On peut faire un calcul semblable pour b,, et on a
ainsi, entre les coellicients de @, (z) et ceux de @, (), les
relations fondamentales suivantes :

b0 — Tox)

1\
ar = (—1) do —1261\' cos Pk + p_nb,, (3. 1)

P l l l l
. 1 pnag  pmw
by = —T‘Zb,\sm 7 ——la,,

Remarquons que si f (2) est continue et périodique, de
période 2, on a d, = dx = 0, d’ou

at =0, a® = p—l” by, br=—Eq, (3.2

Dans ce cas, mais dans ce cas seulement, on passe de
@.(z) & @ (2) par dérivation.

Les relations (3. 1) simplifient le calcul des coefficients
de Fourier de certaines fonctions. Les exemples qui sui-
vent permettent de s’en rendre compte.

Exzemple 1 : Calculer les coeflicients de Fourier de la
fonction f(x) égale & — A si —Il<<2xZL0 et & A si
0<z<<l. On a f(z)=0, dou a5 = by=0. Puis
0, =A—(—A)=2A. Il y a une discontinuité, pour
z =0, avec d; = 24. D’ou par (3. 1),

1

0= 5 (24 —24)

0:%[(-1)7»2,4_21] +P7"b,,

T

0= ——P—l Gpy
et

Ay = O ap = Oy

2A
b= 52 [ — (— 1) (3. 9)

Exemple 2 : Calculer les coeflicients de Fourier de la
fonction f (x) = eur. Cette fonction est continue,

o = el —eH = 2sh ul

et d’autre part f'(z) = u.f(z), d’on

0 =, @l =ua, b = by,
et, par (3. 1),
ay =19 2shpl
M () )
a;z( l)2shpl+¥bp; b;,':—anap,

un calecul simple donne alors

= msllul

(— 1P 2ushul

e 5
pr l
b+ (T) (3. 4)
2 pn shul
e, (— 1) l .

Ezemple 3 : Calculer les coeflicients de Fourier d’une
fonction impaire f (), égale dans (0,1) au moment par
rapport au point d’abscisse @ de forces appliquées aux
points du segment (0, 2). Ces forces résultent :

1. d’une charge répartie, de densité linéaire p(a) ;

2. de charges concentrées ¥y, Yo, aux points
d’abscisses @y, 5, ... ; soit de plus ¥, la force en @, = 0
(il s’agit toujours de forces perpendiculaires & l'axe, et
coplanaires).

On a "

:

f(z) = / (x—E) u(E)(lE + 2'(17—$1{) Yx
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la somme X’ étant étendue aux zx << x. Alors
/@ = [u@d+ e

et 7'(2) = p(a).
prx

Soit u(z) = B, sin e
le développement en série de Fourier de la fonction
impaire coincidant, sur (0, ), avec la fonction donnée
M (). On a alors bz = yg, by = 0 (/' est paire) ; f(z) est
continue, d’ott dx = 0 ; par contre

!

6022[f(z—z)u(z)dz ih z(l—‘xx)*fx]

o

= 2M (pour simplifier Pécriture).
On a ainsi, par (3. 1),
by* = Bp—— 2 Bz sin 252 T
l l l
—A)p
= ¢ 11) 2 + Iy,
et (3. 5)
5 1 \2 2(1\2 . pmag (— 1y
A O =

4. Application des séries de Fourier a I'intégration

d’équations différentielles.

Nous arrivons au second des problémes dont il a été
question au début. On pourra utiliser les relations (3. 1)
chaque fois que les conditions imposées & l'intégrale
feront intervenir les quantités d qui figurent dans ces
relations. Quelques exemples permettront de le montrer.

Ezemple 1 : Intégrer I'équation différentielle
Yy +ry =F(a)
avec les conditions
y(0) =a,  y() =8

On va chercher une fonction impaire f(z), égale a y
dans (0, {); f(z) a une discontinuité en x = 0, avec
d; = 2a; d’autre part d, = f(I) —f(— 1) = 2B. Enfin,
1’ (z) est paire et continue, d’ott 8y = dx = 0. La fonc-
tion f(x) étant impaire, on a a, = by = a;* =0 (un
astérisque désigne une quantité relative a la dérivée pre-
miere, deux astérisques une quantité relative a la dériveée
seconde). Soit de plus

F(z) = B, sin me

la série de Fourier de la fonction impaire coincidant avec
F (z) dans (0, [). On a alors, par ’équation différentielle
et par les relations (3. 1),

pr

byt= — B
. (=1 200 pm
S Bk Lo T A

d’ou
il 2pm
by = <_p1.‘1,>2_ [? bo— B(— 1)} —Bp}
=) —r
l
ce qui résoud le probléme.

Si, en particulier, a =B =0 et F(2) = — @ (cons-
tante), alors, par (3. 3),
_—2¢
n = F—[i-—(—l)?’]

b__ 1 el—(=17]

pm) 2 pm
B

Exemple 2 : Intégrer 'équation différentielle
Yy +ry = F()
avec les conditions
y'(0) = o, y'()=8"
On cherchera une fonction paire /() coincidant avec

y sur (0, [) ; de méme, on écrira la série de Fourier de la
fonction paire coincidant avec F (z) sur (0, I) :

d’ou

F(z) = XA, cos %” ;

les calculs seront conduits comme dans ’exemple précé-
dent ; on a

* X _1P * 2 * T *
ap _ 7 ) 28 —7¢ —I——pr,,
. ™
by = _p_l a,
a;”* t-ra, = A,
d’ou

_—1
P\,
(%)

Ezxemple 3 : Intégrer I'équation différentielle
y' + ry = F(a).

On demande une intégrale périodique de période 2, con-
tinue et dont la dérive premiére présente certaines dis-
continuités données (probléeme de choc). Solent xy, ...,
g, ... les abscisses de ces discontinuités, df, ...,
ds, ... leur valeur. On cherche la fonction inconnue y
sous forme d’une série de Fourier dans (— 1, 4 1), 4, et
B, é¢tant les coellicients de Fourier (connus) de F ()
dans ce méme intervalle. On a, par (3. 1),

a,,z

(710t —(—1reei+ 4,

il =0

a, = I P = I ap
af* = — 7 Togoos EI°E | P gy
by* = ——; o sin pn;r‘ - %r ap

et, par I'équation différentielle,

ap* 4+ ra, = 4,

bi* + rby = By ;
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d’ou, en résolvant le systéme,
it
ap = ————— [A + S Zb;\ cos FT7E TK]
pm l
r— —_—
(%)
_1_ [B + - Zb sin —— Ptay,
_<E‘> e
l

En particulier, si F'(2) = 0 et il n’y a qu’une discon-

b, =

tinuité d, pour & = 0,

1 d

On est conduit au méme probléeme lorsqu’on cherche la

b, = 0.

série de Fourier d’une fonction linéaire par interyalles. On
a alors y’ =0, donc r =0, FF =0, dou
—lI e
ap = ——, szCOSp 3 5
(pm) ! (pm)
ces expressions donnent trés simplement les coellicients
de Fourier des fonctions dont la représentation graphique
est un polygone.
De ces trois exemples, on peut déduire ceci :

pTaE .

bp: l ]

XbK Sin

st 'on
cherche une intégrale particuliere d’une équation diffé-
rentielle linéaire, & coeflicients constants, intégrale pre-
nant, pour deux valeurs # = 0 et @ = [ de la variable,
des valeurs données, on cherchera a donner cette intégrale
sous forme d’une série de Fourier en sinus ; les formules
(3.1) permettent alors d’écrire les coeflicients. Si la fonc-
tion est donnée par ses dérivées aux limites, on prendra
une série en cosinus ; enfin, si la fonction est astreinte a
¢tre périodique, avec des discontinuités données (ainsi
que sa dérivée), on prendra une série générale, en sinus
et cosinus.

5. Série double de Fourier

On peut établir, de la méme maniére, une théorie des
séries doubles de Fourier ; on trouve des formules géné-
ralisant les relations (3. 1), ce qui permet d’appliquer ces
séries doubles 2 I'intégration d’équations aux dérivées
partielles, dans les cas tout au moins ol le domaine
d’intégration est un rectangle. Nous ne donnerons pas le
détail des calculs.

On étend tout d’abord la formule de Green & des fonc-
tions discontinues (comme la relation (1. 2) généralisait

la formule d’intégration par parties). Il faut alors dis-

tinguer : les discontinuités de la fonction, celles de son
gradient, et enfin les points isolés o le laplacien de la
fonction cesse d’¢étre défini. Supposons la fonction

f (z, y) impaire, définie dans le rectangle || <<l |y|<my

7z gm R
appelons by, le coellicient de sin Ill— sin l—; et byt le
1

coefficient du méme terme pour Af (laplacien de f).
Soient encore : Mg une courbe sur laquelle / présente une

discontinuité dg (v, y); Iy une courbe sur laque

(dérivée normale de f) présente une discontinuité ng (z, y) ;
Pg(zg, yx) un point ot Af cesse d’étre défini, avec

px = lim ds, C, étant le cercle de centre Pg et de

r—>00r

d

rayon r. Enfin, f (2, y) est donnée sur le contour du rec-
0Z gL, @2 m

( ) Jo

f(z, m) — f(, o)

tangle . On a alors

- =o[(
i

]sin?d&:

m

4pm
q. 50 f (—4)2H(L, ) — (o, sin T2 dy
4 f d s
-+ m EL/ ox (@, y) T <smst Ed y) ds
K r
4
e %E /n;, z, y)smstm Y 35
rV
J SIS gy (5. 1)

4
\1 . .
+ — } pxsm —— s
Im 24 ° l m
I3
Donnons en juste deux exemples.

f  Ewxemple 1 : Calculer les coefficients de Fourier de la
constante A dans le rectangle

0Ly X m.

onction impaire égale & a

0w 2l

Iei, by =0, et il n’y a aucune discontinuité, d’ou

-]

] m
| AgmA , . pnz,  Apmd . . qmy
I [~ 1)1—1]‘/5111 7 T o [(—1)7——1]&/sm dy
et
Y
by = [(— L — 1] (1) == 15 [eiae s

npg

Exemple 2 : La fonction est impaire, nulle pour =0, !
et poury = 0, m ; elle est réguliére, son laplacien est nul,
excepté au point P (v, y,) ou on a la singularité de
mesure p. Alors

2
_ [P q P . qTYo
o=Tm [(Z) + <m> ] ng + - P sin o sin ==

donc
—4p . pT,

bpg = - = 5= sin
nle)L[<£> —{—<i>
l m)

C’est Pexpression que I'on rencontre dans le probléme

sin ITYe (6. 3]

l m

de la plaque rectangulaire soumise & une charge concen-
Irée unique.
Il n’est pas diflicile, en s’inspirant de ce qui précede,

de trouver des relations semblables.
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6. Conclusion.

Moyennant des régles précises et fort simples (qui sont
contenues dans les formules (3. 1)), les séries de Fourier
sont un instrument trés commode pour Pintégration de
certains problémes aux limites. Il ne s’agit toutefois pas
d’une méthode universelle : si 'équation est plus compli-
quée, ou si les conditions sont par exemple mixtes (si
elles font intervenir la fonction inconnue et sa dérivée),
les relations (3. 1) ne sont plus utilisables, et le procédé
est en défaut. Toutefois, on peut montrer qu’il existe le
plus souvent un type de série (autre que la série de
Fourier, mais procédant aussi par fonctions orthogo-
nales) adapté & chaque cas et donnant la solution d’une
facon analogue. Nous dépasserions le cadre de cette
étude en cherchant & en dire plus.

Lausanne, le 31 juillet 1943.

Quelques aspects du calcul

des ouvrages en béton précontraint

par F. PANCHAUD,

professeur a 1’Ecole d’Architecture de Lausanne.

(Suite et fin.!)

12. Essais et réalisations.

Les premieéres poutrelles en béton précontraint que
nous avons exécutées a titre d’essai en 1938 déja, avaient
une armature formée de fils d’acier & haute résistance
(rupture 19 t/cm?), de 2 mm de diamétre, ancrées dans
le béton soit par un dispositif spécial (tourillon d’ancrage
noyé dans les extrémités de la poutrelle), soit par adhé-
rence du béton. Ces poutrelles ont été bétonnées verti-
calement ; la figure 9 montre 'armature tendue avant
le bétonnage. Grace a ces essais, nous avons pu vérifier
expérimentalement le degré d’approximation des hypo-
theses de calcul et Iexactitude des principes fondamen-
taux de la résistance du béton précontraint, a savoir :

* Voir Bulletin technique du 30 octobre 1943, p. 285.

Fig. 10. — Poutrelle d’essai. Résistance i la flexion.

Fig. 9. — Poutrelle d’essai n® 2. Armatures
tendues avant bétonnage.

a) avant la fissuration, le béton résiste & la maniére
d’'un matériau homogene et I'acier ne joue qu'un role
effacé dans la résistance aux charges extérieures;

b) tant que la premiére fissuration ne s’est pas pro-
duite, on est en droit d’admettre la participation a la
résistance du béton tendu.

Le tableau de la figure 11 récapitule les résultats
principaux de ces essais ; on constate effectivement que

Fig. 11. — Poutrelles d’essai. Tableau des résultats principaux.
Poutrelles n° . . . . . . . 1 2 3 4
1. Dimensions.
Portée . . . . . . . .cm 208 208 350 | 210
Hauteur. . . . . . . .cm 27 | 27 20 12
Section du béton . . . cem?| 267 267 173 96
Mod. de résistance béton
seul. . . . . . . . . cemd| 1440 1440 732 185
M?gisg?til:ilstt;l dlee \”’sup.cm3 1470 1500 760 —
s OO Wing. em?® | 1550 | 1565 786 | —
Armatures adhérence | adhérence | adhérence | cibles
+ ancrage seule seule libres

2. Précontrainte.
Age du béton a la mise en

\
[
tension . . . . . . . . .| 17 j. | 11 j. 15 j. | 24j.
Etat initial : Acier t/cm? 13 ‘ 11,3 12 8
Béton : osup. kg/em? | + 14 — 28 | — % |<- 40
oinf. kg/em? | —186 | —150 | —176 |—170
Age du béton a T'essai . . . | 30 j. ‘ 18 j. 4 ans | 28 j.
Etat de con-  osup. kg/em? | + 10 | — 32 | — 20 0
trainte oinf. kg/em? | —173 | —175 | —138 135
3. Premiére fissure visible. |
Moment fléchissant kg/m | 4050 3040 1523 | 372
Contraints du  osup. kg/em? | —265 | —235 | —220 |—200
béton oinf. kg/em? | ++ 91 + 59 + 56 |4+ 65
Disparition de la fissure :
Moment fléchissant kgm 2670 2110 1053 253
Contrainte dans osup. kg/em? | —172 | —172 | —158 |—137
le béton oinf. kgfem? | — 1 [ + 1 | — & |+ 2

4. Ruplure.
Moment fléchissant kgm
Etat des armatures

<5240 | 4520 3120 | 506
- Rupture |Gligsement| —
+

glissement
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