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Ein Satz ûber die Riemannsche Flâche der
Inversen einer im endlichen meromorphen
Funktion

Von L. Locher, Zurich

In einer Arbeit uber „ Problème aus dem Gebiet der ganzen transcenden-
ten Funktionen" *) wirft Herr Prof. Speiser die Frage auf, ob es zu jeder
ganzen transcendenten Funktion w=f(z) vollstandige Punktgruppen
gibt. Unter einer Punktgruppe wird hierbei die Gesamtheit der Losun-

gen der Gleichung f(z)=w0 verstanden. Fur aile dièse Losungen z
denke ich mir die Funktionselemente der inversen Funktion gebildet,
insofern sie existieren ; dièse haben aile den Mittelpunkt w0. Ferner
bilde ich die Sterne S uber w0. Unter dem Stern eines regularen Punktes
der Riemannschen Flache ist dabei die Gesamtheit der Geradenstucke
verstanden, die man von diesem aus nach allen Richtungen bis zum
Zusammentrefîfen mit einem singularen Punkte ziehen kann. Laf3t sich

nun durch Zusammenheften der Sterne 5 die ganze Riemannsche Flache
erhalten, so nennt Herr Speiser die Punktgruppe vollstandig. Ich mochte
hier mit Hilfe eines Grofi'schen Gedankenganges2) beweisen, dafi tat-
sachlich jede meromorphe Funktion unendlich viele vollstandige
Punktgruppen besitzt. Die Fragestellung mu(3 dazu allerdings noch prazisiert
werden.

W F* (z) sei die vorgelegte im endlichen durchwegs meromorphe
Funktion. H (zn) sei die abzahlbare Menge aller Punkte zt, z2, der
£-Ebene, deren Koordinaten rational sind und fur welche die Ableitung
Ff (z) weder Null noch unendlich ist. Zu jedem zn gehort demnach
ein regulares Funktionselement der Funktion F {s). Ich bilde nun die
dazu inversen Elemente En (w), welche ebenfalls regular sind. Offenbar
kann man nun jedes beliebige regulare Elément E {w) der zu w =1 F (z)
inversen Funktion z 99 {w) durch direkte Fortsetzung aus einem ge-
eignet gewahlten hn (w) erhalten. Es sei namlich p (z) das zu E (w)
inverse (regulare) Elément. Innerhalb des Konvergenzkreises von p (z)

Vorhegende Zeitschrift Vol. 1, pag. 289.

2) W. Grofi: Ueber die Smgulantaten analytisc her Funktionen. Monats-
hefte fur Mathematik und Physik, 29. Jahrgang, pag. 10.

1 3 Commentarn Mathematici Helvetici



laGt sich ein zu diesem konzentrischer Kreis schlagen, der keine Null-
stellen der Ableitung F* (z) enthalt und innerhalb dem noch unendlich
viele Punkte der Menge H {sn) liegen. Sei ferner r der Konvergenz-
radius von E{w). Dann wahle ich einen Punkt £v der Menge H so, dafi
| F (#v) — F (z)\<Cr ist. Wy F (#v) liegt also im Innern des Konver-
genzkreises von E (w). Ey (w) ist das gesuchte Elément, aus welchem

E(w) durch direkte Fortsetzung erhalten werden kann.

Im folgenden wenden wir den Sternsatz von W. GroG an, der aussagt,
dafi die Menge der Ausnahmsstrahlen eines Sternes der Umkehrfunktion
einer im endlichen meromorphen Funktion, d. h. der Strahlen, welche
in einem endlichen singularen Punkte enden, das Maf3 Null besitzt.
Unter dem Maf3 der Strahlenmenge ist dabei das lineare Mal3 der Punkt-

menge zu verstehen, welche durch die Schnittpunkte der Ausnahmsge-
raden mit dem Einheitskreis um den Sternmittelpunkt gebildet wird.
Ich betrachte nun die abzahlbar vielen, den Elementen En{w) zugeord-
neten Sterne Sn Zu jedem Stern Sn kann ich die Punktmenge kon-
struieren, die von allen Ausnahmsgeraden des Sternes, d. h. Geraden,
welche einen Ausnahmsstrahl enthalten, gebildet wird und deren Flachen-
mafi y Null ist. Um letzteres einzusehen, ziehe ich um den Sternmittelpunkt

den Einheitskreis und einen Kreis K vom Radius r ^> I. Ich
uberdecke die Menge Q der Schnittpunkte der Ausnahmsstrahlen mit
dem Einheitskreis in bekannter Weise mit endlichen Bogenintervallen b.

Die Summe der Flacheninhalte der Kreissektoren von K> welche zu den

Bogen b gehoren, wird

Indem man zur Grenze b —>¦ o ubergeht, erhalt man als FlachenmaC

Jr der Punktmenge, bestehend aus den Ausnahmsstrecken innerhalb K\

Nach dem Sternsatz ist nun m (q) o, also Jr o. Dies gilt fur jedes
noch so groCe r, also auch y=o.

Nun projiziere man jede Ausnahmsgerade der samtlichen Sterne Sn

auf die w-Ebene. Da die Anzahl der Sterne Sn abzahlbar ist, hat die

von den Projektionen gebildete Punktmenge als abzahlbare Menge von
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Nullmengen wieder das Flachenmafi Null. Fast aile Punkte der w-Ebene
werden also von den Ausnahmsgeraden gemieden. Wir haben mit an-
deren Worten das Ergebnis : Ueber fast allen Punkten der w-Ebene

hegen keine stngularen Punkte der zur UmkehrfunkUon z — çp (w) ge-
horigen Rtemannschen Flache.

Aber es ist durchaus moglich, wie das bekannte Grofi'sche Beispiel
zeigt, dafi jeder Punkt der ze/-Ebene Haufungspunkt von Projektionen
singularer Flachenpunkte sein kann.

w0 sei ein Punkt der w-Ebene, der von keiner Ausnahmsgeraden ge-
troffen wird. Die uber w0 liegenden regularen Flachenpunkte seien mit
P^, F®, P<3>, bezeichnet; die zugehorigen Sterne mit S&, S<2>, S<3>,

Nach Konstruktion gelange ich nun langs geeigneter Strahlen von den
SM in den Mittelpunkt jedes Elementes En, oder ich kann auch sagen :

in jede beliebig kleine Umgebung eines willkurlich gegebenen Flachen-
punktes. Durch Zusammenheften der Sterne S^n) erhalt man somit in
diesem prazisierten Sinne die ganze Flache. Also:

Dze Losungssysterne fast aller Gleichungen F (z) zu0 bilden vollstandige
Pitnktgruppen.

Es fragt sich naturlich sofort weiter, ob nur eine solche ,,topologische"
ubersichtliche Ueberdeckung der Riemannschen Flache moglich ist oder
ob sie zu einer ,,funktionentheoretischen" Ueberdeckung gesteigert werden

kann, d. h. ob sogar geradlinige analytische Fortsetzung von den

zu einer vollstandigen Punktgruppe gehorigen inversen Elemente FSf{) (w),
welche zu allen Elementen En (w) fuhrt, moglich ist. Wir wollen zeigen,
daf3 dies wirklich der Fall ist. Der Konvergenzradius der E^n) (pj) kann
naturlich mit wachsender Blatt-Nummer nach Null streben. Unsere Aus-

sage, dafi aile Flachenpunkte P^ regular seien, will nur heifien, da6
in jedem angebbaren Blatte der Konvergenzradius des Elementes E^{zv)
endlich ist. Es sei ein beliebiges Elément En (w) vorgelegt. Von dessen

Mittelpunkt M, der uber w' hege, denke ich mir den Strahl s in Rich-
tung w0 gezogen, er moge zum Punkt P^h) fuhren, dessen zugehoriges
Elément F^k) {w) ist. Dem Streckenstuck PW M des Strahles ^ entspricht
in der ^-Ebene ein analytisches Kurvenstuck C zwischen dem Bildpunkt
é® von PW und zn. Da s als regularer Strahl weder einen Verzwei-
gungspunkt endlicher noch einen unendlicher Ordnung uberstreicht und
w' nach Annahme ein endlicher Punkt ist, liegt C vollstandig im End-
lichen und trifft weder einen Pol noch eine Nullstelle der Ableitung Ff (z).

F[z) lafit sich demnach von zn aus bts und mit z^k) langs C fortsetzen.
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Das heifit aber fur die inverse Funktion, wenn man die erwahnten Eigen-
schaften von C berucksichtigt, da6 E^ (w) sich langs s bis und mit En (w)
fortsetzen Ia6t. Da jedes regulare Elément der Funktion z <p (w) durch
direkte Fortsetzung aus einem En {w) erhalten werden kann, folgt also
das Résultat:

Durch geeignete geradhnige Fortsetzung der zu einer vollstandtgen
Punktgruppe gehorenden Elemente E^ und einer eventuell nachfolgenden
einmalzgen direkten Fortsetzung des erhaltenen Elementes erhalt man
jedes regulare Elément der Umkehrfunktzon.

(Eingegangen den 20. Mai 1931)
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