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Ueber eine Eigenschaft der Raumkurven

Von W, SCHERRER, Bern

Die Eigenschaft der Schraubenlinie, auf einem ausgezeichneten Zylinder
zu verlaufen, scheint auf den ersten Blick von sehr individueller Natur
zu sein. Es besteht aber die iiberraschende Tatsache, daf3 jeder be-
liebigen Raumkurve in eindeutiger Weise eine ausgezeichnete abwickel-
bare Regelfliche zugeordnet werden kann, welche im Falle der Schrauben-
linie in den Schraubenzylinder iibergeht.

Bei der Herleitung dieser Beziehung leistet die Vektoralgebra vor-
ziigliche Dienste., Ich bezeichne in der iiblichen Weise Vektoren mit
deutschen Buchstaben q, b, ¢, ...... r, vy und speziell das skalare Produkt
mit ab, das vektorielle mit [ab].

Wir betrachten nun eine beliebige Raumkurve C, wihlen auf ihr die
Bogenlinge s als Parameter und stellen ihren Verlauf in bezug auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem dar durch den vom Ursprung O zum
laufenden Punkt P(s) fithrenden Ortsvektor r(s).

Zu dem beliebigen aber bestimmten /7, = P(s,) auf C konstruieren

wir jetzt auf folgende Weise eine ncue Raumkurve C(s)): Wir zichen
auf der Tangentenfliche von C eine zu den Tangenten orthogonale
Trajektorie, welche durch /£, ldauft. Sie sei bezeichnet mit C*. Hieraut
errichten wir in jedem Punkte P* von C* die Normalebene 7 der durch
P* laufenden Erzeugenden der Tangentenfliche. Wir erhalten so eine
einparametrige Schar von Ebenen und die von ihr eingehiillte Raum-
kurve C(s,) soll die neue Raumkurve sein, welche den Mittelpunkt der
nachfolgenden Betrachtungen bildet.

Es wird sich zeigen, daf3 C(s,) ebenfalls durch 7 lauft, Ich konnte
also die eben beschriebene Konstruktion wiederholen, indem ich nun in

bezug auf C(s,) als Ausgangskurve durch P, eine analoge Kurve ZE(SO)
bestimmen wiirde. Es wird sich aber herausstellen, daf3 C (s;) wieder mit

der urspriinglichen Kurve C susammenfillt. Ich nenne daher C(s,) die
zu C resiproke Kurve durch P,

Variiert man nun den Punkt Z,, also s, in E(so), so erhdlt man die
Gesamtheit der zu C reziproken Raumkurven, dic offenbar eine Fldache /

bildet. Greife ich eine bestimmte Kurve C (s,) heraus, so kann ich in
analoger Weise die Gesamtheit der zu ihr reziproken Raumkurven zu
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einer Flache / (s,) zusammenfassen. Mit dem Parameter s, deuten wir
an, daf3 bei Abdnderung von s, eine Verianderung von /7 (s,) zu erwarten

ist, da ja C(s,) in eine andere Kurve iibergeht. Wir werden aber im

Gegensatz zu dieser Vermutung als Hauptergebnisse unserer Untersuchung
folgende Aussagen gewinnen:

1. Die Fliche F(s,) hiingt nicht vom Parameter s, ab, sondern jallt fiiv
Jeden Wert von s, mzt dev wurspriinglechen Fliche F susammen.

2. Die somit einsig vorhandene [Fliche F st eine abwickelbare Regel-
fldche.
Um den Beweis fiir diese Behauptungen zu fiihren, suchen wir den

expliziten Ausdruck fiir den Ortsvektor des laufenden Punktes der

reziproken Kurve C(s)). Zu dem Zwecke filhren wir das begleitende
Dreibein des laufenden Punktes 2= Z(s) auf der urspriinglichen Kurve C
ein. Tangente, Normale, Binormale, Kriimmung und Torsion in diesem
Punkte seien bezeichnet mit t, n, b, + und r. Neben der Gleichung

v(s) =t (1)
gelten dann die Formeln von Frenet:
— xn
= —uxt —+1b (2)
b = —zn

Aufderdem fithren wir den Darboux’schen Vektor d der Momentandrehung
des begleitenden Dreibeins ein:

d =1zt + xb. (3)

Die durch den Punkt £, = P(s,) laufende Trajektorie C* ist zugleich
eine Fadenevolvente von C. Der Ortsvektor ¢ * ihres laufenden Punktes ~*
ist also als Funktion von s gegeben durch

=) — (s tls).

Die Gleichung der Normalebene zu der durch /* laufenden Erzeugenden
der Tangentenflache lautet:

ts)y =t(s) 1 (s) — (s—s0)-

Hier ist y der laufende Punkt dieser Ebene.



Wir wollen nun im folgenden den Parameter s als Argument nur noch
schreiben, wenn es fiir das bessere Verstindnis notwendig erscheint.

Die Punkte y der gesuchten Hiillkurve C (s miissen nun folgenden
Bedingungen geniigen :

ty = ty — (s—s,)
ny = ny

by =br— xz7' (s—3).

Die beiden letzten dieser Gleichungen erhilt man in bekannter Weise
aus der ersten durch zweimalige Ableitung nach s bei festem y unter
Beriicksichtigung der Formeln (2) von Frenet. Liegen allgemein drei
derartige Gleichungen vor:

ay = a
by =46
Yy =¢,

so lautet ihre Auflésung in Vektorform:

v — alb,c]+&[c, a]l+ ¢[a, b]
o a[b,c] )

Die Anwendung auf unsern Fall liefert bei Beachtung der Relationen
[n, b] = t5 [b,t] =mn; [t,n] =D

und der Definition (3) die Losung:

Y =r(s) — 7 () - (s—s9 ¥(s) - |

Hilt man in dieser Darstellung s, fest, so liefert sie die durch £, = P(s,)
laufende Reziproke C(s,), als Funktion der Bogenlinge von C. Variiert
man aber auch s, so erhilt man die am Anfang beschriebene Fliche /.
Man sieht unmittelbar, daf3 # eine Regelfliche darstellt. Halt man
niamlich s fest und variiert s, so resultiert eine Gerade durch den
Punkt P(s) (deren Ortsvektor ja r(s) ist), deren Richtung durch den
Darboux’schen Vektor b (s) in diesem Punkte gegeben ist.
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Wir wollen nun zeigen, daf3 man dieselbe Fliche erhilt, wenn man
eine der reziproken C (s,) herausgreift und zu ihr in entsprechender

Weise die Fliche F (s,) konstruiert. Zur Vereinfachung der Rechnung
konnen wir annehmen, daf3 /, dem Anfangspunkt der Parameterzihlung,
also dem Werte s, =— o entspreche und wollen diesen Punkt von nun

an mit O bezeichnen. Die zugehorige Reziproke € (0) bezeichnen wir

kurz mit C. Thre Gleichung lautet, wenn wir mit r ihren Ortsvektor
bezeichnen:

) =r(s)—s- 778 (s).
Ihr Dreibein, ihre Bogenlinge, Krimmung und Torsion bezeichnen
wir entsprechend mit t, n, b, # und z. Um nun die analoge Konstruktion

durchzufilhren, miissen wir in erster Linie die Bogenlinge s ermitteln.
Wenn man in (5) fiir 8 den Ausdruck zt -+ xb wieder einfithrt, erhalt
man leicht:

ar _ i
W*‘“{ 7' (s) x(s)} D
5\2 T\ 2
Nun folgt aus (—2—2—) — (ﬁ’?) die gesuchte Bogenlidnge:

Jetzt erhilt man t aus

dr _ dr ds
ds ~ ds ~ ds

t—

und in analoger Weise alle iibrigen zu t gehorigen Grof3en. Wir stellen
die samtlichen so sich ergebenden Ausdriicke in einer Tabelle zusammen:

st ix

~==b
n

I

I

t

T {(sz_‘ x)’}_1

—_— {(sz‘1 z)'}7
{(sz™* x)'}“ d.

I

S ERIRIEL TRy
I

I
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In diesen Gleichungen sind also alle rechts vorkommenden Grof3en
Funktionen von s und der Strich bedeutet die Ableitung nach s.

Nun konnen wir leicht erkennen, daf3 die Fliche # mit # zusammen-
fillt. Die Gleichung (5) gestattet ndmlich folgende Interpretation: Der

dem Punkt r(s) von C entsprechende Punkt r(s) von C liegt auf der
durch r(s) laufenden Erzeugenden von #. Durch den Punkt p geht

andererseits eine Erzeugende von A Nach der letzten Gleichung von (6)
fallt aber ihre Richtung mit derjenigen der ersten Erzeugenden zu-

sammen, & und 7 haben somit dieselben Erzeugenden, sind also identisch.
Die Wahl des Ausgangspunktes O war willkiirlich, entsprechend der

Festsetzung des Nullpunktes fiir s. Also gilt allgemein £ (s,) = #. Da-
mit ist die erste Behauptung bewiesen.

Nun konnen wir leicht beweisen, daf3 die gefundene Regelfliche #
abwickelbar ist. Wir brauchen nur zu zeigen, daf3 die Flichennormale
lJangs einer Erzeugenden eine konstante Richtung aufweist. Wir be-
stimmen zundchst die Flachennormale im Punkte O (s = 0). Hier gilt:

O=[tt]=[t,—b]=n.

Also fillt fiir jeden Punkt von C die Flichennormale 2{ mit der Kurven-
normale n zusammen. Zufolge der gefundenen Reziprozitit gilt dasselbe

auch lings C und somit schlieBlich fiir alle Reziproken. Betrachten wir
nun speziell den Punkt r(s) auf C und den ihm auf den zugehorigen

Erzeugenden von F entsprechenden Punkt r(s) auf C (siehe (5)). Die
dritte der Gleichungen (6) ergibt mn = n und nach dem obigen also
%= 2. Halte ich nun den Punkt p(s) fest, verschiebe hingegen O auf

C, so durchlduft der Punkt r(s) die ganze zu r(s) gehorige Erzeugende
und immer ist die jeweilige Flichennormale XX gleich der festen Nor-
malen 2T in p(s). Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen,

Man kann noch bemerken, daf3 zufolge der Relation tt = —tb =0
die Reziproken sich gegenseitig rechtwinklig durchsetzen.

Im Falle der gewohnlichen Schraubenlinie sind » und z konstant und

man bestitigt leicht, daf3 die gefundene Fliche # den Schraubenzylinder
darstellt.

(Eingegangen den 7. Mirz 1932)
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