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Die Funktionentheorie
der Differentialgleichungen #4=0 und 444 =0
mit vier reellen Variablen

Von Rup. FUETER, Ziirich

Einleitung

Die folgenden Untersuchungen beruhen auf der wohl noch nicht
bekannten Tatsache, daB die Komponenten bestimmter leicht zu bilden-
der Funktionen der Quaternionenvariablen z, wie z. B. diejenigen von
w = Az", n eine ganze rationale Zahl, einem System von homogenen
linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung geniigen (Art. 2). w selbst
befriedigt die Gleichung Aw = 0. 2" z. B. geniigt daher der Gleichung
A4z" = 0, wobei die A-Ableitung fir jede Komponente von 2" jeweils
zu berechnen ist (Art. 3). Es liegt nahe, alle Funktionen von z zu be-
trachten, die jenem System von Differentialgleichungen geniigen, um so
mehr, als jede reelle Losung # von du = 0 als Realteil einer solchen
Quaternionenfunktion aufgefaflt werden kann (Art.2). Es zeigt sich,
daB diese Funktionen, die ich regulir nenne, das Analogon zum Liouville’-
schen Satze (Art. 3), zu den beiden Cauchy’schen Satzen (Art. 2 und 4),
sowie zur Laurent’schen Reihenentwicklung (Art. 6) besitzen, dall man
also eine Funktionentheorie entwickeln kann, die sogar in sich die Theorie
der gewohnlichen analytischen Funktionen als Spezialfall (in vier
Dimensionen) enthilt. Zum Beispiel 1aBt sich die analytische Fort-
setzung fiir sie durchfiihren (Art. 7).

Ich begniige mich bei der Betrachtung der Singularititen dieser
Funktionen mit dem Falle, daBl dieselben isolierte, insbesondere Pole
sind (Art. 8). Es muBl einer spitern Untersuchung vorbehalten bleiben,
die mannigfaltigen Singularititen zu charakterisieren, die hier auftreten
koénnen, ebenso wie auch die geometrische Eigenschaft der reguldren
Funktionen aufzudecken, die der konformen Abbildung in der gewohn-
lichen Funktionentheorie entspricht.

Die seit Hamilton gemachten zahlreichen Anwendungen!) der Quater-
nionen auf Funktionentheorie zielen meines Wissens nach einer ganz

1) Siehe die Literatur bei: A. Macfarlane: Bibliography of Quaternions and
allied systems of Mathematics. Dublin, 1904, und J. A. Schouten: Grundlagen
der Vector- und Affinoranalysis, Berlin und Leipzig, 1914.
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andern Richtung, wie die vorliegende Untersuchung. Auch mit den bis-
herigen Ansdtzen zur Aufstellung von Differentialgleichungen?) hat das
Folgende nichts zu tun, wenn auch bei Tait Ansatze von Integralen zu
finden sind ; denn letztere beziehen sich nur auf drei Variable.

1. Hilfsformeln.

Es seien 1y = 1, 1,, 1,, ¢; die Quaternioneneinheiten uund

(k)

ein Quaternion, a sein konjugiertes. Unter dem absoluten Betrage | a |

+
versteht man die positive Wurzel | 52, Dann gilt die Formel:
k

la+b]l=|a|+]0b] (1)
Beweis: Esist:

3
ab=2Xa,b,+ X A,1, A, reell,
() k=1
daher:

n(a)n(b) = (X a, b,)? oder } (ab +ba) =T a b, <|al| |b]|,
(%) (k)
und:

n(a+b) =n(a) + (@b +ba) +-n(d) <|al2+2|a| |b] + |2
lat+b| =]al+|b].

Ferner gelten die beiden Gleichungen:

Zi,an, = — 2a (2)
(k) a _
2igat, = 2(a+ a) (3)
(k)
Es seien im folgenden stets u,, £ = 0, 1, 2, 3 vier in einem Hyperraume
H reelle, stetige, endliche und zweimal stetig differentierbare Funktionen
der vier reellen Variablen z,, k. = 0, 1, 2, 3.

Man setze:
2= Xx,t, w=2Zu,t,=[(z).
(%) (k)

2) Siehe z. B. P. G. Tait: Scientific Papers, Cambridge, 1898, Vol. 1, 8. 151,
1563, 159.
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w heille eine Funktion der Quaternionenvariablen z. Unter w® ver-
stehen wir die Funktion der Differentialquotienten der u, nach x,:
wh = S M — v oY oy i
(k) (k) & °%, Ly

Fiir die Differentiation nach z, gelten die folgenden sofort erkennbaren
Regeln:

(awb)® = aw™ b, a, b konstante Quaternionen, (5)

Es sei R der Oberflichenraum des Hyperraumes H und §,, k =
0, 1, 2, 3, die Richtungskosinusse der nach dem Innern von H gerichteten
Normalen in einem Punkte von R. Man setze dann:

dZ = (X&) dr,
(%)
wo dr das Raumelement von R ist. Dann kann man den GauB’schen
Integralsatz fiir vier Dimensionen so schreiben:
[ Zw®i, dh = — [wdZ (8)
(H) (k) (R)

Sind w und v zwei Funktionen von z, so folgt aus demselben Satze:

[ 2 (wiw)® dh = — [ wdZv
(H) (k) (R)

Nun ist aber nach (5) und (7):

Z(wim)® = (Zw®5) v + w(Ziw®).

(k) (k) (k)
Somit wird:
[ (Zw®e,)vdh - Jw(Ziw®)dh = — [wdZv. (9)
(H) (k) H) (k) (R)

Dabei ist in verstandlicher Weise:

(k) (o) k) (o)

gesetzt, wo o irgend ein geometrisches Gebilde ist. Somit gelten auch die
Satze, daB das Integral einer Summe gleich der Summe der Integrale ist,

309



und daB ein Links- oder Rechtsfaktor des Integranden, der konstant ist,
nach links oder rechts vor das Integral genommen werden kann.

Aus (1) folgt fiir die Abschatzung der Integrale die wichtige Formel:

| fwdZv| < [| wdZv | (10)

(R) (R)
2. Regulire Funktionen.

1. Definition: Eine Funktion w = f(z) heist in H rechls, resp. links-
regulir, wenn die u, tn H reelle, stetige, endliche und zweimal stetig differen-
tierbare Funktionen der x,, sind, und wenn die Bedingung erfillt 1st :

2wk, = 0, resp. Xi,wk = 0. I.
(k) (k)

Die Gleichungen I lauten, im Reellen ausgeschrieben so:

dug  duy  duy  dug

dxy OJxy Oxy Oxy 0
3u0+8u1+9u2__8u3:0

doy  oxy, Odxy 2%, ’

, 3 5 9 Ia. Rechtsregulir.
U % Uy Us _

dxy, Juxg +8x0 +8x1 0

duy  duy Jduy  Jdug

9x3+8x2_8x1+8x0 0.

dup_ dwy  dup_ 9uy_

dxy, Jx; Jxy g ’

dug  duy, Juy  dug

ax1+3x0—3w3+8x2 0. )

;5 ’ ) s Ib. Linksregulir.
U U Uy oYU

8x2+3x3+3x0 oz, 0,

Juy Jduy, Juy  Jug

axa““ax2+ax1+axo 0.

Nimmt man u = 0, %, = 0 und %, und %, nur von 2, und z,, nicht aber
von z, und z, abhéngig an, so reduzieren sich die Gleichungen auf die
Riemann-Cauchy’schen. Ist u, = 0 und sind die iibrigen % nur Funk-
tionen von drei Variablen z,, k = 0, 1, 2, so lauten die Gleichungen:
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dug  Jduy  du,

dz,  dm dm

dug Uy du; Jdug
ax1+ax0 é_.’,l;;——_é..’.v—l- 0. I.c.
dug | 9y _

dxy  dxy

Ist w sowohl rechts- wie linksregulir, so muB:

dug  duy  Jduy  Juy

dxy Jdz; 0wy 3903:0’
Uy aul dug  dug
+5=—=0, A — - =0,
dz, | Az, dxg O
d 1 d 0 3 3 d 2 Ld
fad) Uy Uy Ug
9x2+3x0 0, Dx3+9x1 0,
dug  dug duy  duy
3w, 3w, Y Jm, am

Im Falle der Gleichungen Ic ist die Funktionaldeterminante
A = | u, D |

hochstens vom Range 3, im Falle der Riemann-Cauchy’schen Glei-
chungen vom Range 2. Man spricht daher in diesen beiden Fillen von
reguliren Funktionen vom Range 3 oder 2. Im allgemeinen darf man
annehmen, dafl es Punkte gibt, fiir die 4 = 0 ist (Rang 4).

1. Satz : Ist w tn H rechts- oder linksregulir, so geniigen die w, der
Differentialgleichung :

o%u,

W02,

=Au, =0, k=0,1,2, 3.

Beweis : Differentiert man I nach z,, multipliziert mit %, von rechts
(links) und summiert iiber alle 4, so folgt:

X wkhg 5, = 0, resp. X 4,5, wkM = 0,
(k, k) (%, )

Da die Reihenfolge der Differentiation beliebig ist und fiir & # % stets
i385, + 9,0, = 0 ist, so folgt wegen ¢4, = 1:
L TR — Aw = 0, also du, =0, k= 0,1, 2, 3.
(k)
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2. Satz: Sind w und w* in H zwer rechts- (links-) reguldire Funktionen,
80 st auch w -+ w* rechts- (links-) reguldr.

Denn nach (4) ist:
Z(w + w¥)® g, = Fwkq, + Fw*kg, = 0.
(k) (k) (k)
3. Satz: Ist w in H rechisrequldr, so ist es auch aw; ist w linksregulir,
80 18t es auch wa, wo a ein konstantes Quaternion 1st.

Der Beweis folgt aus (5):

Zaw)®i, = aXlw®i, =0, Xi (wa)® = Jiw®a = 0,
(®) (k) (k) (k)

I. Hauptsatz: Ist w rechtsregulir vn H, so ist:
fwdZ = 0,
(R)
wo R irgend ein Oberflichenraum ist, der ganz in H liegt.

Ist w rechtsregulir in H, v linksreguldr in H, so ist:
fwdZv = 0,
(R)
fur jeden in H gelegenen Oberflichenraum R.

Der Beweis ergibt sich aus Formel (8) und (9). Fiir linksregulire
Funktionen w gilt entsprechend :

[dZw = 0.
(R)

Wir werden uns im folgenden auf den Fall der rechtsreguliren Funk-
tionen beschrianken, doch gilt alles entsprechend auch fiir linksregulire
Funktionen.

Es fragt sich nun, ob durch die Gleichungen Ia die Losungen der
Gleichung Au = 0 eingeschréankt werden. Dies ist nicht der Fall, wie der
folgende Satz besagt:

4, Satz: Ist u, trgend eine reelle, in H stetige und zwermal stetig differen-
tierbare Funktion der 4 reellen Variablen x,, die der Differentialgleichung
Auy= 0 geniigt, so gibt es drei in jedem einfach zusammenhingenden H
stetige, reelle und zweimal stetig differentierbare Funktionen u,, k = 1, 2, 3
der x,, so daf

w = U1,
. (%)
wn H rechts- und linksrequlir 1st.
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Mit anderen Worten: Jede Funktion u, fiir die Au = 0, kann als
Realteil eines rechts- oder linksreguliren w gewihlt werden.
Beweis: Man setze in Id:

ou
uk:—faxzdx0+vk) k:l,‘?r?”

wo a = X'a,i, ein fester Punkt in H ist. Dann lauten die Gleichungen Id
(%)

in den v:
9v1+av2 dog '8u0)
d,  dx, ax3—(ax0 -
(a) dv, vy dvy v, v, 3w,

dwy dxy’ dxy, Odxy’ dxy, Jxy

Dabei setzen wir voraus, die v, seien von z, unabhingig, was wir nach
diesen Gleichungen, in denen xz, nicht mehr vorkommt, diirfen. Differen-
tiert man die erste Gleichung nach x, und beriicksichtigt die iibrigen,

so folgt fiir v;:
vl 2w, | vy [ %y, >
_+ dx2 +8x§ T\ 0%y /)y, = a,

32

Advy = 32

Man wahlt fiir »; als Funktion der z,, k = 1, 2, 3 ein beliebiges, in H
stetig und zweimal stetig differentierbares partikuldres Integral dieser
Differentialgleichung und setzt:

vk——‘J‘avld 1+tk’ k:2,3.

Dann wird:

My 3ty 2 O _ ’9u0> __(@_1_)
dwg dmy’ dxy axf(ax,, Beonde  Oylp g

Zy=a

(b)

wobei wir die ¢, als nur von z,;, ¥ = 2, 3 abhéngig voraussetzen. Nun
folgt wieder:

aztz a2t2 a2uo ) 32'01 )
At2 + -_<axoax2 Ty =4, axlax2 9’1=a1’

zZ, =4

und £, sei ein in H stetiges und zweimal differentierbares partikulares
Integral dieser Differentialgleichung. Man setzt:
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oty | auo> avl> <at2
ta - ‘[ é—;(‘;dxz + a'f' (é_‘,'_v;) Ty= 2, ——<§_x-_1 =& B a_x;)zz=az zdxa

t, geniligen dann fir ¥ = 2, 3 den Gleichungen (b), v,, k=1, 2, 3 den
Gleichungen (a), und die u,, t = 0, 1, 2, 3 den Gleichungen Id.

3. Brzeugung regulirer Funktionen.

Die Quaternionenfunktionen sind ein hervorragendes Mittel, um
Losungen der Gleichung Aw = 0 zu erzeugen. In einer frithern Arbeit3)
habe ich gezeigt, wie man aus den gewohnlichen analytischen Funktionen
wie e, 2" solche Funktionen erzeugen kann. Alle diese Funktionen geniigen
der Gleichung 44AW = 0.

Es sei £ -4 ¢n eine beliebige analytische Funktion von z, + ¢y in o,
fiir die also:

9F _3m 2 _ Ay & E | 3 _
dx, dy’ dy = dxy’ 3x§+3y2~‘9x§+8y2“ 0. ()
| +
Man setze y = V} a2 - Dann ist:
k=1

1 . . .
W = &(x y) + —?-/—n(wo, Y) (2191 4 2405 + x305) = F (2)

eine Funktion von z = X', 1, in einem bestimmten Bereiche H. Ist n eine
(®)
ganze rationale Zahl und (2, 4 ¢y)" die analytische Funktion, so ist

W = 2n. Fiir alle diese Funktionen gilt nun der merkwiirdige Satz:

b. Satz: Alle aus einer analytischen Funktion erzeugten Funktionen W
sind so beschaffen, dafp in H AW eine sowohl rechts-, wie linksregulire
Funktion ist.

Es geniigt also z. B. 42" den Gleichungen Id, n =0, +1, 42, 43, ...
Insbesondere ist wegen des 1. Satzes:

A4z = 0.

3) Rud. Fueter: Analytische Funktionen einer Quaternionenvariablen.
Diese Zeitschrift Bd. 4, 8. 13.
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Beweis: Es ist wegen (d):

0%¢ 1 9%y

(00) —
W a2 Ty y 9932

(1% + 2505+ 25 13)

) d . . . .
k0: W zi&c"‘(”ﬁﬂ“’?ﬁ) (%’/1‘1‘%%"“%%)‘*’%%;

yy \9yy? y°
o2 1 2
Wi = a;? +§§Ef’“§z‘i%*
Somit
AW = 2%%-{-2(%%— ;’) (212 + 2595 + 2415) , (11)
pA W= 32:;7/ y (a—%}g??;i“%%) e M

2
k£0: AWy — = > ZE_ 20 %

2y on 3x 3:c on 1 .
+<§'—‘yzy“:—§g y4k k) (%1% Zp 29+ X3 13) + (a.Zy “35)%-

Bedenken wir jetzt, dafl (x;9, + %,%, + %313)2 = — y?, so wird
wegen (d):

2 1 2g1
AWW §, =L S AW0 = 2=~ 1 ° 4
% (kZ) F dagdy y 0y y

on 3
oy y?

281 1 %y 1 1090 . . ;
= (gyi—y—z"-g‘g? ' T3 ay?’“‘;{ﬁ»a: )(x1"'1 + %315 + 2315) = 0.

Wegen (5) ist auch 4(aW) rechtsregular, aber im allgemeinen nicht
mehr linksregulir, wo a ein konstantes Quaternion ist. Jede konvergente
Reihe: %
W=2a,z"

n=0

hat daher die Eigenschaft, daBB AW rechtsregular ist (nach (4)). Man sieht
welche groBe Zahl rechtsregularer Funktionen dadurch erzeugt wird.
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6. Satz: Ist W eine linear gebrochene Funktion von z :

W= (az -+ ;B) (Vz I 6)-1’ Y # 0,

so 18t A(Wy) eine rechisregulire Funktion, also AAW = 0. Der Bereich
von W ist jeder Hyperraum H, der — y~! § nicht enthilt.

Beweis: Man darf schreiben:
W= (ay 14 I'(yz + 0)Y), I' = — ay~14.
Nach (4), (5), (6) wird:

W® = — I'(yz + ) yir(yz + 6)7
W) = 2 I'(yz + 6)yiy(yz + ) yir(yz + 6)7,

daher wegen (2):
AW = — 4 I'n(y)n(yz 4+ 0y Hyz 4+ )71,
und weiter:
(AW)® = 4 T'n(y)n(yz+0)7 (2 (y2+0)yir(yz + 0) 1+ tyn (y2+08)77),

somit:
Z(AW)® yi = 4 Pn(y)n(yz + 0) 7 (—4n(yz + o) 1n(y) +

(k) -
+dn(y) niyz + o)) = 0.
In jedem Falle geniigt daher W der Differentialgleichung:
AAW = 0.

Die andere lineargebrochene Funktion:

W = (zy + 0)! (2a + B)

ist so beschaffen, dal A(yW) linksregular ist, jedenfalls aber wieder
AAW = 0 sein mufl.

Man kann nach (11) AW fiir W = 2" ausrechnen. Man findet fiir
positives n :

A@r) = —4 ((n—1)2"2 + (0 — 2)2" 32 + (n — 3)2" 42" 4 )
(12)
A =—4 (" F +(n—1)2 "7 + gﬂ’_. 2) "5 e 7).
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Man darf die lineargebrochenen Funktionen und die aus analytischen
Funktionen erzeugten Funktionen kombinieren. Wir wollen dies auf
spater verschieben, und nur den wichtigen Fall behandeln, dal man in
W = F (z) an Stelle von z die GroBle z — { setzt, wo { ein beliebiges von 2z
unabhéngiges Quaternion ist. Man sieht sofort die Richtigkeit des Satzes
ein:

Y. Satz : Ist W = F (z) eine nach dem 5. Satze erzeugte Funktion, so ist
auch A, F (z — {) eine rechts- und linksregulire Funktion von z.

Dabei bedeutet 4,, daB die Differentialquotienten in bezug auf die
Komponenten von z zu nehmen sind. Wir werden von nun an stets so
schreiben, wenn Zweideutigkeit moglich ist.

Fiir den Fall W = (z — {)~! wollen wir den Satz direkt durch Rech-
nung kontrollieren:

W8 = — (z2— ) Vi (z— )™ WD =2 (2 — {)7Hip (2 — {) 7 (2 — 0) 7,
AW =4, (z—07")=—4n(z—0"(z—0" (13)
(AT)H = dn(z— ) (2 (2 — il — O + Ten(z — £)1)
ZAW)wg, = XA, (W)® =4n(z— )1 (—4n(z— ) +

*) *) tmE— 1) =0

8. Satz : Ist K eine beliebige Hyperkugel um O und n eine ganze rationale
Zahl, so st :

(agraz="277 "1

8n%,n = — 1.
(K)

Beweis. Fiir n > 0 ist nach Hauptsatz I und Satz 5 nichts zu beweisen.
Ist n die negative Zahl — », und setzt man { = r{’, wo r der Radius der
Kugel ist, so wird nach (12):

AC—V —_ T—V—ZAZ;, (é"mv)’

also wenn K, die Einheitskugel um O ist:

fA; (rdZ =1 (A (O 2, L =dZ,
(k)

(K

Da der Wert des Integrals aber von r unabﬁéngig sein mull nach
Hauptsatz I, ist der Wert 0, falls v = 1. Fiir » = 1 ist der Wert 8 »?
(siehe die Berechnung auf den folgenden Seiten).
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4. Folgerungen.
Mit Hilfe der Ausfithrungen 3 konnen die in H reguldren Funktionen
durch ihre Randwerte dargestellt werden.

II. Hauptsatz : Ist w in H rechisregulir und R ein in H liegender Ober-
flachenraum, der den Punkt z ym Innern enthdlt, so ist:

0 =10 = g3 [ 10 42 45(G—a).

wober das Integral sber { zu nehmen ist.

Beweis: Man lege um z eine so kleine Hyperkugel K mit dem Radius 7,
daB K ganz in R liegt. H' sei der Hyperraum zwischen K und R. Wir
nehmen jetzt in der zweiten Formel von Hauptsatz I fiir R den Ober-
flaichenraum von H’, fiir w unsere Funktion und fir v:

v=A4,(((—21)=—4n({—2) ({—2)L

Nach Satz 7 ist v linksregulir, somit sind alle Bedingungen erfiillt, und
Hauptsatz I ergibt:

[1@)azA:((c—=Y) — (f F(E)dZ A:((E—72)-1) = 0.
K)

(R)

Im zweiten Integral ist die Normale von K nach z gerichtet voraus-
gesetzt. Dieses Integral ist von r unabhdngig. Wir berechnen es, indem
wir setzen:

§ — z=r (cos ¢ cos y cos & + sin @ cos y cos & ¢,-sin p cos & 1, +sin J 1,).

. Dann ist n({ — z) = 72 und nach Definition:

dZ = — ({ —2)r1do = — ({ — z) r% cos yp cos? & depdydd.

Ferner kann man fiir kleine » setzen:
1(8) = f(2) + /" (D),

wo lim f’ ({) existiert und endlich ist. Daher wird:
r->0

2

[1QQaZA((C—2)=4]
(K) 0 _

iy

}(f(z) + 71" (£)) cos ycos2dd pd pdd.

D]
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Da r beliebig klein sein darf, und das Integral von » unabhéngig ist, wird
der Wert rechts = 8 2 f(2). Setzt man dies oben ein, so folgt die Formel
des I1. Hauptsatzes.

Aus dem II. Hauptsatze folgt sofort, daBl die Komponenten einer
requldren Funktion in H beliebig oft nach den x, differentierbar sind.

Nun ist:
2. (6 —2y1) = 4,((E —2)).

Man darf daher im Hauptsatz IT auch 4, statt 4, schreiben. Ist R ein
fester Oberflichenraum in H, der z im Innern enthélt, der aber von 2
unabhéngig ist (also z. B. keine Hyperkugel um z), und setzt man:

W=F(z) = 8 — [ F(©dz(—2),
(R)
so wird:
w=f(z)=A4dW = 4 F (2).

W hat somit die Eigenschaft, dal 4 W rechtsregulir ist.

2. Definition: Eine Funktion W = F (z) heifle in H rechts- resp. links-
holomorph, wenn ihre Komponenten U, in H reelle, stetige, endliche und
2wetmal stetig differentierbare Funktionen der x, sind, und wenn A,W in
H eine rechts-, resp. linksregulire Funktion ist.

Somit gilt der

9, Satz: Ist w wn H rechisreguliir, so ist w die Deltaableitung eimer in H
rechtsholomorphen Funktion.

Ist umgekehrt W in H rechtsholomorph, so setze man w = 4, W =
f(2). w ist in H rechtsregulér, also nach Satz 9 w = AW’', wo:

1
W=z |dZ(—2)"
8n2(31£

und R irgend ein fester, von z unabhangiger Oberflichenraum in H ist,
der z im Innern enthélt. Daher ist A(W — W’) = 0, und W 148t sich in
der Form darstellen:

—v(z)+ {A;F(c dZ(t—2), wo A,v(z) =0 ist.’
(h)
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10.8atz: Ist W = F(z) in H rechtsholomorph, und R ein fester, von z
unabhdngiger Oberflichenraum vn H, der z im Innern enthdlt, so ist :

W=0@) + 5 | 4F Q)AZE—2),

(R)

wo v(z) eine bestimmte Losung von A,v(z) = 0 ust.

Andert man in dieser Darstellung R so, daf die Bedingungen iiber R
erhalten bleiben, so andert sich nur »(z).

11. Satz : Andert man in
1

W= ”g;zazﬁ AF (42—

R unabhingig von z so ab, dafy z im Innern bleibt, so dndert sich der Wert
des Integrales nur um eine additive Funktion v(z), die der Qleichung geniigt
A4,v(z) = 0.

5. Der Punkt Unendlich.

Wir fassen in der Funktionentheorie der reguliren Funktionen das
Unendliche als punktformig auf. Dazu dient der

12. Satz: Ist w= f(z) in H eine rechisregulire Funktion, und ist t ein
reeller Parameter, so ist w* = f(tz) rechisrequlir in H* = tH.
Der Beweis folgt sofort aus Ia.

3. Definition: Die Funktion w = f(z) hesfit ym Punkte oo rechtsregulir,
wenn es

1. etn & > 0 gibt, so daf fir alle Werte des reellen Parameters r, fir den
0<r<e, f(—i—) etne rechtsregulire Funktion von z ist fir alle z, deren
absoluten Betrige zwischen beliebigen festen, endlichen positiven Grenzen
(> 0) liegen, und wenn :

2. der Grenzwert

lim f <%> = f (o0) existiert und von z unabhdingig vst.
r->0

Nach dieser Definition ist z. B. 4z~ = — 4 n(2)"1z"! in oo rechtsregulir
und Hat den Wert null.
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IT1. Hauptsatz: Ist w = f(z) im ganzen Hyperraume R, mit Einschluf
des Punktes oo rechisregulir, so ist w ein konstantes Quaternion.

Beweis: Es sei z ein beliebiger endlicher Punkt. Wir wahlen ¢ positiv

so klein, daB |z | < —i—, und legen um O eine Hyperkugel K mit einem

Radius %, fiir den 0 < r < ¢ ist. Dann muB} nach Hauptsatz II:

w=1@) =5 [ 1024, (C—2)

(K)

sein, und das Integral ist von der Wahl von 7 innerhalb der Grenzen
unabhéngig. Falls daher der Grenzwert r — 0 des Integrales existiert,
80 Ist:

w=(:) = lim o [ (£)dZ 4.(€—2)).

(B)

Letzteres ist aber der Fall. Wir setzen { = —:—C . Dann ist ¢’ irgend ein
Punkt der Hypereinheitskugel K,: n({’) =1, und dZ wird: dZ =—;§d z’',
wo dZ’ das entsprechende Element von K, ist. Wir fithren ferner wie
unter 4. Kugelkoordinaten ein:
{’ = cos ¢ cos y cos ¢ + sin ¢ cos p cos & 4; + sin p cos P ¢, + sin J 4.
Dann ist dZ' = — ¢’ do und es wird:
1 ay_ L f = 2

ff aza,((f-=)1) = 9 2 f E'n(C'—rz) 2 (L' —rz)"t cosycos2ddedydd.

(K)

Nun aber ist nach Annahme:

lim ]‘( ) f (c00) und von ¢’ unabhéngig,

r>0

m " n(l" —rz) 1 (' —rz) =1, da n(l’) =1 ist,

r->0
somit ist:
e f(2) = hm-—-——?a ff )AZA, ((—=2)) = = (<) ’acosyy cos? P dodydd
r>0 87 e ’
(E) (Ky)
= f(o0).

Da f(z) an jeder Stelle den Wert f(co) hat, ist es ein konstantes
Quaternion.
Auch fiir die rechtsholomorphen Funktionen definieren wir die Rechts-
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holomorphie in co genau wie oben, es ist unter 2. nur rechtsregulir durch
rechtsholomorph zu ersetzen. Dann gilt:

Zusatz zu Hauptsatz I : Ist W = F (z) im ganzen Hyperraume R, mait
Einschluf des Punktes oo rechtsholomorph, so ist W ein konstantes Quater-
nion.

Beweis: Wir setzen AW = w = f(z). Dann ist nach Annahme w im
ganzen endlichen Hyperraume R, rechtsregular. Ferner ist:

)

r

= 0.

lim f(—f—) — limr2 3

r->0 r>0 (k) ax,zc

Somit ist w auch in oo rechtsregular und = 0; nach Hauptsatz III ist
somit w = 0, d. h. AW = 0. Man sieht jetzt leicht, dafl man jede Kom-
ponente von W als Realteil einer rechtsreguliren Funktion annehmen
darf (Satz 4), die im ganzen Hyperraume inklusive oo rechtsregular ist,
also konstant sein muf.

6. Rethenentwicklungen.

Nach Satz 9 ist jede in H rechtsregulare Funktion durch eine rechts-
holomorphe Funktion erzeugt. Es wird einfacher, wenn wir die Ent-
wicklungen daher fiir die rechtsholomorphen Funktionen durchfiihren.
Dazu dient folgende, der Zahlentheorie entnommene Rechnungsart.
Wir schreiben:

W = 0 (mod. A4), falls AW = 0,

W, = W, (mod. 4), falls A(W,; — W,) =0

ist. Da 4v = 0 eine lineare, homogene Differentialgleichung ist, folgt dar-
aus sofort: Ist

W, =W, W,= W, (mod. 4),
so folgt:

W, 4 ¢’ W; =cW,y + ¢’ W, (mod. 4),

fiir beliebige konstante Quaternionen ¢, ¢’. Aus:
W, = W, (mod. 4), folgt: W& = WP (mod. 4), k =0, 1, 2, 3.
Ist AW = w = f(2), so ist nach Satz 10:

W= [1©dZE—2" (mod. 4),

(R)

fiir jede in H rechtsholomorphe Funktion W und jeden von z unabhéngi-
gen Oberflichenraum R in H, -der z im Innern enthéalt. Das Integral ist
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daher (mod. 4) von R unabhéngig. Wir sagen, die rechtsholomorphe
Funktion ist durch die rechtsreguléare Funktion f(z) erzeugt. Es fragt sich,
ob verschiedene rechtsregulire Funktionen dieselbe rechtsholomorphe
Funktion W erzeugen kénnen. Dann miiBite:

1 , Y
S—n—zi)f(c)u(c—-z) 1= 0 (mod. 4)

moglich sein, ohne dafl f(2) = 0 wire, wobei f(z) nach Satz 2 wieder
rechtsregulir ware. Daraus folgt aber:

araf FOAZA, (=2 = f() = o,

8
gegen Annahme. Es besteht zwischen einer rechtsholomorphen Funktion
W und der sie erzeugenden rechtsreguliren Funktion w ein sich (mod. 4)
gegenseitig eindeutiges Bedingen.

13. Satz: Ist W = F (z) eine rechtsholomorphe Funktion in H und

= 5/ 1©)2Z (¢ — 2 (mod. 4),
(R)

wo w = f(z) vn H rechtsreguldr ist, so muf3 AW = w sein.
Es sei jetzt z = ¢ ein endlicher Punkt von H, und W = F(z) in H

rechtsholomorph. K, sei eine Hyperkugel mit dem festen Radius » um c,
die ganz in H liege. Dann ist fiir jedes zin K,:

1
=32 f(0)dZ(L—=z2) (mod. A), A W =w=f(z).
(Er)
Nach Annahme ist |z —c|<|{—c¢| =r. Somit konvergieren die

absoluten Betrage der Reihe:

o

(z—0t= (C——C)‘IhEO( (z—c¢) ({—c) )4,

also auch die Komponenten selbst gleichméfig und absolut in jedem
in K, liegenden Bereiche. Es folgt:

W= ;_:————822 f f(&)AZ (L—c)yt((z—c) (E—c) Y (mod. A4), (14)
h=0 (K7)

w=3 o [ 10)dZ(E—0a,(((—) E—o ) (148)
h=0 " (&)
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Ist ¢ der Abstand desjenigen Punktes, der nicht mehr H angehort und ¢
am néchsten liegt, so muBl » < p sein. ¢ heiflt der Konvergenzradius und
(14) konvergiert fiir alle z, fiir die |z —c | <r < g, gleichmiBig und
absolut. Fiir (14a) sieht man die Konvergenz ein, wenn man bedenkt,
dafl wegen (12):

|4, (z—¢) (E—ey ) | S n(t—e) " 2h (h—1)| (z—c) (L—c) [+

sein mufl. Nun sind aber die Integrale von  unabhingig; denn man sieht
aus obiger Reihenentwicklung, daB:

(E—e) 4, (z—c) ({—c)y ) )=4, (—c) ((z—c¢) ({—c) ) 2),h =2,
=0, h=0,1,

ist, und rechts- und linksregulir sein muf} als Funktion von {. Somit darf
Hauptsatz I angewendet werden. Die Wahl von r < g ist somit beliebig.

14. Satz : Ist W = F () in z = ¢ rechtsholomorph, so lipt sich W in die
Rethe (14), w = f(z) = AW in die Reihe (14a) entwickeln, dve fiir jedes z,
| z— ¢ | < o absolut konvergiert, wo o der Minimalabstand von ¢ der Punkte
18t, die nicht zum Bereiche von w gehdren.

Die Integrale der Reihe (14) kann man berechnen. Differentiert man
({ — 2)7! k-mal nach 2, 2y, *** 2,, so wird nach (6):

( (C_z)—l) (ky ky.. kp) :-_—(2 (C____z)-l ikr‘ (C___z)—l ?:’% ves ikrh(c_z)—l
rn)
wo die Summe iiber die 4! Permutationen der Indizes r, von 1 bis k zu
erstrecken ist. Somit wird:

W (ks kanne by) = E—S_‘éff 0)dZ (L—2) lq,k (C——-z) lzkr ‘bk, (—2)1
(rn) 7 (Kr) (mod. A4).

Man sieht daraus, daB auch die Komponenten von W unbeschrankt
differentierbar sind. Wir setzen in der erhaltenen Formel z = ¢ = X'¢, ¢,
wo ¢ die vorige Bedeutung hat, multiplizieren sie mit (z;, — ¢;,) (%, — ¢3,)

** (%, —¢;,,,) und addieren iiber alle k, von 0 bis 3, bei festgehaltenem £;
es wird:

E F (C) (By kg kep) (xh—ckl) (xkz.__ckz) oo (xkh.__ Ck;,) =

(%r)

h!
=5 [ 10AZE—0) ((z—0) ((—) " (mod. 4),

(Kr)

324



womit die Integrale berechnet sind. Setzt man dies in (14) ein, so erhilt
man die Taylor’sche Entwicklung:

WEE—I—

A 3 Wtikaekn) (c) (T, —cCr,) (€1 —cx) = (xkh—ckh) (mod. 4), (15)
h=0"*

(kr)

die fiir alle | z — ¢ | < r konvergiert. Allein die Koeffizienten diirfen nicht
willkiirlich gewahlt werden, sondern sie miissen den Gleichungen der
rechtsholomorphen Funktionen geniigen. Dies sind die Gleichungen I
und alle aus ihnen durch Differentiation nach den z, abzuleitenden,
falls man w = AW nimmt. Umgekehrt sieht man, daB wenn die
Koeffizienten diesen Bedingungsgleichungen geniigen und (15) in einer
Hyperkugel um ¢ konvergiert, die Reihe in derselben auch eine rechts-
holomorphe Funktion darstellt.

Mit denselben Mitteln kann man das Analogon zum Laurent’schen
Satze erhalten. Es sei ¢ ein beliebiger endlicher Punkt, um den es zwei
Hyperkugeln K, und K gebe, r < R, so dal W = F'(z) im Hyperraume
auf und zwischen K, und K, rechtsholomorph ist. Setzt man w = f(2) =
AW und

Ti= g [ 10AZE—2, =g [ [0)AZ(E—2)Y,

(KR) (&)
wo beidemal die Normalrichtung gegen ¢ gewahlt wird, so folgt aus
Satz 10 fiir jedes z: r < |2 —c¢ | < R:

W=FQz)=J,—J,(mod. 4), r<|z—c| < R.

Wie vorhin wird (14):

W= o [ 10)dZ(E—0 ((—0) (E—0) ) (mod. 4),

h=0 (KR)

und die Reihe konvergiert fiir jedes z, fiir das [z — ¢ | < R ist.

In J, setzen wir:

o0

(C—2t=—(—0o 2 (({—c)z—rc))P,

h=1

eine Reihe, die fiir alle | z— ¢ | > r absolut und gleichméaBig konvergiert.
Somit wird:

Ja

_kzv,l js—lyzé [ 1©)d2E—o1 ((E—0) ¢—e) ) (mod. 4).

(Kr)
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Schreibt man fiir A: — h und setzt J, und J 2 oben ein, so wird :

Eé —gl—ff(é‘ VA Z (E—c)t ((z—c) (C—c) ) +

(ER)

8x

N S fﬂc dZ (—e) 1 ((z—c) (C—e) Y (mod. 4).  (16)
h=-—1 (

Wahlt man eine Hyperkugel K o WOTr =90 = R ist, und ersetzt man
in (16) K, und Ky durch K,, so &ndern sich die Integrale (mod. 4)
nach Hauptsatz I nicht. Allein die Konvergenz kann jetzt aufhoren.
Bildet man jedoch w = AW, so bleiben die Integrale gleich und man
erhalt:

w=f<z)=h§w§%—z(g)ﬂodz(:-—c)—mz(w—c) C—or 1Y) (16a)

16. Satz: Ist W = F (z) fiir alle z, fir dier < |z—c| < R ust, rechis-
holomorph und w = f(z) = AW somait rechisreguliir, so lassen sich W und w
wn die absolut konvergenten Reihen (16)und (16a ) entwickeln, wo K, eine
Hyperkugel um c ist, fiir dier < o < R ist. Umgekehrt stellt jede Reihe (16)
resp. (16a) in dem Bereiche, in dem sie konvergiert, etne rechtsholomorphe,
resp. rechisreguldire Funktion dar.

Diese Entwicklung 148t die Reihenentwicklung um oo erkennen, falls w
in oo regular ist. Nach Definition 3 kann man R so klein wahlen, dafl w
zwischen den Hyperkugeln K 1 und K,-1 um ¢ = 0 mit den Radien
R-1 und 71, wo r beliebig, aber < R sein muf}, rechtsregular ist. Daher
folgt aus (16) fiir jedes z, fir das R1< |2z | <,

- o [10)AZE24, (20 MAE 55 [ 1©dZE ().
(K -1) (KR‘I)
Man setze in jedem Integral der ersten Summe = r—1{":
[1@aze2a, (@eym = ff( )iz eaa, (erpyes
(Er—)

wo das Integral jetzt iiber die Einheitskugel K, um O zu nehmen ist, und
dZ’ = r3dZ ist. Jedes Integral ist aber von r unabhéngig; wir konnen r

beliebig klein wihlen. Da aber lim f(%—) existiert und von {’ unabhéngig

r->0
ist, so mub}:
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1
5 | 10427 4,(0" = 0, h>2,
(Er—)
sein. Fir h = 0, 1 ist aber 4, ((z{)*) = 0, und fiir » = 2 wird das
Integral = f(o0) = ¢,. Somit muf}:

w=0+ 3 g [ HOAZA, (@) (16b)
h=—1 (KR—I)
sein.

16. Satz: Ist w = f(z) im Punkt oo rechisregulir, so laft sich w fir
|2] > R~ wn die absolut konvergente Reihe (16b) entwickeln, wo R so klein
ist, daf} w fir alle | z | > R~ rechtsregulir vst; wmgekehrt stellt jede solche
Reihe vm Bereiche, in dem sie konvergiert, eine in oo rechtsregulire Funktion
dar.

7. Analytische Fortsetzung.

Der entscheidende Gedanke ist, die analytische Fortsetzung nicht fiir
die rechtsregulire Funktion w, sondern fiir die ihr zugeordnete rechts-
holomorphe Funktion W durchzufiihren.

Es sei w eine rechtsreguldre Funktion in H, ¢ ein Punkt im Inneren von
H, ¢ der Konvergenzradius von w in ¢. Man wahle als Hyperkugel K, eine
solche, deren Radius » < g, aber beliebig nahe bei p liegt und setze:

W:—-?i—sz(C)dZ(C—-z)—l, wo w = A W ist.

(Er)

Es sei ¢, ein weiterer Punkt in K,, um den man eine Hyperkugel K,
lege, wo 7y =r—|c—c¢,| ist. Ist z im Innern von K, , so muB fiir
jedes z von K,

[z—c | <|l—0al, [z2—0a|<mn,

sein. Also konvergiert die Reihe (absolut und gleichméaBig):

(C—2t= (L — cl)—léo((z e (E— e )N,
und es ist:

W=y L
h=o 37

[ 10z —e) ((z—e) C—e)
(EKr)

Ersetzt man hier K, durch K, , so bleibt die Reihe konvergent und die
Summe dndert sich nicht (mod. 4). Daher ist:
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W= % ff (8)AZ (—cy) ™ ((z—c¢y) (E—c1) )" (mod. 4), |z2—cy|<ry.

(Kr,)

Bildet man hier die Deltaableitung, so erhalt man die Reihenentwick-
lung von w um ¢;. Ist g, der zu ¢, gehorige Konvergenzradius, so wird
diese Reihe in der Hyperkugel K, konvergieren. In dem gemeinsamen
Teil von K, und K, stimmen die Funktionen iiberein. So kann man fort-
fahren und erhalt alle Reihenentwicklungen von w. Kennt man w nur in
K,, so kann man dadurch H selbst durch dieses Verfahren der analyti-
schen Fortsetzung bestimmen. Wie man sieht, besteht das Verfahren
darin, daBB man die Taylor-Entwicklung von W um ¢ umstellt auf die-
jenige um c;.

8. Pole.
Im folgenden sollen die eindeutigen rechtsreguliren Funktionen und
ihre punktférmigen Singularitaten studiert werden.

4. Definition : Man sagt, w = f(2) hat an der nicht zu seinem Regula-
rititsbereiche gehorenden Stelle z = ¢ # oo einen Pol m-ter Ordnung
(n = 0), wenn es um z = ¢ zwet Hyperkugeln K p und K, mit den Radien
R und r < R gibt, so daf w im Hyperraume zwischen Kp und K, rechis-
reguldr ist, wie klein auch r gewdhlt wird, und wenn der Grenzwert :

lim | (z —c¢)" f(z) |

Z2->C
existiert und nicht null ist. w hat an der nicht zum Regularititsbereich ge-
hérenden Stelle z = oo einen Pol n-ter Ordnung, wenn es zwer Hyperkugeln
Kp_,und K, , mit den Radien R~ und r~! > R~ gibt, so daf, wie klein
auch r gewdihlt werde, w im Hyperrawme zwischen den beiden Hyperkugeln
reguldr ist, und wenn der Grenzwert :

i)

existiert, nicht null und von z unabhdngig ist.

lim
r->0

Hat w in z = ¢ % oo einen Pol n-ter Ordnung, so diirfen wir Formel
(16a) anwenden. Wir integrieren bei positiven & iiber Kz, bei negativen
h iiber K, :

w=§ (f(C dZ(&—c) 14, (((z—c) (C—c) 1))+
h=0 (KR)

Nl 8n2 ff VAZ ((—0)1 4, (((z—¢) (E—e) ™)),
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Wir setzen in den Integralen der zweiten Summe ¢ —¢ = r¢’, dZ =
r*dZ’ und integrieren iiber die Einheitskugel K, um c:

Jy=[1Q)dZ (C—o) 24, ((—0) (—0) ) =
(Er)
= [fle+rl")dZ L'=14, (((z—c) &) Myr e,

(K,)
Man kann jetzt r so klein wahlen, daB fiir alle ¢ auf K:
| 7t f(c +7L") | < e, falls I >n ist,

wo ¢ beliebig klein angenommen werden kann. Nach (10) wird:

| Jul<e[]d, ((z—c)l ) |do, falls —h >n—2,|dZ’ | = do ist.
(Ky)

Das Integral rechts ist von r unabhingig, somit ist
J,=0,h=—m—1), —n,—(n + 1), -+,
und w hat um ¢ die Entwicklung:

+ 00

W= ¥ Snz ff 0)AZ (E—e)14,(((r—0) C—e)1)h).  (17)

h=—n+2

Fiir ¢ = oo fiihrt dieselbe Uberlegung zu der Entwicklung:

w = z o [1©azE1 4, (). (17a)

19. Satz: Hat w mn z =c einen Pol n-ter Ordnung, so lift sich w um
z =c in die Reihe (17), resp. (17a) entwickeln. Umgekehrt stellt jede solche
Reihe im Bereiche, in dem sie konvergiert, eine rechtsregulire Funktion
mit eiznem Pol in z = ¢ dar. Es gibt im Endlichen keine Pole 0., 1., 2. Ord-
nung, im Unendlichen ketn Pol 0. Ordnung.

Es war notwendig, auch Pole 0. Ordnung als moglich anzunehmen, da
w sich hatte verhalten konnen wie zaz™1, a ein konstantes Quaternion,
in z = 0 (was allerdings keine rechtsregulire Funktion ist).

Aus Satz 17 folgt sofort wegen Hauptsatz I, dafl die einzigen Funk-
tionen, die in dem ganzen Hyperraume rechtsregular sind, und in co einen
Pol n-ter Ordnung besitzen, durch:
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w=3 ok [10aZE1 .60 (18)

(KR)

gegeben sind, also bestimmte ganze rationale Funktionen der z, sind.
Alle Funktionen w, die im ganzen Hyperraume rechtsregulir sind, mit
Ausnahme von (endlich vielen) Punkten, wo sie Pole haben, lassen sich
entsprechend mit Hilfe von Hauptsatz III allgemein darstellen. Es sind
bestimmte rationale Funktionen der x,

—1
w=0+3 3  [{@©dZE—0)14,((e—a)C—c)P)?), (18a)

Dh=-n;+2 (Kp)

wo iiber alle endlichen Pole ¢, zu summieren ist. Tritt auch oo als Pol auf,
so ist noch eine Summe (18) hinzuzufiigen. Die Kugeln K, sind um die
Pole ¢, mit so kleinem Radius gelegt, dafl im Innern oder auf dem Ober-
flaichenraume kein anderer Pol liegt. C ist ein konstantes Quaternion.

Man kann die Theorie der Pole auch auf die holomorphen Funktionen
iibertragen. Man erhélt Pole von allen Ordnungen > 0.

9. Ein Differentialoperator.

Ist wirgend eine Quaternionenfunktion, die in H der Gleichung Adw = 0
geniigt, so ist:

dw -
D= B
(%:a xk
in H rechtsregular. Denn es ist:
Pw -
Dw)M g, = ¥ 4= Adw =0,
%( T 0%) 3w 02, "

da fiir £ k stets 4,3, + 9,2, = O ist.

Ist z.B. w=mn(2)"1, also Aw =0, so ist Dw=—2n(z)121 =
3 A(z1). Geniigt W in H der Gleichung AAW = 0, so ist somit DW
rechtsholomorph in H. Fir W = }1g n(z), das der Bedingung geniigt,
ist DW = z-1. Fiir den Realteil W jeder nach Satz 5 erhaltenen Funktion
ist DW rechtsholomorph und gleich der Ableitung der erzeugenden
analytischen Funktion. Darin liegt eine Berechtigung, den Operator mit
D zu bezeichnen.

(Eingegangen den 10. April 1935.)
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