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Les substitutions
qui sont des transformées réciproques”

Par SopHIE PiccarDp, Neuchatel

1° Soient S et 7' deux substitutions telles que S7T'S-1 = T'ST-1, les
substitutions successives de la composition étant effectuées de droite a
gauche. Nous appelons S et 7' des transformées réciproques. On voit
immédiatement que deux substitutions qui sont des transformées réci-
proques sont semblables.

Il n’existe pas pour chaque substitution § une substitution 7' £ S,
telle que 7' et S soient des transformées réciproques. Par exemple, si
S est une substitution circulaire d’ordre ¢ et si ¢ est un nombre premier,
il n’existe aucune substitution 7' %~ 8, telle que S7'S—1 = T'ST-1.

Dans une premiére note?), nous avons établi la condition nécessaire
et suffisante pour que deux substitutions circulaires soient des trans-
formées réciproques. Ici nous établirons la condition nécessaire et suffi-
sante pour que deux substitutions quelconques soient des transformées
réciproques.

Notations. Quelle que soit la substitution R et quel que soit 1’élément
a de R, convenons de désigner par [a]® ’élément que R substitue i a.
Si S et T sont deux substitutions, telles que S7'S—1 = T'ST-1, on a

T=81T8T8.

Donc T est la transformée de 8 par S~ 7. Or, on sait que pour
obtenir la transformée de S par S—17', il suffit d’effectuer la substitution
S8-1T sur les éléments de chaque cycle de S. Donc quel que soit le cycle
(@, a,...a;) de S, T contient le cycle

(@ 7 [a¥ 7 ... [a,5 7).

On en déduit immédiatement la

Proposition 1. Soient S et 7' deux transformées réciproques. Quel que
soit 1’6lément a, de 8, si «x, est ’élément de 7', tel que [a,]” = [«,]°,
1) Une partie des résultats exposés dans cette note ont été présentés au Congrés

international des mathématiciens, & Oslo.
2) Bulletin de la Société neuchateloise des Sciences naturelles, tome 61, 1936.
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le cycle C, de 8 qui contient a, et le cycle C, de T' qui contient «, sont
de méme ordre et si ’on pose

C,=(a,8,...a;), Og= (0,065 ... 0;), on a [a;]T= [0;]5(:=2, 3, ..., k).

Proposition 2. Soient § et 7' deux transformées réciproques portant
sur les éléments d’un ensemble Z. Soit @, un élément quelconque de Z.
Désignons par C, le cycle de S et par C, le cycle de 7' qui comprennent
cet élément. Si l'on a O, # C,, on a également [a,]° # [a,]7 .

Démonstration. Posons [a,]° = a,, [a,]T = b, et soit

C,=(a,a,a,...a,)
C,=(a; b,b;...0,) .

Supposons, contrairement & notre proposition, que a, = b,.
On en déduit que
=1 -1
[bz]STS = a,, [a2]TST — ba .
Donc a; = b, puisque S et 7' sont des transformées réciproques.
On en déduit de la méme fagon que a, = b, et ainsi de suite.

Finalement, il vient
@y = by [k = min. (; m)] et (61575 = [2,)™7 =a,.

Il en résulte que C;, = C,, ce qui est contraire & notre hypothése.
On ne saurait donc avoir a, = b,, c. q. f. d.

Proposition 3. Si S et 7 sont des transformées réciproques, quelle
que soit la substitution U des mémes éléments, les substitutions S; =
USU-1 et T, = UTU-! sont également des transformées réciproques.

Démonstration. En effet, on a

8, T, 8, = USU-1 UTU-1 US-1 U- = USTS-1 U-1
T,8, T~ = UTU-1 USU-1 UT-* U~ = UTST-* U-1

Et comme, par hypothése, ST S-1 = T'ST-1, on a également
SIT1S1—1= Tl Sl Tl—l, C. q. f. d.-
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Corollaire 1. Soient S et 7' deux substitutions semblables. On peut
toujours disposer des notations de fagon a les écrire

SZ(%%---%) , Tz(b1bz---bn).

a/il a12 LI ) a,ill A \bil bl? * o0 bi}l

Soit §; une substitution quelconque des éléments a,,a,, ..., a,:

g, — (al %y 445 an) ot soit TI:-_(bl b, ... b, ) .
a; a ...a; b, b, ... b,

Nous dirons que les couples de substitutions S, S; et 7', T, sont symé-
triques.

Montrons que si S et §; sont des transformées réciproques, 7' et T,
le sont aussi.

En effet, soit 7 — (al a, ... an)

~\by by ... b,
On a:
T=U08U0-,T,=US, U

Done, en vertu de la proposition 3, si S et S, sont des transformées
réciproques, 7' et 7', le sont aussi, c. q. f. d.

Corollaire 2. Soient S et 7' deux transformées réciproques et soit U
une substitution permutable avec S. Les substitutions S et 7', = UT U1
sont alors également des transformées réciproques.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 3, car la transformée
de 8§ par U coincide, dans ce cas, avec 8.

3° Definition. Nous dirons que deux substitutions S et 7' composées
des mémes éléments formant un ensemble fini £ sont connexes, s’il n’existe
aucun sousensemble propre &, de X dont les éléments forment un systéme
fini de cycles aussi bien dans § que dans 7'.

Si les substitutions S et 7' portant sur les mémes éléments formant
un ensemble £ ne sont pas connexes, on peut évidemment toujours
décomposer ces substitutions en un systéme de substitutions connexes.

Exemples. 1° Soit 8 =(12) (3) et 7' = (13) (2). Ces deux substitutions
sont connexes.
20 Soit S = (123) (45) (67) (89)
T = (12) (345) (6789) .
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Les Substitutions S et 7' ne sont pas connexes, mais on peut décomposer
S en deux substitutions §; = (123) (45), S, = (67) (89) et 7' en deux
substitutions 7', = (12) (345), 7', = (6789), telles que les substitutions
S, et T, sont connexes de méme que les substitutions S, et 7',.

Proposition 4. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
substitutions S et 7', portant sur les mémes éléments formant un ensemble
E, soient des transformées réciproques est que quelles que soient les
substitutions connexes S, et 7', , telles que §>8, et T> T, les deux substi-
tutions S, et T'; soient des transformées réciproques.

Démonstration. La condition est nécessaire.

En effet, soit
STS-1 = TST-1 . (I)

Soient S; et 7', deux substitutions connexes quelconques, telles que
S>8; et T'>T,. Appelons E, 'ensemble des éléments de chacune des
substitutions 8§, et 7'y; E, est un sous-ensemble de Z.

Comme on sait, pour obtenir la transformée de la substitution 7' (S)
par 8 (T), il suffit d’effectuer la substitution S (7') sur les éléments de
chaque cycle de 7' (S). Or, comme les substitutions S, et 7', sont connexes,
lorsqu’on effectuera cette opération sur les cycles de 7', (8,), on obtiendra
un systéme composé d’'un nombre égal de cycles de mémes ordres et
composés uniquement d’éléments de E,. Si donc 1’égalité I) a lieu, on

doit avoir
8,78 =T 8T}. (1I)

La condition énoncée est donc bien nécessaire.

La condition est suffisante.

En effet, supposons qu’elle est satisfaite. Comme on voit sans peine,
deux substitutions du méme degré S et 7', portant sur les mémes élé-
ments, peuvent toujours étre décomposées, et cela de fagon unique, en
un nombre fini de substitutions

8= 8+8,+ -+ 8,
T:T1+T2‘|‘"'+T7o,

de telle maniére que les substitutions S;, S,, ..., S soient sans éléments
communs deux & deux, de méme que les substitutions 7°,,7,, ...,7T,, et
que les substitutions S; et 7', soient connexes, quel que soit 1=1, 2,..., k.
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En vertu de notre hypothése, 8,787 ==T,S,T}, quel que soit
i1=1,2, ...,k Il g’agit de montrer que S7'S™ T;S’T“l.
Or, on v01t 1mmed1atement que

8T8 = 8, T8 + 8, T8 + -+ + 8, T8}
et
T8T-* = T,8, T + T,8,T;' + - + T.8,. T, .

On a donc bien ST8-1 = TST-1, de sorte que la condition énoncée
est suffisante, c. q. f. d.

Corollaire. Il résulte de la proposition 4 que 1’étude des conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux substitutions S et 7' soient des
transformées réciproques peut étre limitée au cas ou S et 7' sont connexes.
C’est ce que nous supposerons toujours dans la suite.

Proposition 5'). La condition nécessaire et suffisante pour que deux
substitutions connexes S et 7' de degré =, dont les éléments constituent
un ensemble E, soient des transformées réciproques est qu’il existe
un nombre impair «, tel que n = k« (k = entier >> 1) et k suites
a?, a®, ..., a? comprenant tous les éléments de E, ainsi qa’un nombre
entier fixe 7, compris au sens large entre 1 et «, tels que dans les cycles
de T figurent les successions d’éléments

aVa® .. o®
(1) ,(2) (k)
aday ... a%
(1)
aDa® | . o®
et
1
aox a)y  (1=0,1,2, ..., a—1) (2)
et que dans les cycles de § figurent les successions d’éléments
ala® ... a% Y, ... aPu
aPa® ... a9 ... aP s
(3)
1 2 1 k
ala® ... aq Dy o aP e
et
a/(ll‘i*)_zk“]_i_l_zk agt:_l (l: O, 1 y 2’ e oo o “———1) ) (4)

1) Les notations employées dans 1’énoncé de ce théoréme de méme que les dé-
monstrations des propositions 1, 2 et des corollaires de la proposition 3 ont été
simplifibes d’aprés des remarques de M. B. L. van der Waerden.
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les indices devant étre réduits selon le module x de fagon & étre tou-
jours compris au sens large entre 1 et «
Démonstration. La condition est nécessaire.

Soient § et 77 deux substitutions connexes de degré n portant sur
les éléments d’un ensemble ¥ et soit I) S7'S-1=T87T-1.

Soit (aPa? ... a?) un cycle quelconque de la substitution S717.

Comme a®, aF, ..., al) sont des éléments, distincts deux & deux,
de I'ensemble X, on a 1<<ax<<n et comme les éléments en question
constituent un cycle de S717', on a

nT 1) 18
[@]" = [a{ih]® (5)
quel que soit t=1, 2, ..., «, l'indice :+1 devant étre remplacé par
l,8it=u.
Je dis que les suites [aP]T, [a'D]7, ..., [a¥]F et a'D, aP, ..., a

sont disjointes ou sont composées des mémes éléments.
En effet, supposons que ces suites ont un élément commun et soit,

par exemple,
[a)T =aP (1 <i <o, 1< < 0).

On a donc aussi, en vertu de (5), [a{}),]° = a{}).

Par conséquent, S contient dans un de ses cycles la succession d’élé-

ments a{’), a'). Effectuons sur ces éléments la substitution 7'. Il vient

[a2)]7 [@ (})]T, ou encore, en vertu de (5), [a,]°[a{},]° .

Or, comme par hypothése, I’égalité I) a lieu, la proposition 1 implique

que T' doit contenir dans un de ses cycles la succession d’éléments
a{)yaf); . Done [afly]"=a); .

Supposons & présent que pour un nombre entier g quelconque compris
au sens large entre 1et «, ona [a(”]T = a}). Montrons que [a{,]"=a, .
Comme [a]" =a), on a aussi, en vertu de (5), [a{",]% =a{’. Done 8
contient dans un de ses cycles la succession d’éléments a'?); a}). Effec-
tuons sur ces éléments la substitution T. Il vient [a{},]* [@}]7, ou
encore, en vertu de (5), [a{},]° [a{),]®. Comme I) a lieu par hypothése,
il en résulte en vertu de la proposition 1, que 7' doit contenir dans
un de ses cycles la succession d’éléments al),0{?),. On a donc bien

[a{2,]" =a}),, c.q.f.d.
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Par consequent si [aP]T=d'D, on a [a{}y,|" =af),, quel que soit
g=1,2, ..., x—1, les indices devant étre réduits mod. « de fagon
a étre compris au sens large entre 1 et «

La suite a), a{t;, ..., a@, o), af, ..., af!} étant composée de «
termes dlstmcts, il doit en 8tre de méme de la suite [¢P]", [a{,]",
|a{e0]", ..., [082—1)T- Il en résulte, d’une part, que les suites
[«P]7, [«3)F, ..., [a(”]T et a¥, a), ..., a'Q, si elles ne sont pas dis-
jointes, sont bien composées des mémes elements et, d’autre part, que
la suite des nombres ¢, ¢+ +2,¢ +2-2, ..., ¢t +2(x—1), réduits mod.
o de fagon & étre compris au sens large entre 1 et «, est composée de
« mnombres distincts: 1, 2, ..., «. Donc la suite des nombres
2,2:2,..., 2(x0—1), réduits mod. «, doit contenir x—1 termes
distinets : 1, 2, ..., a—1. Il en découle que x est un nombre tmpazir
(puisque tous les nombres 2, 2-2, ..., 2(x—1) sont pairs).

En posant [aP]"=a{’, on voit que la condition énoncée est bien
nécessaire dans notre cas particulier.

Si les suites [a'P]T, [aF]7, ..., [aD]T et o, &P, ..., o} sont dis-
jointes, posons [aP]T=aP (1=1,2,3,..., &) .
En vertu des égalités 5), on a donc aussi

[ ) =a? (i=1,2,...,x),

Pindice ¢ 4+ 1 devant &étre remplacé par 1, si 2 = «.
Ainsi T' comprend dans ses cycles les successions d’éléments

alg®
al) g®

ah g

et § comprend dans ses cycles les successions d’éléments

a® o®
oD g®

1) (2
a’(oz) agc-) 1

Quel que soit le nombre entier 7, compris au sens large entre 1 et «,
8i Pon effectue sur la succession a{’), ¢} d’éléments de § (I'indice 7 + 1
devant étre remplacé par 1 si ¢=«) la substitution 7', il vient a{?, [a?]”

Or, 8 substitue I’élément af?, & af'),. Donc, comme 7' contient la suc-
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cession d’éléments aﬁgzaﬁ?z, en vertu de 1’égalité I) et de la propo-
gition 1, on doit avoir

[0S =[aP]T  (=1,2,...,q), (6)

les indices ¢ + 2 devant étre réduits mod. « de fagon a étre compris au
sens large entre 1 et «.

Soit & présent ¢ un nombre entier quelconque >1 et < g, soit a?,
ad, ..., aP(t=1,2,..., g+1) g+ 1 suites comprenant ensemble
(9 + 1) x éléments, distincts deux a deux, de I’ensemble £ et supposons

que 7' contient dans ses cycles les successions d’éléments

ala® .. gth
@) (@ (@+1)
ayay ...a
2 2 2 (1/)
alg® .. g+
que S contient dans ses cycles les successions d’éléments
1 2 1
“(1) a,(a) . a(%t)z
1
ada® ... a4, ’
(3%)
1 2 1
Ve, ... ai, |
et que l'on a (7) [a4™V]T=[a!%"1%]%, quel que soit j=1, 2, ... «, les

indices j + 2% devant étre réduits mod. « de fagon a étre compris au
sens large entre 1 et «

Montrons que la suite *) [@{™V]7, [alt V)T, ..., [a¥*V]T est soit
composée des mémes éléments que la suite a'd, ad), ..., al’, soit ne
posséde aucun élément des suites **) a¥), a®®, ..., a® (1=1, 2,...,q+1).

En effet, supposons d’abord que la suite *) posséde au moins un
élément commun avec 'une des suites **) et soit, par exemple,

[6 VT =aR (1<t <o, 1 <" <o, 1<r<g+1).
Je dis que r = 1. En effet, supposons le contraire et soit » >1.
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Mais alors, comme 7' substitue, en vertu de nos supposition, a$y &
aly™®, on doit avoir atV =a{i™. Or, c’est impossible car r—1 <{q et,
par suite, les deux elements a(’ D et ald™V appartiennent & deux suites
distinctes du systéme **). Or, d’aprés nos hypotheses, deux telles suites
n’ont aucun élément commun. On a donc bien r = 1.

Comme [a{¢""]T=a{), on a, en vertu de 7), [a{%"1)]° = al).

Soit ¢,(1<?; <«) le rang de la ligne du systéme 3’) qui comprend
I’élément a{2"').. Le nombre 7, est défini par I’égalité

i+ 1—20=4" 421,
d’ou 'on déduit
,I:].: ?:,_1 + 2q+1,

ce nombre devant étre réduit mod. « de fagon & étre compris au sens
large entre 1 et «.

La substitution S contient donc dans un de ses cycles la succession
d’éléments

(1) (2 g+1) (1) (2) aletd)
a,'l ah_)_l o o« (7/ +2 a/,i// ,Lll_]_ . z”—!-l 2q .

En effectuant sur cette suite la substitution 7', on trouve

a® o

D, [aE T aP e, . [

Or, 8 substitue af® & a{?,, et af) & ), . Donc, puisque I) a lieu, en

vertu de la proposmlon 1, T doit contenir la succession d’éléments

e

™, a®) A+ D ) (@) a@+D

,&1_1_1 LI @1+1 Il+1 zll+1 L) zll+1

et, par conséquent, 7' substitue al’); & a{t} = a4

Done, en vertu de 7), S substitue al’, & a1}, g1, les indices
i+ 29t et 4’ 4 274 2771 devant &tre réduits mod. «, de fagon & étre
compris au sens large entre 1 et o .

Soit & présent I un nombre entier quelconque >1 et <a—-1, et
supposons que [a{ft}.1]T=a$) ,, donc aussi [alf"] 2q+l2q+l] =al ;.

T 1 S __
Montrons que [a{11), 1 ge+1]T = a@) .1, done aussi [a$T e, ;4 y)00+1]° =
aly
VI -

Soit 4;,, (1 < ¢, <) le rang de la ligne du systéme 3’) & laquelle

appartient 1'élément [a%* ), ;.g0+1]°
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Le nombre ¢, , est défini par 1’égalité

41t 1—920=7¢" 427 41.20%1,
d’ou Pon déduit
=t —14+(01+ 1) 20+,

ce nombre devant &tre réduit mod. « de fagon a é&tre compris au sens
large entre 1 et «.
Il en résulte que S contient dans un de ses cycles la succession d’élé-

ments

1) (2) (g+1) (1) (2) (g+1)
’il-{-l il-l-l—]'. .o a +2Q+l 2q+1 a@”+l a'&”+l 1 e e a’b”+l+1 2‘1 .

Effectuons sur cette suite la substitution 7'. 1l vient

@ g3 T ,2) (3) (g+1 T
az”_*_l "’l—i—l—l . [a% +2Q+l2+1] at”-{*la/'b”-i-l 1 *° [ail’-*l+1 2(1]

Or, S substitue

a'? 3 (1) (2) (1)
"l+1 a a'lz+ +1 et Qo a Qiry 141 -

Donc comme I) a lieu, 7' doit contenir dans un de ses cycles, en vertu
de la proposition 1, la succession d’éléments

1) (2) (2+1) (1) (2) (g+1)
Qi a1 By 1 oo e Xy 1 Qrggy Qgrygpn «es Qg

Donc T substitue

(1) 3 (a+1) __ ,(@+1)
ai//+l+1 a atl_H_}_l a,;,+(l+1)2q+1 o

On a donc bien

+1) T__ (1
(@810 nyae+1] =aj) i
et, par conséquent aussi, en vertu de 7),

q+1 @)
[a(il ‘+‘ )2q+ (l+1) 2(l+ l] h— ."Il+l+1 » G. q. f. d.

La suite a3, a%).,, ..., a3 o_; étant composée de « éléments

distinets (& savoir ), a, a®), il doit en étre de méme de la suite
nmr 1 1 T
(3 7l P [y VY P 42 JPPRSY PN [ A P T2 P
donc aussi de la suite
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i, 4 20 g 9.90F L (a—1)29FT

les nombres de cette derniére suite devant étre réduits mod. x, de
facon & étre compris au sens large entre 1 et « . Par conséquent, la
suite des nombres 271, 2.9¢+1 | (x—1)27"!, réduits selon le mod. «,
doit contenir x— 1 nombres distincts, & savoir 1, 2, ..., x—1.
Or, ceci n’est possible que si le nombre « est impair.
Posons
[a4V |7 =afP.

I1 vient

[“gqu sera]” = [0 aea]® —“(zlgw’. (8)
quel que soit I=1,2, ..., a—1.

Il ressort de ces considérations qu’effectivement la suite*) soit ne
contient aucun élément des suites **), soit est composée des éléments
de la suite a'?, a®), ..., a®¥ et que dans ce dernier cas la condition
énoncée est bien nécessaire.

Si les suites *) et **) sont disjointes, posons
[T =a4™® (=1,2,...,0q).
On a donc aussi, en vertu de (7) :
[@(%t 1 ]5 = aldt® t=1,2,...,u).

Montrons que quel que soit le nombre entier ¢ compris au sens large
entre 1 et x, on a

[a4+2)" = [a4 0] (9)

Comme nous venons de le voir, 8 contient dans un de ses cycles la
succession d’éléments a'%tl), a'4*® . Effectuons sur ces éléments la
substitution 7'.

11 vient a(%i-r%% . [a(%+2)]T

Or, § substitue @ & a4, = Ao

Donc puisque I) a lieu, comme 7' contient dans un de ses cycles la

succession d’éléments

1
@ a1 0 e,

on doit avoir, en vertu de la proposition 1, [a4"Ye+1]°=[a!4*?]7, ¢.q.f.d.
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Montrons que [a{%(",q]% = a@{2?,4+1, quel que soit t=1,2,..., «.
En effet, nous avons [a'%71),]% = a!4*?, quel que soit 1=1,2, ..., «.
Soit ¢ le nombre entier compris au sens large entre 1 et « et tel que

0+27=14-+ 1—27, ou encore p =1+ 1—2"(mod. «) .

On a donc
S
[“gfil)z F= [a’(Hl) = a(q+2) = a{T P 0+1, . q.f.d.
Cela étant quel que soit le nombre entier ¢ =1,2,3, ..., il en résulte

que le nombre n (degré des substitutions S et 7') est un multiple de «.
Soit n = k«. (k = entier > 1.)
Donc les cycles de 7' contiennent bien les successions d’éléments du
systéme 1) et les cycles de S les successions d’éléments du systéme 3).
D’autre part, les deux suites d’éléments

[2P)7, [6P]7, ..., [a@]"
et
[af 5—1]%, [P u—1]%, ..., [a$), _s5—1]®

doivent, en vertu de ce qui précéde, étre composées des éléments
ad, ad, ..., a). Notamment, si I'on désigne par 7, le nombre entier
compris au sens large entre 1 et « et tel que [a'P’]" =af, il vient, en
vertu de 8), o 'on pose ¢ =k —1,

k T__ [k 8
[ai.26]7 = [a D1’ =0a;, (@=0,1,2,...,a—1),

et le nombre « doit étre impair.

I.a condition énoncée est donc bien nécessaire.

La condition est suffisante.

Soient S et 7' deux substitutions connexes de degré n -= k «, ol & est
un nombre entier impair et £ un entier > 1, portant sur les éléments
d’un ensemble E, et supposons qu’il existe k suites a'®, a@, ... a9
(t=1,2, ..., k), comprenant tous les éléments de F, et un nombre
entier i, compris au sens large entre 1 et «, tels que dans les cycles de 7'
figurent les successions d’éléments 1) et 2) et que dans les cycles de S
figurent les successions d’éléments 3) et 4). Montrons que dans ce cas
ona I) STS = TST-1.
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On obtient, comme on sait, la transformée d’une substitution 7' (S)
par 8 (7') en effectuant sur les éléments de chaque cycle de 7' (8) la
substitution 8 (7).

Notre proposition sera établie si nous prouvons qu’a toute suite

ala® ... a9V, . a® (i)

(1<?<«) dusysteme (1) correspond une suite déterminée du systéme 3),
& savoir
aPa®, ... d %l .. aP s i)

(le nombre + — 1 devant étre remplacé par «, si ¢+ = 1), telle que si ’on
effectue sur la suite ¢) la substitution § et sur la suite ') la substitution
T, on obtient dans les deux cas la méme suite d’éléments de £, quel
que soitv =1, 2, ..., «.

En effet, quel que soit le nombre entier ¢ compris au sens large entre
1 et k—2, il existe (par définition des systémes 1) et 3)) un nombre
entier # compris au sens large entre 1 et «, et tel que

t =u -+ 1— 27 (mod. «).
Donc
t—u—14 22 =0 (mod. «). (10)

D’autre part, il existe un nombre entier I’ (0 <I' < a—1), tel que

t =1+ 261 4 [" - 2% (mod. «).
D’ou
§—-1—2k-1__]". 2% = 0 (mod. x). (11)

Il ressort de ces remarques et de la définition de S que S remplace

1 2
a’ par a,

al@™ par a0 (1<g<h—2)

(k) (1
a'y par aG),

D’autre part, il existe un nombre entier 1" (0 < 1" < « — 1), tel que
i — 2k-1 =14 1"+ 2% (mod. «).
D’ot on déduit
i—1-—2k1__]".2k =0 (mod. x). (12)
De 11) et 12), il ressort que 1" = ['.
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Il résulte de ces remarques et de la définition de 7' que 7' remplace

a$), par a(),
a% ™y par a5, (1<g<hk—2)
WP s por a
Or
i—2¢—[u +1—2¢"] = 0 (mod. «) .

En effet, on en déduit ¢ —u — 1 + 2?9 = 0 (mod. «), ce qui est bien
vrai en vertu de 10).

Ainsi si 'on effectue sur la suite ¢) la substitution S et sur la suite ")
la substitution 7', on obtient dans les deux cas la méme suite d’éléments
de E.

Cela étant quel que soit ¢ =1, 2, ..., «, on a donc bien I) S7S§8-! =
T8T-1 et la condition énoncée est suffisante, c. q. f. d.

Corollaires.

1° Soient S et T' deux substitutions connexes portant sur les mémes
éléments formant un ensemble E.

Si S et T sont des transformées réciproques, il résulte de ce qui précéde,
les notations étant les mémes que ci-dessus, que la substitution 8- 7T
est réguliére d’ordre « impair, et qu’elle comprend les k£ cycles suivants:

(a(lz) ag_:)_zi—l ag:‘l_g_g.gi—l ® o agzj_(a__l)zi—-l) (i == ]. 3 2, sy k) ’

les indices devant étre réduits mod. «, de fagon & étre compris au sens
large entre 1 et «.

La condition que 8! 7T soit réguliére d’ordre impair est nécessaire
mais pas suffisante pour que les substitutions 7' et S soient des trans-
formées réciproques.

20 Soit £ = 1. Dans ce cas n = « et la substitution S 7' est circu-
laire:

81T = (a{Pad ... ad) .

Quel que soit le nombre entier ¢ compris au sens large entre 0 et x—1,

on a alors

[“gﬁz-q F= [“ggzq]s = ag;)

1, ayant la signification définie plus haut.
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Comme 1 + 2 (2,— 1) = ¢, + 12— 1, on voit que 7' contient un cycle
de premier ordre et un seul, & savoir (“(?io—ﬂ , de méme que S, dont
I'unique cycle de premier ordre est (ay; _,).

11 ressort de la proposition 5 et de ces remarques que si les substitutions
connexes S et 7' sont des transformées réciproques et si la substitution
S-1 T est circulaire, les substitutions S et 7' contiennent chacune un et
un seul cycle de premier ordre, et inversément si les substitutions con-
nexes S et 7' sont des transformées réciproques et contiennent chacune
un et un seul cycle de premier ordre, la substitution S—* 7' est circulaire.
Par contre, si la substitution 8~ 7T est de degré k- «, ou k>1, « étant
l’ordre de cette substitution, tous les cycles des transformées réciproques
connexes S et T sont d’ordre > k, ces ordres ne pouvant étre que des
multiples de k&, et inversément si ’ordre de chacun des cycles des substitu-
tions S et T' qui sont des transformées réciproques connexes, est > 1,
la, substitution 8- 7" n’est pas circulaire.

3% Si les transformées réciproques S et 7' sont réguliéres, elles sont
composées chacune d’un nombre impair de cycles.

En effet, si les substitutions S et 7" sont des transformées réciproques,
elles satisfont & la proposition 5. Soit m le nombre de cycles de § (7') et
r I’ordre de cette substitution. On a donc n = mr, n étant le degré de la
substitution S (7'). De la proposition 5 on conclut, en employant les
mémes notations que ci-dessus, que n =k -« et r = r, k, r, désignant
un nombre entier > 1.

Done mr = mr ik = ko.
On en déduit & == 1 ¥y
Or, x étant un nombre impair, il doit en étre de méme de m et de ;.

Par conséquent le nombre de cycles de chacune des substitutions § et T'
est bien impair, c. q. f. d.

(Regu le 1° octobre 1936.)
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