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Ùber kubische diophantische Gleichungen
mit endlich vielen Lôsungen

Von G. Billing, Uppsala

In einer vor kurzem publizierten Note in dieser Zeitschrift bewies
T. Nagell den folgenden Satz1) :

1. Es sei Q ein beliebiger Rationalitatsbereieh, und es sei B eine Zahl in
Q, die weder die Form 27 ot* noch die Form — 16 a6 hat, wo a eine Zahl in
Q bedeutet. Es sei ferner die diophantische Gleichung

x* — B y* (1)

in nicht verschwindenden Zahlen x und y aus Q unlosbar. Dann ist sie
noch immer unlosbar nach Adjunktion von y—3 zu Q.

2. Wenn D die Zahl cos — nicht enthalt, gilt ferner: Es sei die Glei-
«7

chung (1) fur B 24 • 33 in Zahlen aus Q unlosbar abgesehen von den

Lôsungen x 12, y zt 36. Dann ist sie noch immer unlosbar nach

Adjunktion von ]/—3, abgesehen von den Lôsungen x3 123, y ^ 36

und x 0, y ± 12 |^3.
Dieser Satz war als eine Verallgemeinerung des folgenden Fueter'schen

Satzes entstanden2).
Wenn die diophantische Gleichung

in einem der beiden Zahlkorper B (]/m) und B (]/—3m) in nicht
verschwindenden Zahlen | und rj losbar ist, dann ist sie auch in dem anderen
losbar.

Dies entspricht dem Nagell'schen Satze fur B 24* 33 und Q E(|/m).
C. E. Lind bewies neulich das folgende Analogon zu dem Nagell'schen

Resuitate3) :

2) T. Nagell, tJber die Losbarkeit gewisser diophantischer Gleichungen
dritten Grades, Commentarn Mathematici Helvetici, vol 9 (1936), S. 31

2) R. Fueter, Die diophantische Gleichung £3 -f- tf -f- ^3 0. Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie d. Wiss. Math -Naturwiss Klasse Jahrg 1913, 25 Abh

3) CE. Lind, Em Analogon zu emem Nagell'schen Satze uber kubische
diophantische Gleichungen, CommentarnMathematici Helvetici, vol. 9(1937), S 156.
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Es sei Q ein beliebiger Rationalitatsbereich, und es sei A eine Zahl in û,
die nicht die Form a4 hat, wo oc eine Zahl in Q bedeutet. Es sei ferner die
diophantische Gleichung

x3— Ax y2

in nicht verschwindenden Zahlen x und y aus Q unlosbar. Dann ist sie
noeh immer unlosbar nach Adjunktion von ]/— 1 zu Q.

Das Ziel dieser Note ist, zu zeigen, wie man die Resultate von Nagell
und Lind noch weiter verallgemeinern kann

Zunachst eine Bemerkung uber die allgemeine diophantische Gleichung

x3 — Ax — B y2, (2)

wo die Koeffizienten A und B zu einem beliebig gegebenen Rationalitatsbereich

Q gehoren, und wo 4 A3 — 27 B2 4= 0 ist. Fur die Kurve (2) haben
wir die elliptische Parameterdarstellung

Wir nehmen nun an, da6 die diophantische Gleichung (2) nur endlich
viele Losungen in Zahlen x und y aus Q besitzt. Dann ist bekanntlich fur
jede solche Losung das Argument u mit einer Période der elliptischen
Funktion $(u) kommensurabel4).

Fur den Spezialfall A 0 wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei Q ein beliebiger Rationalitatsbereich, und es sei B eine

Zahl in Q. Hat dann die diophantische Gleichung

x3 — B=yi (3)

nur endlich viele Losungen in Zahlen x und y aus Q, so gilt dasselbe auch
nach Adjunktion von |/— 3

Beweis : Es sei x, y eine Losung im Korper Q (|/— 3) aber nicht im
Kôrper Q der Gleichung (3). Dann ist auch x\ y' eine Losung in 42(j/— 3),
wenn x' zu x und y' zu y in bezug auf R (]/—3) relativkonjugiert sind.

Die Argumente dieser beiden Punkte auf der Kurve (3) seien u und u'.
Dann folgt aus den Additionsformeln der Funktionen f (u) und f' (u), daB
das Argument u + u' einer Losung der Gleichung (3) in Q entspricht.

*) Siehe z. B. A Hurwitz, tîber ternare diophantische Gleichungen dritten
Grades. Vierteljahrssehrift d. Naturf. Gesellschaft m Zurich, Bd. 62, 1917.
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Wir nehmen jetzt an, da6 die Gleichung (3) nur endlich viele Losungen
in Q hat, aber unendlich viele relativkonjugierte Losungspaare x, y und
x' y y' in Q (]/—3) mit den entsprechenden Argumenten u und ur. Weil
die Gleichung (3) nur endlich viele Losungen in D hat, mufi dann u-\-u'
mit einer Période kommensurabel sein, oder

u + u' — (modd co, co*)
n

wo co, oj1 ein primitives Periodenpaar von $ (u) ist, w irgendeine Période
wund n eine naturliche Zahl. — ist das Argument einer gewissen Lôsung

von (3) in Q.

Dann muB aber fur wenigstens einen dieserWerte —, z.B. —, gelten,
da6 die Kongruenz x

ut + u[ — (modd co, œ^ (i 1, 2,

fur unendlich viele inkongruente Argumentenpaare ut und ^ erfullt ist,
die relativkonjugierten Losungen in Q (j/—3) entsprechen.

Man bilde jetzt die unendliche Reihe von Argumentenpaaren :

v. ux — u%

vt u1 — u%

Ein jedes dieser Argumente gibt eine Losung in Q (1/—3) (nach den
Additionsformeln), und vt und v% geben konjugierte Losungen. Aile v%

sind inkongruent (modd co, co^, wie die ut. Dasselbe gilt von den v[.
Eventuell konnte gelten : vx v\ und vi v[. Die Anzahl inkongruenter
Argumentenpaare vt, v[ wird aber jedenfalls unendlich. Es ist aber

vt + v% 0 (modd co, co2)

Also ist
f (v.) ^ (—vt') y K')

und

Nun sind aber f(vt) zu f(v'%) und y'(vt) zu tf'(v%) in bezug auf i?(|/—3)
relativkonjugiert, und es folgt

y («\) f («0 «,
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wo oc% und /?t Zahlen sind, die zu Q gehoren. Dièse unendlich vielen
Wertepaare <xt, flt genugen aile der Gleichung

— 3fl «» —B.
Wird jetzt

gesetzt, so erhalt man unendlich viele verschiedene Wertepaare Xt, Yt,
die zu Q gehoren und der Gleichung

XI —B Y\

genugen. Dies ist aber gegen die Annahme.
Auf ganz analoge Weise wird folgender Satz bewiesen :

Satz 2, Es sei Q ein beliebiger Bationalitatsbereich, und es sei A eine

Zahl in Q. Hat dann die diophantische Gleichung

x* — Ax=y2 (4)

nur endlich viele Losungen m Zahlen x und y aus Q, so gilt dasselbe auch
nach Adjunktion von |/— 1.

Beweis: Nehmen wir an, daB die Gleichung (4) nur endlich viele
Losungen in Q hat, aber unendlich viele Losungen in Q (|/— 1), so ergibt
sich durch ahnliche tïberlegungen wie im Beweise von Satz 1 die Existenz
von unendlich vielen verschiedenen Wertepaaren oct, $%, die zu Q gehoren
und der Gleichung

ot—A*t — p;
genugen. Wird jetzt

Xt — at und Y\ fît

gesetzt, so erhalt man unendlich viele Losungen Xt und Yt in Q der

Gleichung

Dies ist aber gegen die Annahme.
Mittels der hier angewandten Méthode ist es leicht Satz 1 durch den

folgenden praziseren Satz zu ersetzen, wenn Q reell ist :
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8at& 3. Es sei m Satz 1 der Korper Q reell Es sei n eme naturhche
Zahl mit der Eigenschaft, dafi nu gleich etner Période ist, sofern u das

Argument emer beliebigen unter den endlich vielen Losungen der Gleichung
(3) m Q ist Bezeichnet dann v das Argument emer Losung dieser Gleichung

tn Q (j/—3), so ist 3nv gleich emer Période
Satz 2 kann durch den folgenden praziseren ersetzt werden

Satz 4. Es sei m Satz 2 der Korper Q reell Es sei n eme naturhche
Zahl mit der Eigenschaft, da/3 nu gleich emer Période ist, sofern u das

Argument emer beliebigen unter den endlich vielen Losungen der Gleichung
(4) m Q ist Bezeichnet dann v das Argument emer Losung dieser Gleichung
m Q (l/— 1), so ist 2nv gleich emer Période

Dièse Satze und mehrere noch weitergehende Resultate werden m
memer Dissertationsabhandlung bewiesen

(Emgegangen den 3 Dezember 1936
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