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Zwei Abbildungs-Probleme

Von ArNoLDp EmcH, Urbana (Illinois, U.S. A.)

§ 1. Reelle und imaginiire Werte des Ausdrucks
R =V — (2, +%+2;) (— 90,+%,-+205) (96,—2C5+05) (36,00, —2c,)

1. Da dieser Ausdruck fiir die Abbildung der projektiven Ebene auf die
Steinersche Fliache einerseits und auf die Cayleysche Flache anderseits
von grundlegender Bedeutung ist, soll zuerst der Wert von R fiir die oo?
reellen Tripel (z,, z,, ;) untersucht werden. Sind z,, z,, x; die Seiten
eines reellen Dreiecks, bei welchem die Summe irgend zweier Seiten
groBer als die dritte ist, so ist }+)/— 1+ R gleich dem Flacheninhalt
des Dreiecks, also stets positiv. Ist die Summe jedoch kleiner als die dritte
Seite, so ist R stets positiv. Um das einzusehen, nehme man z. B.
— z, + %, + 2, < 0, oder x, > x, + x, an, dann sind x, —z,+ 2,>0,
z, +x,< 23>0, 2, + x3 + 23> 0, also R> 0.

oo Ay

G, T,

. S \\\

A

2. Betrachtet man z,, x,, #, als Koordinaten der projektiven Ebene,
so kann man die Bereiche fiir reelle und imaginire Werte von R wie folgt
erhalten: 4 x, 4+ 2, + x, = 0 stellen vier Gerade dar, welche man in
der Reihenfolge, in welcher sie in R erscheinen, mitg,, ¢,, g., g5 bezeich-
nen kann. LaBt man x;—>oc0, d. h., die projektive in die Euklidische
Ebene iibergehen, so werden

gi=z+y+1, gpo=—2+y+1, ga=x—y+1, gy=2+y—1.
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Diese teilen die Euklidische Ebene in Gebiete @, und 7';, wie sie in Fig. 1
erscheinen. Die arithmetischen Werte der g; haben auf verschiedenen
Seiten der entsprechenden Geraden verschiedene Vorzeichen. Daraus
ergibt sich die folgende Tabelle fiir die Werte von R : In

Q,9,.>0, g,>0, g, <0, g,>0); ist R reell ,
QF(g:>0, ¢g,<0, ¢g;>0, g,>0); R reell ,
@y (9. <0, g,>0, g, <0, ¢g,<0); R reell
Qf (9.<0, ¢.>0, g,>0, g,>0); R reell ,
@ (9:.>0, 9,<0, g,<0, g,<0); R reell .

In ahnlicher Weise ergibt sich, daBl in 7'y, Ty, T, T,, R imaginar ist.

§ 2. Die Abbildung der projektiven Ebene auf die Steiner Fliche

1. Es ist wohl bekannt, dafl durch

QY= T2 Xy, QY= X3y, QY= X%y, QYs=2a1+ 23+ 25 (1)
die projektive Ebene S, auf die Steiner Fliache

2

S=ylys+ s+ 391 — V1¥YsYsYa =0 (2)

abgebildet wird und dadurch die Eigenschaften von S erhalten werden

konnen. Hier handelt es sich um das topologische Verhaltnis von S, zu 8.
Eine Ebene

QY1+ A Ys+ Y+ A,y =20 (3)

schneidet S in einer Kurve 4. Ordnung C, mit drei Doppelpunkten, deren
Bild auf S, der Kegelschnitt

K=0,2%+ 2,2, + a0, %, +a, (2] + 25 +23) =0 (4)

ist. Er zerfiallt in zwei Geraden (reell oder imaginir), wenn die Dis-
kriminante

o a4 e = 2(4(}&3'—-&?“4—0«:“4—‘“;“4‘}‘ala'za'a) - O . (5)
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Nun betrachte man zwei Geraden

Uy &y + Uy Xy, + @32y =0,
Uy Uy Ty + Uy Uy Ty + Uy Up T3 = 0,

(6)
deren Produkt

Uy (Us+UD) Ty Tg+ g (U2 + Ud) g 2, + Uy (U + U)X, g+ U U Uy (22 + 25+ 23) = O

ist. Dieses ist identisch mit (4), wenn
O =, (Up+u3) , By=uy (Uz+U3) , Gy=ug(ui+u3), @y=u usu; (7)

ist. Setzt man diese Werte in (5) ein, so ergibt sich als Bedingung, daB die
Geraden (6) einen degenerierten Kegelschnitt der Art (4) bilden, nach
Division durch 2 u, u, u,,

duquyuy—uy(up+ ug)*~ g (ug+ up)*~ws (Wi ug)™+ (up+ ug) (ug+u) (uj+uz) =0,
Diese ist also durch die Annahme (6) erfiillt.

2. Wenn K degeneriert, so lost sich C, in zwei Kegelschnitte auf, welche
sich in vier Punkten schneiden, wovon drei auf den drei Doppelgeraden
von S liegen. Der vierte P, ist das Bild des Schnittpunktes P, der beiden
Geraden (6). Die Koordinaten von P, werden als

0 Ty = uy (us —u3) ,
szzuz(ug"“ui) > (8)
gx3=u3(u§—-—u§) )

gefunden. Umgekehrt, wenn P, gegeben ist, so findet man die Koordi-
naten u,, u; der Geraden (6) aus deren Gleichungen durch Auflésung
nach den (#). In diesen findet sich die Quadratwurzel

R=V— (1 + T34 3) (— 21+ X+ 23) (X, — X+ X3) (21425 — 25)

wie sie in § 1 untersucht wurde. Die beiden Vorzeichen derselben kann
man mit den Geraden (u) und (u’) assoziieren. Betrachtet man nun die
in Fig.1 gegebene Gebietsteilung und geht auf S, zuriick, so hat man
sofort den

Satz 1. Die Gebiete Q,,Q,,Q; und T,, T,, Ty, T, der projektiven
Ebene 8, werden durch (1) beziglich auf die konkaven und konvexen Teile
der Steinerschen Fliche abgebildet, wo die Tangentialebenen S bezilglich in
Paaren von reellen und tmaginiren Kegelschnitten schneiden.

' 248



§ 3. Die Abbildung von S, auf die Cayley’sche kubische Fliche

1. Die Involution (1) ox; —1 148t die Ausdriicke

i
o, (x5 + x3) = ¥y, ,
0wy (3 + a3) = ¥y, ,
oxy (23 4+ 23) = ¥
0%y XyX3 = Ys >

(2)

bis auf den gemeinsamen Faktor z, z, x, invariant. Somit ist also auch
das oo® System von Kurven dritter Ordnung C,

a, 2, (5 + 3) + @y, (2; + 3) 4- Ay 25 (21 + 23) 4 20,2, 2,2, =0 (3)

darin invariant. Zwei entsprechende Punkte P, P’ auf C; bestimmen eine
Gerade (u), welche, wenn P C; beschreibt, eine Kurve dritter Klasse
umbhiillen, deren Gleichung ohne Schwierigkeit in der Form

(—ay+asta;—2a,) ( uy—Us—uy) ( Up+us—us) (Uy+Ust+us;)
+( ay—ayt+a;—2a,) ( Uytus—uy) (—Uy+Ust+%y) (Ug+ustu) (4)
+( @y ta—a;—2a,) (—uytustus) ( U—upt+us) (u+us+u,)
+( atasta;+2a,) (—ugtustuy) ( Uy—uUstus) (Utus—u;) = 0

gefunden wird. Dafl die Klasse 3 ist, kann natiirlich auch durch das
Prinzip der (1,1)-Korrespondenz auf einer kubischen Kurve bewiesen
werden.

2. Betrachtet man in (2) die y; als Koordinaten eines projektiven
Raumes 8, (y), so kann durch (2) S, auf die Cayleysche kubische Flache I',

20, Yo Ys— (A + Yo+ ¥ ya+ yi=0 (5)

abgebildet werden, wie ich schon frither bewiesen habel).

Die Klassenkurve (4) berithrt die sechs invarianten Geraden der
Transformation 7' (1). Die invarianten Punkte B,(1, 1, 1); B;(—1, 1, 1);
By(1, —1, 1); By(1, 1, — 1) werden auf die Doppelpunkte By(1, 1, 1, 1);
Bi(—1,1,1, —1); B;(1, —1,1, —1); B3(1,1, —1, —1) und A4,(1, 0, 0);
A4,(0, 1, 0); A4(0, 0, 1) auf die Geraden V, V,, V, V,, V, V, des Koordi-
natentetraeders V, V,V,V, von S, abgebildet. Die Kanten V,6V,
schneiden die Einheitsebene y,+ y,+y;+ v, = 0 in sechs Punkten

1) American Journal of Mathematics, Vol. XLVIIT (1926), pp. 21—44.
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eines Vierseits, dessen Diagonalpunkte gerade Bj, B,, B; sind. Die
invarianten Geraden B,B, von T werden auf die Kanten B B; des
Knotentetraeders abgebildet.

Die Gleichungen der Seitenflichen von (B;) sind fiir

ByByB, : —y+Y+y—y =0,
B, B; B; : Yi— Y+ Ys—Ys =0,
B, B; B; : i+ Y—Ys— Y =0, (6)
B; B;B; : Wt Ytys+y,=0.

Wir haben jetzt den

Satz 2: Die oo? Paare entsprechender Punkte der quadratischen Involution
T in S, werden auf die Punkte der kubischen Fliche I'; abgebildet. Umgekehrt
jedem Punkt von I'y entspricht ein Paar entsprechender Punkte in T'2).

3. Dem Schnitt der Ebene (C,)

Uy Yy + U Yo+ Ug Y3+ Uy Yy = 0 (7)

mit I'; entspricht in 8, die Kurve
C, = T, (25 +x5) + o o (V5 + 27) 2y X5 (¥ +03) + 2 Uy, 2,2, =0 . (8)

Unter den Kurven C, befinden sich auch die degenerierten, die aus einer
Geraden und dem entsprechenden Kegelschnitt in 7' bestehen:

C,= (A1 X1+0y X+ Ay 3) (@) Xy T3+ Ay X3 T1+A3 X, ) (9)

= Qo Uy (T34 22) + A3 @, T (X2 4+ X3) +@, Ay X o( X2 +25)+ (A2 +a3+a3) 2, 225 = 0 .

Es wird (8) identisch mit (9) sein, wenn %, = a,a;, 4, = a,a,,
Uy = a, a3, 24, = a:+as+a:. Durch Elimination der (a) erhalt man
die Bedingung das C, (8) zerfallt:

ug uy - us U 4 uiud — 2w, uuuy = 0 (10)

Wie man erwarten muB, 1aBt sich leicht bestatigen, daBl (10) die Dis-
kriminante von C, (8) ist. Wenn die u, (10) befriedigen, so schneidet die
Ebene (7) I'; in einer Kurve mit Doppelpunkt, so da sie Tangential-

2) Das ist ein einfaches Beispiel des Satzes von Castelnuovo, daB jede ebene Invo-
lution rational ist, d. h. auf eine rationale Flache abgebildet werden kann.
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ebene von I'; ist. Da I'; vier Doppelpunkte hat, so ist sie von der 4. Klasse.
Bestimmt man ihre Klassengleichung in gewohnter Weise, so findet man
gerade die Gleichung (10). So folgt der

Satz 3: Bei der Abbildung der quadratischen Involution in S, auf die
Cayleysche Fliche I'y ist die Klassengleichung von I'y formell gleich-
bedeutend mit der Diskriminante von C, in S,.

4. Die konjugiert komplexen Paare der Involution T.

Eine Gerade ¢
Ay Ty + Gy Xy + A3 3 = 0 (11)

und der ihr entsprechende Kegelschnitt K
@y Ty Ty + Gp T3 Ty + A3 &y Ty = 0 (12)

in 7', schneiden sich in einem Punktepaar (P, P’) von T, dessen Koordi-
naten sich wie folgt ergeben:

I3

s 0x, = a2(——af+a§+a§+ R) ,
P !{pox?=a,( a}—a;—a;—R) ,

( 0x; = 2a,a,a, ; (13)

s o, = a,(—a; + a3—a;— R) ,

P oxy; = a,( af—a;—a;+ R) ,

( Qx:/s = 2a,a,0, ,

worin
R=Va!+al+at—2(ia®+ aa® + a’ad) ,

oder

R=V— (@14 as+as) (—a+-ay+a;) (@, —azt-a3) (@,+a,—a,) . (14)

Das Punktepaar (P, P’) ist reell oder imaginir jenachdem R es ist.
Das Kriterium dafiir wurde, wenn (a¢) = (z) in § 1 aufgestellt.

Um zu zeigen, daB auch ein konjugiert komplexes (imaginéres)
Punktepaar (P, P’) auf einen reellen Punkt von I'y abgebildet wird,
beweisen wir zuerst die bekannte Tatsache, daB die Gerade, auf welcher
ein solches Punktepaar liegt, reell ist. Seien

A@+1b, c+1id, 1), A(a—1b, c—id, 1)
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zwei solche Punkte, so ergibt sich leicht die Gleichung fiir A4, dx, —
bz, — (ad — bc) x; = 0. Jetzt finden wir P’ welcher 4 in T entspricht,
dann P welcher 4 entspricht

sgxl = X%y = ¢+1d
ng = 2,2, = a-+1b
0%y = 1,2, = ac — bd + i(ad + be)

I

oder nach leichter Rechnung (15)
b =2 ;b
t a? + b2 a? -+ b2
P bl = —% d
S £ c? + d?
dxg = 1

Damit P’ = A ist es. notwendig, daBl a2+ b2 =1, ¢2 4+ d? = 1. Nun
kann man nach diesen Bedingungen a = cos @, b = sin @, ¢ = cos D,
d = sin @ setzen, so daf jetzt P’ und P die Form annehmen

s gxl = cos @ —1i sin @ = ¢ *°

o, = cos @ —1i sin @ = ¢ '?, (16)
Qxa =1 )

s ez, = ¥,

exy = e'? ’ (16,)
l ex; = 1

Werden diese Werte in dem Bildpunkte von P (oder P’) eingesetzt (2),
so ergibt sich '

Oy, = €% 4 e *? = 1 cos P ,
Oy, = €'® 4 ¢ %® = 7 cos O ,
Oy, = €@ 4 =0 — 7 o8 (O — D) ,
0y, = 2 =T )

ein reeller Punkt.

Es wurde oben festgestellt, dal einer C, in §,, welche aus einer Geraden
und ihrem entsprechenden Kegelschnitt besteht auf I'; ein Tangential-
ebenenschnitt, d. h. eine kubische Kurve mit Doppelpunkt entspricht.
Im Falle eines reellen Paares P, P’ als Schnitt von g und K erhilt man
auf I'; einen Tangentialebenenschnitt mit nicht isoliertem Doppelpunkt.
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Ist (P, P’) ein konjugiert komplexes Paar, so ergibt sich ein isolierter
Doppelpunkt. Es kann weiter durch Rechnung festgestellt werden, da(}
der Teil von I'; mit solchen isolierten Doppelpunkten konvex ist und
einen tetraederformigen Korper 4 bildet, der auf den Knoten von I'; auf-
gespannt ist. Diese soll hier der Kiirze halber nicht eingeschlossen
werden. Der iibrige Teil von Iy ist hyperbolisch, d. h., die Tangential-
ebenen in seinen Punkten schneiden I'; in Kurven mit reellen Zweigen
durch die Doppelpunkte. 4 ist elliptisch.

Das Gesamtresultat der Abbildung kann zusammengefalt werden
in dem

Satz 4: Das Geradennetz der projektiven Ebene S, wird durch die qua-
dratische Involution T in zwet Klassen R und J geteilt mit beziiglich reellen
und imagindren Paaren von entsprechenden Punkten in T'. Die Paare von
R und J werden beziiglich auf den hyperbolischen und elliptischen Teil der
Cayleyschen kubischen Fliche I'; abgebildet.

(Eingegangen den 25. Januar 1940.)
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