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Eine Formel fur die geodâtische Krùmmung
Von W. SCHERRER, BQTTi

Herrn Constantin Carathéodory zum 70. Qeburtstag getoidmet/

Die Herleitung der Integralformel von Gaufi und Bonnet

gd8 27i- JJKdv (1)

als Résultat der Géométrie auf der Flâche ist bekanntlich mit einem
erheblichen Rechenaufwand verbunden, da man zu diesem Zwecke die
explizite Bestimmung der Gauûschen Krùmmung K und der geodâtischen
Krùmmung xg als Funktionen der ersten Hauptform benôtigt.

Die Genesis der genannten Formel aus der Théorie der im Euklidischen
Raum eingebetteten Flâchen verdient aber auch noch ein selbstândiges
Interesse, wie die schônen kinematischen Betrachtungen in ^Thomson
und Tait1)" zeigen. Angeregt durch dièse Betrachtungen habe ich eine
Formel fur die geodâtische Krùmmung xg gewonnen, zu deren Begrun-
dung die elementare Vektorrechnung ausreicht und aus der dann die
Integralformel leicht gefolgert werden kann.

Es sei
X X (u, v)

die vektorielle Parameterdarstellung einer Flâche im Euklidischen
Raum und

x[u(8),v(s)]= x(s)

eine Kurve auf dieser Flâche mit der Bogenlânge 8. Die Flâchennormale
31 — respektive das sphârische Abbild der Flâche — ist dann gegeben
durch

Die Normale der sphârischen Abbildung ist dajin gemâû (2) zu erklâren
durch

en (3)

wo e das Vorzeichen der Gaufischen Krùmmung ist.

*) Treatise on Natural Philosophy, 8. Aufl. Cambridge 1023, Bd. I, S. 106 ff.
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Die geodàtische Krûmmung ist bei dem von uns gewahlten raum-
geometrischen Standpunkt zu definieren durch

*, SR [*',*"], (*)

wo der Strich wie iiblich die Ableitung nach der Bogenlânge s bedeuten
soll. Bezeichnen wir noch mit a die Bogenlânge des spharischen Abbildes

unserer Kurve, so berechnet sich dessen geodàtische Kriïmmung mit
Rùcksicht auf (3) nach der Formel

woraus wegen a' | 51' | folgt

Nach diesen selbstverstàndlichen Vorbereitungen kommen wir nun
zum charakteristischen Zug der vorliegenden Ableitung : Wir betrachten
denjenigen Winkel co, um den man das Linienelement x' in seiner Tan-
gentialebene in positivem Sinne drehen muû, bis es mit der Richtung ïl'
zusammenfâîlt. Dann gilt

<ft'= a'-{co8wx'+ 8mwl%x']} (6)

Ohne weiteres findet man

[91, 91'] (/.{-sinco.i' + cosco.tfR,*']} (7)

Nun làBt sich (5) bequem berechnen und es resultiert die Formel

Xg — (Of (8)

Dièse Formel kann noch ergànzt werden fur den Fall, dafi eine Ecke
vorhanden ist. Zu dem Zweck betrachten wir diejenige Drehung in der
Tangentialebene des Eckpunktes, welche den Tangentenvektor des ein-
laufenden Bogens in den Tangentenvektor des auslaufenden Bogens
ùberfûhrt. Durchlàuft dabei der Tangentenvektor x* den Winkel <pg

und sein sphârisches Abbild den Winkel <py, so erfâhrt der Vektor 51 '
in der Tangentialebene des Eckpunktes die Drehung ecpy und der Winkel
co zwischen xf und 9î' einen Zuwachs A a>. Die Betrachtung der genannten
Winkel ergibt unmittelbar die der Gleichung (8) entsprechende Relation
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cpg — A a) -f eq>Y (9)

Nun kônnen wir leicht die Formel (1) gewinnen. Wir wenden (8) vorerst
einmal an auf den positiv zu durchlaufenden Rand eines Elementar-
flachenstùcks, auf dem die GauBsche Krùmmung K ûberall dasselbe
Vorzeichen hat und dessen sphàrisches Abbild den Flâcheninhalt Q
besitzt. Da der Winkel co nach einer vollen Durchlaufung modulo 2n
in seinen Anfangswert zurùckkehren muB, ergibt die Intégration von (8)

m xg m

Auf der Kugel aber liefert die direkte Berechnung

rf) xYda=:2n- Û

und auBerdem gilt

Also folgt
gf) xgds 2(k +e) n- JJ Kdo

(10)

(11)

(13)

Die ganze Zahl k kann man bestimmen, indem man die Randkurve stetig
auf einen Punkt im Innern des Elementarflachenstùcks zusammenzieht.
Man erhalt

2n 2 (k + e) n
und damit die Formel (1).

Im allgemeinen Falle, wo die GauBsche Kriimmung beide Vorzeichen
annimmt, zerlegt man natiirlich die Flâche in Gebiete eines Vorzeichens,
die voneinander durch Linien K 0 getrennt sind. Die dabei auf-
tretenden Ecken kônnen mit Hilfe von (9), also ohne Abrundung, be-

rucksichtigt werden.
Fur gewisse Anwendungen der Formel (8) ist es vorteilhaft, sich voll-

stândig auf einen Streifen zu beschrànken :

x' o

91
(14)

Die Bezugnahme auf die Flâchenabbildung gemaB (2) und (3) wird damit
gegenstandslos. Der Vektor 91 stellt dann in jedem Falle sowohl das
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sphàrische Abbild als auch die âuûere Normale der Bildkugel dar. In
den Formeln (5), (8) und (9) hat man ùberall e =¦ 1 zu setzen. Speziell
erhâlt man so durch Intégration von (8) iiber einen geschlossenen zwei-
seitigen Streifen

Xgda 2kn + (f) xydag
(f) (15)

wo k eine ganze Zahl ist und 2kn die Abnahme des Winkels co bei einer
vollen Durchlaufung darstellt.

Die Gleiehung (15) enthâlt als Spezialfall den bekannten Satz von
Jacobi2), wonach das Hauptnormalenbild einer geschlossenen Raum-
kurve die Einheitskugel in zwei flàchengleiche Teile zerlegt. Bezeiehnet
man namlich Hauptnormale, Krùmmung und Torsion einer derartigen
Raumkurve mit n, x und t, so hat man zu setzen $1 n und erhâlt
dann mit Hilfe der Frenetschen Formeln aus (4) und (6) unmittelbar

xg 0 ; (o arctg L~

Daher ist die Abnahme von œ bei einer vollen Durchlaufung Null:
2kn 0, und es folgt

welche Gleiehung im Sinne von (10) den genannten Satz zum Ausdruck
bringt.

•) C. O. J. Jacobi, Werke, Bd. 7, S. 39.

(Eingegangen den 28. Juni 1943.)
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