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Eine Formel fiir die geoddtische Kriimmung

Von W. SCHERRER, Bern
Herrn Constantin Carathéodory zum 70. Geburtstag gewidmet !

Die Herleitung der Integralformel von GauB8 und Bonnet

¢x0d3=2n—fdev | (1)

als Resultat der Geometrie auf der Flidche ist bekanntlich mit einem
erheblichen Rechenaufwand verbunden, da man zu diesem Zwecke die
explizite Bestimmung der GauBschen Kriimmung K und der geodédtischen
Kriimmung z, als Funktionen der ersten Hauptform benoétigt.

Die Genesis der genannten Formel aus der Theorie der im Euklidischen
Raum eingebetteten Flachen verdient aber auch noch ein selbstindiges
Interesse, wie die schonen kinematischen Betrachtungen in ,,7Thomson
und Tait')** zeigen. Angeregt durch diese Betrachtungen habe ich eine
Formel fiir die geodédtische Kriimmung z, gewonnen, zu deren Begriin-
dung die elementare Vektorrechnung ausreicht und aus der dann die
Integralformel leicht gefolgert werden kann.

Es sei
¥ =x(u,v)

die vektorielle Parameterdarstellung einer Fliche im Euklidischen

Raum und
x[u(s)v(s)]=x(s)

eine Kurve auf dieser Fliche mit der Bogenlinge s. Die Flichennormale
N — respektive das sphirische Abbild der Fliche — ist dann gegeben
durch

— [In” xv]
= TEo il @

Die Normale der sphirischen Abbildung ist dann gemi8 (2) zu erkliren
durch
[Ny, N}

R, T~ % ®)

wo ¢ das Vorzeichen der GauBlschen Kriimmung ist.

1) Treatise on Natural Philosophy, 8. Aufl. Cambridge 1923, Bd. I, 8. 106 f1.
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Die geoditische Kriimmung ist bei dem von uns gewihlten raum-
geometrischen Standpunkt zu definieren durch

z, = N[, 2], (4)

wo der Strich wie iiblich die Ableitung nach der Bogenlinge s bedeuten
soll. Bezeichnen wir noch mit ¢ die Bogenlinge des sphiirischen Abbildes
unserer Kurve, so berechnet sich dessen geodidtische Kriimmung mit
Riicksicht auf (3) nach der Formel

AN 2N
x":em[da ’ da’]’
woraus wegen ¢ = |RN'| folgt
m’ ‘R’] mll
x)’:e[ lmlla (5)

Nach diesen selbstverstindlichen Vorbereitungen kommen wir nun
zum charakteristischen Zug der vorliegenden Ableitung: Wir betrachten
denjenigen Winkel w, um den man das Linienelement x’ in seiner Tan-
gentialebene in positivem Sinne drehen muB, bis es mit der Richtung R’
zusammenfallt. Dann gilt

N' = o’'+{cos wx’ + sinw-[N, x']} . (6)
Ohne weiteres findet man
RN]=0"-{—sinw-x' 4+ cosw+[N, ']} . (7)

Nun liBt sich (5) bequem berechnen und es resultiert die Formel

x,:: "—w’ +€x70" . (8)

Diese Formel kann noch erginzt werden fiir den Fall, daB eine Ecke
vorhanden ist. Zu dem Zweck betrachten wir diejenige Drehung in der
Tangentialebene des Eckpunktes, welche den Tangentenvektor des ein-
laufenden Bogens in den Tangentenvektor des auslaufenden Bogens
tiberfithrt. Durchlduft dabei der Tangentenvektor ¥’ den Winkel ¢,
und sein sphirisches Abbild den Winkel ¢,, so erfihrt der Vektor R’
in der Tangentialebene des Eckpunktes die Drehung &, und der Winkel
w zwischen x’ und N’ einen Zuwachs 4 . Die Betrachtung der genannten
Winkel ergibt unmittelbar die der Gleichung (8) entsprechende Relation
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po=—dw+epy | . (9)

Nun koénnen wir leicht die Formel (1) gewinnen. Wir wenden (8) vorerst
einmal an auf den positiv zu durchlaufenden Rand eines Elementar-
flichenstiicks, auf dem die Gaulsche Krimmung K iiberall dasselbe
Vorzeichen hat und dessen sphirisches Abbild den Flicheninhalt £
besitzt. Da der Winkel w nach einer vollen Durchlaufung modulo 2x
in seinen Anfangswert zuriickkehren muf}, ergibt die Integration von (8)

¢x,ds=2kn+s¢x,da ;

Auf der Kugel aber liefert die direkte Berechnung

‘¢.x,,do'=2n-—!) , (10)
und aullerdem gilt .
stfj Kdo . (11)

¢x9d8=2(k+e)n—fdeo. (13)

Die ganze Zahl ¥ kann man bestimmen, indem man die Randkurve stetig
auf einen Punkt im Innern des Elementarflichenstiicks zusammenzieht.
Man erhilt

Also folgt

2n =2k -+ &)=
und damit die Formel (1).

Im allgemeinen Falle, wo die Gauflsche Kriimmung beide Vorzeichen
annimmt, zerlegt man natiirlich die Fliche in Gebiete eines Vorzeichens,
die voneinander durch Linien K = 0 getrennt sind. Die dabei auf-
tretenden Ecken konnen mit Hilfe von (9), also ohne Abrundung, be-
riicksichtigt werden.

Fiir gewisse Anwendungen der Formel (8) ist es vorteilhaft, sich voll-
standig auf einen Streifen zu beschrinken:

x =x(8) ; N
Ne'= 0 ; N

R(s)

N (14)

I

Die Bezugnahme auf die Flachenabbildung gemil (2) und (3) wird damit,
gegenstandslos. Der Vektor M stellt dann in jedem Falle sowohl das
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sphiirische Abbild als auch die éuBlere Normale der Rildkugel dar. In
den Formeln (5), (8) und (9) hat man iiberall ¢ = 1 zu setzen. Speziell
erhidlt man so durch Integration von (8) iiber einen geschlossenen zwei-

seitigen Streifen
‘¢’x,ds=2k7z+‘¢'x,.da , (15)

wo k eine ganze Zahl ist und 2kn die Abnahme des Winkels w bei einer
vollen Durchlaufung darstellt.

Die Gleichung (15) enthélt als Spezialfall den bekannten Satz von
Jacobi?), wonach das Hauptnormalenbild ciner geschlossenen Raum-
kurve die Kinheitskugel in zwei flichengleiche Teile zerlegt. Bezeichnet
man niamlich Hauptnormale, Krimmung und Torsion einer derartigen
Raumkurve mit n,  und 7, so hat man zu setzen i = n und erhilt
dann mit Hilfe der Frenetschen Formeln aus (4) und (6) unmittelbar

z, =0 ; w=arctg(%) .
Daher ist die Abnahme von w bei einer vollen Durchlaufung Null:

2kn = 0, und es folgt
ﬁx,da =0,

welche Gleichung im Sinne von (10) den genannten Satz zum Ausdruck
bringt.

) C.G.J. Jacobs, Werke, Bd. 7, S. 39.

L J

(Eingegangen den 28. Juni 1943.)
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