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Der Cohomologie-Ring einer beliebigen Gruppe

Von BENO EckMANN, Lausanne

Einleitung

1. Es wird in dieser Arbeit einer beliebigen Gruppe ® und einem
Ring J mit Einselement durch ein einfaches algebraisches Verfahren ein
Ring P(®, J) zugeordnet; seine Elemente sind Klassen von Funktionen
mehrerer Variabeln aus ® mit Werten in J. Die algebraische Bedeutung
dieses Ringes wird nur gelegentlich beriihrt; sie scheint selbstdndiges
Interesse zu verdienen und auf naheliegende Verallgemeinerungen hinzu-
weisen. Im Mittelpunkt unserer Untersuchung aber stehen die Beziehun-
gen von P(®, J) zur algebraischen Topologie. Wir werden zeigen: P (®,.J)
héngt zusammen mit dem Cohomologiering?!) (beziiglich des Koeffizien-
tenbereiches J) derjenigen Polyeder I/, deren Fundamentalgruppe zu
® isomorph ist oder ® als homomorphes Bild besitzt; m.a. W. der-
jenigen Polyeder, welche eine regulire Uberlagerung?) mit zu ® isomor-
pher Gruppe von Decktransformationen besitzen.

2. Dall zwischen der Fundamentalgruppe & und den Homologie-
Eigenschaften eines zusammenhingenden Polyeders IT Beziehungen be-
stehen, ist bekannt. Die einfachste betrifft die erste ganzzahlige Homo-
logiegruppe B! von I1: Die Abelsch gemachte Fundamentalgruppe, d. h. die
Faktorgruppe von & nach threr Kommutatorgruppe, ist zu B isomorph.
Fiir die zweite ganzzahlige Homologiegruppe B2 von II gilt ebenfalls eine
allgemeine, allerdings weniger einfache Beziehung, die von Hopf [1] ent-
deckt wurde: Eine durch eine bestimmdte, rein algebraische Vorschrift aus ¥
abgeleitete Gruppe ist homomorphes Bild von B2, ndmlich isomorph zur
Faktorgruppe von B2 nach der Untergruppe derjenigen Homologie-
klassen, welche Bilder von Sphiren enthalten.

Diese Sitze hat Hopf [2] weitgehend verallgemeinert; er hat sie einer-
seits auf die hoherdimensionalen Homologiegruppen ausgedehnt und
andererseits an Stelle der Fundamentalgruppe von /7 die zu einer regu-
liren Uberlagerung?) IT von IT gehorige Decktransformationengruppe ®
betrachtet (welche zur Fundamentalgruppe isomorph ist, wenn es sich
um die universelle Uberlagerung handelt, sonst ihr homomorphes Bild).

1) Darunter verstehen wir den Ring, zu welchem das Alexandersche Produkt (vgl. [8]
oder [6], wo es als ,,cup’’-Produkt bezeichnet wird) die direkte Summe aller Cohomologie-
gruppen macht. — Die Zahlen in eckiger Klammer verweisen auf das Literaturverzeichnis
am SchluB unserer Arbeit.

2) Wegen aller Begriffe aus der Uberlagerungstheorie der Polyeder vgl. [4], 8. Kapitel.
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J sel ein Ring mit Einselement; wir sagen, ein Polyeder habe die Eigen-
schaft 7, wenn es zusammenhiingend ist und wenn seine Homologie-
gruppen beziiglich J in den Dimensionen n =1,2,..., N — 1 gleich
0 sind (z. B. hat ein Euklidischer Raum die Eigenschaft E% fiir alle
N, die Sphire 8™ fiir N <<m; jedes einfach zusammenhiingende
Polyeder hat die Eigenschaft E}). Die Sidtze von Hopf besagen u. a.:
Wenn die Uberlagerung I von I die Eigenschaft E¥ hat, so sind die
Homologiegruppen beziiglich J von IT der Dimensionen 1,2,...,N—1,
ferner eine Faktorgruppe der N-ten Homologiegruppe rein algebraisch
durch die Decktransformationengruppe & und den Ring J bestimmt.

In der vorliegenden Arbeit wird Entsprechendes fiir den Cohomologie-
ring von II gezeigt; das Hauptresultat 148t sich etwa so formulieren (die
genaue Formulierung findet sich in den Sdtzen IV und IV’ in 13.8):
Besitzt das Polyeder IT eine reguldre Uberlagerung mit der Eigenschaft EY,
und 1st ® die zugehorige Decktransformationengruppe, so lift sich die Struk-
tur des Cohomologieringes von II beziiglich J ,bis zur Dimension N dem
Ring P(®, J) entnehmen, ist also durch ® und J bestimmd. ,,Bis zur Dimen-
sion N hei3t dabei, dafl die Cohomologiegruppen der Dimensionen < N,
eine bestimmte Untergruppe der N-ten Cohomologiegruppe sowie alle
Produkte in diesen Dimensionen durch P(®, J) gegeben sind. — Da die
universelle Uberlagerung von /7 stets die Eigenschaft E% besitzt, folgt
hieraus (Satz VI in 13.9), daB fiir jedes Polyeder mit der Fundamental-
gruppe §& der Cohomologiering ,bis zur Dimension 2 dem Ring P(§, J)
zu entnehmen, also durch § und J bestimmt ist.

3. Ist das Polyeder eine orientierbare Mannigfaltigkeit M der Dimen-
sion m, 8o kann man unsere Resultate vermoge der bekannten Dualitéts-
beziehungen auf den Schnittring der Homologieklassen iibertragen, und
zwar, wenn eine Uberlagerung mit der Eigenschaft E} vorliegt, fiir die
Dimensionen #» > m — N ; insbesondere ist der Schnitt zweier (m — 1)-
dimensionaler Homologieklassen stets durch die Fundamentalgruppe
bestimmt (dies hat fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten schon Hopf ge-
zeigt, vgl. [1]).

Weitere Sitze, fiir ein beliebiges Polyeder, ergeben sich aus den unsern
fiir das dem Alexanderschen Produkt (dem ,,cup“-Produkt) zugeordnete

(\Z‘Iech-Whitneysche Produkt3) (das ,,cap“-Produkt), auf Grund des be-
kannten Zusammenhangs zwischen den beiden®). Auch hieraus erhilt
man im Falle der Mannigfaltigkeiten Resultate tiber den Schnittring.

3) Vgl. [6], ferner [9], S. 432 ff.
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Auf alle diese Erweiterungen und Anwendungen werden wir nicht ein-
gehen, sondern uns nur mit dem Alexanderschen Ring in einem beliebi-
gen Polyeder befassen.

4. TUnser Ergebnis enthilt als Spezialfall einen Satz der Homotopie-
theorie von Hurewicz ¢), welcher besagt, dall in einem asphdrischen Poly-
eder der Cohomologiering durch die Fundamentalgruppe § bestimmt ist, d. h.
daB zwei asphiirische Polyeder mit isomorpher Fundamentalgruppe iso-
morphe Cohomologieringe haben. Ein Polyeder heilit dabei asphdrisch,
wenn in ihm jedes stetige Bild einer n-dimensionalen Sphire (n=2, 3,...)
auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Wir kénnen sogar iiber
diesen Satz hinaus angeben, auf welche Weise der Cohomologiering be-
ziiglich J eines asphiérischen Polyeders algebraisch mit der Fundamental-
gruppe § verkniipft ist: Er ist zum Ring P (§,J) isomorph (vgl. die
Sdtze VII und VII’ in § 14; wir machen dort unter der Voraussetzung,
daB das Polyeder in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphirisch ist,
eine Aussage ,bis zur Dimension N*).

5. Der Ring P(®,J) wird im Abschnitt I definiert und untersucht.
Er ist seiner additiven Struktur nach die direkte Summe von Gruppen
n"e®,J), n=0,1, 2,...; die Elemente von I'"*(®,J) sind Klassen
von Funktionen von n Variabeln aus ®, gebildet mit Hilfe einer Opera-
tion & (vgl. § 1), die mit der Differentiation von Differentialformen eine
gewisse Analogie aufweist. Das Produkt eines Elementes aus I'™ und
eines aus I'* ist ein Element aus I""+*. Die Gruppen I'"(®,/) sind auch
definiert, wenn J nicht ein Ring, sondern nur eine (additiv geschriebene)
Abelsche Gruppe ist. In § 2 wird die Bedeutung von I'* und I'? unter-
sucht: I''(®,J) ist die Gruppe der Homomorphismen von ® in J;
Ir:(®,J) ist isomorph zur ,,Gruppe der zentralen Erweiterungen von
J durch ® . Es ergibt sich also ein Zusammenhang der Cohomologie-
theorie mit Qruppenerweiterungen ; dieser gestattet nicht nur algebraische
Anwendungen (vgl. z.B. 10.4 und 11.5), sondern legt auch gewisse
Verallgemeinerungen nahe (vgl. 2.6), auf die wir an anderer Stelle
eingehen werden und die ebenfalls mit topologischen Eigenschaften
von Polyedern zusammenhingen.

6. Im Abschnitt IIT zeigen wir, dal P(®,J) als Cohomologiering
eines gewissen abstrakten Komplexes K aufgefafit werden kann, und
zwar 80, dal die I'*(®,J) die Cohomologiegruppen der Dimension # von
K sind. Die Zellen und die Randbildung von K sind mit Hilfe der ab-

%) Vgl. [5], Teil IV, 8. 221.
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strakten Struktur der Gruppe ® allein erklirt; isomorphe Gruppen G
fiihren zu isomorphen Komplexen K .

Der Begriff des abstrakten Komplexes, in der Form, wie wir ihn be-
notigen, wird im Abschnitt II bereitgestellt, ebenso der Begriff der ab-
strakten Uberlagerung und der zugehorigen Automorphismengruppe; der
Homologietheorie werden dabei endliche Ketten zugrunde gelegt, der
Cohomologietheorie i. A. unendliche Ketten (Funktionen der Zellen).
Dualitédtssidtze fir die Homologie- und Cohomologiegruppen werden
beim Beweis der Sdtze nicht beniitzt; wir brauchen deshalb diese Grup-
pen nicht zu topologisieren und kénnen so den rein algebraischen Charak-
ter unserer Uberlegungen betonen. — Um den Zusammenhang mit den
Polyedern herzustellen, ordnen wir dem Begriff des abstrakten Kom-
plexes denjenigen des simplizialen Komplexes (der Simplizialzerlegung
eines Polyeders) unter (§5 und 6.4); alle geometrischen, d.h. von
Polyedern handelnden Sitze formulieren wir fiir simpliziale Kom-
plexe K. Der Ubergang zur singuliren Homologietheorie diirfte es ge-
statten, die Resultate dieser Arbeit auf allgemeinere Réume zu iiber-
tragen.

7. Im Abschnitt IV werden die Beziehungen von P(®,J) zur Cohomo-
logietheorie aufgestellt, zunichst die rein additiven fiir beliebige ab-
strakte Komplexe, welche Uberlagerungen mit zu & isomorpher fix-
punktfreier Automorphismengruppe besitzen, sodann die multipli-
kativen fiir simpliziale Komplexe. Die Hauptsitze sind in den §§ 11
und 13 formuliert; der Spezialfall asphirischer Polyeder wird in § 14
behandelt.

Die Ergebnisse von Hopf, die wir oben erwihnten, werden in unseren
Ausfithrungen nicht beniitzt. Es sei aber bemerkt, dall die Beweis-
methode im Abschnitt IV, soweit sie die additive Struktur des Cohomo-
logierings betrifft (§ 12), mit derjenigen von Hopf [2] verwandt und ihr
teilweise nachgebildet ist. Es besteht iibrigens zwischen den Gruppen
®7, die Hopf [2] der beliebigen Gruppe ® in rein algebraischer Weise
zugeordnet hat (den ,,Bettischen Gruppen, die zu & gehoéren‘) und
unseren Gruppen I'” bei geeigneter Wahl der Koeffizienten eine nahe-
liegende Beziehung (11.7): I'* ist fir »=1,2,... die Gruppe der
Charaktere von ®%. Man kann ndmlich die ®} als Homologiegruppen
unseres abstrakten Komplexes K auffassen.*)

*) Nach Beendigung der vorliegenden Arbeit habe ich durch Vermittlung von Herrn
Hopf den Probeabzug einer Arbeit von 8. Eilenberg und S. MacLane (,,Relations between
homology and homotopy groups of spaces”, Annals of math. 76 (1945) 489—509,
erhalten, welche mit meiner Untersuchung enge Beriihrungen aufweist. Es wird dort u. a.
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. Algebraische Einfithrung der Cohomologietheorie
einer beliebigen Gruppe

§1. Die Gruppen I'(®,J).
1.1. ® sei eine beliebige, multiplikativ geschriebene Gruppe, J eine
Abelsche, additiv geschriebene Gruppe (im folgenden Koeffizienten-

bereich genannt).
Fir » =1, 2, 3,... verstehen wir unter einer n-Funktion f* eine

Funktion, welche jedem System von n Elementen z,, z,,..., z, der
Gruppe ® ein Element v = f*(z,, z,,..., ,) von J zuordnet; n heil3t
die Dimensionszahl von f*. Alle n-Funktionen bilden beziiglich der
Addition

(fn + gn)(xl" s 0 xn) :‘fn(xl" * o xn) + gn(xlw c xn)

eine Abelsche Gruppe, die wir mit L"(®,J) oder kurz L™ bezeichnen.

1.2. Definition: Der Corand §f* einer n-Funktion f* ist die (» + 1)-
Funktion, die durch

((5f")(x1, Lose oy xn+1) =
n+1 ) ~
=fn(x1—1x2" LR xi—lxn—{—l) + A‘: (_" 1)zfn(x1’. . '3xi>' LI ] xn-}-l)
1=1

gegeben ist. Dabei bedeutet Z,;, daB x, weggelassen werden soll, so daB
als Argumente von f* noch z,,..., 2,_,, ;4,..., ,,, lUbrig bleiben. So
ist z. B.

OfH(xy, ;) = (a7 %,) — fH(%,) + f1(zy) ,

Of2(®y, &y, 3) = 2@ %y, 27 ) — f2(2,, 5)+-f2(2y, 5)—f2(2y, X,) .

Wegen d(f" 4+ g") = of" + dg™ bewirkt die Operation J eine homo-
morphe Abbildung von L™ in L"*+1, Das Bild ist dabei eine Untergruppe
H"+l = § L™ von L"+!, bestehend aus denjenigen (n + 1)-Funktionen,
die Corédnder, d. h. von der Form §f" sind. Der Kern der Abbildung ¢
ist eine Untergruppe Z" von L", bestehend aus denjenigen n-Funktionen
f, deren Corand df* = 0 ist; eine solche Funktion heiBt ein Cozyklus.

ein Satz iiber asphérische Réume bewiesen, der genau dem Spezialfall unseres Ergebnisses
fiir aspharische Polyeder (vgl. Nr. 4 unserer Einleitung oder Satz VII und VII' in § 14)
entspricht. Die Methode scheint von der meinen zwar verschieden zu sein, beniitzt aber
auch einen abstrakten Komplex, der im wesentlichen mit unserem Komplex K iiberein-

stimmt.
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1.3. Fir n = 0 ergidnzen wir die Definitionen in folgender Weise:
Eine 0-Funktion f° ist ein Element v von J, und §f° soll immer = 0
sein; L® = Z° ist also die Gruppe J, und H! ist = 0. Wir setzen ferner
H° = 0.

1.4. Fir jede Funktion fr (n = 0,1,2,...) ist §0f* = 0.

Dies laBt sich durch direkte Rechnung verifizieren; wir verzichten
darauf, da sich die Behauptung an anderer Stelle ergeben wird (s. 8.2).

Aus 66 = 0 folgt: Jeder Corand ist ein Cozyklus, d. h. H" ist eine
Untergruppe von Z". Die Faktorgruppe Z"/H™ heilit die n-te Cohomologie-
gruppe von ® beziglich J (n =0, 1, 2,...); wir bezeichnen sie mit
I'(®,J). Ihre Elemente, die Restklassen von Z" nach H"”, heiBen Coho-
mologieklassen; zwei Cozyklen derselben Klasse, d. h. deren Differenz
in H" liegt, heillen cohomolog. — I (®,JJ) =~ J wird mit J identifiziert 5).

§ 2. Bedeutung der Gruppen I''(®,J) und I'?2(®,J).
.1. Ist f! ein Cozyklus, so gilt

oft(z, y) = flxty) — fHy) + [ (z) =0

fiir beliebige Elemente z, y ¢ ®; d. h. f! ist ein Homomorphismus von
® in J. Wegen H! = 0 ist I''(®,J) = Z'; die Elemente von I'! sind
also die Homomorphismen von & in J, mit der iiblichen Addition.

Die Gruppe I''(®,J) ist die Gruppe der Homomorphismen von & in J.
2.2. Ein 2-Cozyklus ist eine Funktion f?, fiir welche
@, y,2) = [y, a'2) — [2(y,2) + [*(x,2) — [2(z,9) =0
ist, mit beliebigen Elementen z, y, z ¢ ®, oder
f2 =, y) + 2y, 2) = fraty, at2) + f2 (2, 2) (1)

Diese 2-Cozyklen lassen sich nun umkehrbar eindeutig den sog. Faktor-
systemen ¢) von ® in J zuordnen. Wenn von Faktorsystemen von ® in J
die Rede ist, so ist anzugeben, in welcher Weise ® als Automorphismen-

5) ~ bedeutet ,,isomorph‘‘.

) Vgl. [7], § 6. — Trotz der additiven Schreibweise in J verwenden wir — wegen des
Zusammenhangs mit der Erweiterungstheorie — die Bezeichnung Faktorsystem und
nicht ,,Summandensystem*‘.
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gruppe von J aufzufassen ist; hier sollen diese Automorphismen immer
die Identitit von J sein. In diesem Falle sind die Faktorsysteme so defi-
niert: Es sind 2-Funktionen ¢2e L%, welche die Beziehung

@*(u, v) + ¢*(u, vw) = @*(v, w) + @*(uv, w) (2)

fir beliebige u, v, w € ® erfiillen. Die Differenz zweier Faktorsysteme ist
wieder ein solches; die Faktorsysteme bilden also eine Untergruppe &2
von L2

Wir ordnen jeder 2-Funktion f2 eine andere ¢? zu, indem wir

¢ (u, v) = f*(u, uv) (3)

setzen fiir alle u, v e ®. Diese Zuordnung f? — ¢? ist homomorph, und sie
1aBt sich offenbar umkehren, indem man bei gegebenem ¢?

iz, y) = ¢*(2, z71y) (4)

setzt ; sie ist also ein Isomorphismus von L2 auf sich. Das Bestehen von (1)
fiir f2 ist mit dem Bestehen von (2) fiir die zugeordnete Funktion ¢? dqui-
valent; um dies zu zeigen, setze man x = u, y = uv, z = uvw und
wende (3) bzw. (4) an. Es werden also beim Isomorphismus f2— ¢? die
2-Cozyklen genau den Faktorsystemen zugeordnet: Z2 ist zur Gruppe P*
der Faktorsysteme von ® in J isomorph.

2.3. Bei dem genannten Isomorphismus f2 — ¢? entsprechen die Co-
rinder f2 = Jf! genau denjenigen Faktorsystemen ¢2?, fiir welche

¢ (u, v) = of 1 (u, uv) = f1(v) — f1(uv) + f1(v)

ist. Wenn es zu einem Faktorsystem ¢? eine 1-Funktion f! gibt, derart
dafl diese Beziehung besteht, so nennt man es zerfallend ®); die zer-
fallenden Faktorsysteme bilden eine zu H? isomorphe Untergruppe P;
von @2, und man nennt zwei Faktorsysteme, deren Differenz zerfallend
ist, die sich also in derselben Restklasse von @2 nach @2 befinden, dqui-
valent. Wir bezeichnen die Gruppe @2/@; der Klassen dquivalenter
Faktorsysteme von ® in J mit ¥(®,J); sie ist zu I'*(®,J) isomorph.

2.4. Nach der Theorie von Schreier ¢) gehort zu jedem Faktorsystem
von G in J eine zentrale Erweiterung von J durch ®, d. h. eine Gruppe E,
welche J als Untergruppe des Zentrums mit der Faktorgruppe E/J = ®
enthilt, und man erhélt so alle zentralen Erweiterungen; dabei gehoren
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zu dquivalenten Faktorsystemen Erweiterungen von J durch ®, die iiber
J isomorph sind, und umgekehrt (zu den zerfallenden Faktorsystemen

gehort das direkte Produkt von ® und J). ¥(®,J) kann deshalb als
,,Gruppe der zentralen Erweiterungen von J durch %‘“ bezeichnet werden.

Die Qruppe I'*(®,J) ist isomorph zur Gruppe ¥ (®,J) der zentralen
Erweiterungen von J durch ®.

2.5. Die 2-Cozyklen lassen sich in gewissem Sinne als Faktorsysteme
auffassen; in analoger Weise kann man auch fiir » > 2 verallgemeinerte
n-Faktorsysteme definieren und diese den n-Cozyklen zuordnen.

Man bilde zu diesem Zwecke durch die Zuordnung f"— ¢",

P (Ugs Ugye ooy Uy) = (U, UgUg,. .., UgUy. . U,)

die Gruppe L" der n-Funktionen isomorph auf sich ab. Ein Cozyklus f*
geht dabei iliber in eine Funktion ¢”, fiir welche wegen

0 = Of" (uy, rs,. .o, UyUy. . Upy,y)
= " (Uy, UgUs,. .., UgUy. . . Uy, y) +
n41 _
+ (= 1) (uy,e ey UgUge o Uy, Uy Uge o o Ugyqye e vy UyUhge o Upyy)
i=1
gilt:
n .
‘pn(uza Ugy <o v un+1)+ E (“— l)t(pn(ul" coy Uiy Wiy g5, Usigse v o un+1)

i=1

+ (— 1)"* o™ (uy, Ug,..., u,) = 0 .

Das ist eine Verallgemeinerung der Relation (2), durch welche die Faktor-
systeme definiert sind. Ob den n-Faktorsystemen ¢" auch fir n> 2
eine einfache gruppentheoretische Bedeutung zukommt (iiber ihre Rolle
in unsern algebraisch-topologischen Betrachtungen hinaus), ist mir un-
bekannt; immerhin sei darauf hingewiesen, daBl dhnliche Begriffsbil-
dungen in der Automorphismentheorie der Algebren auftreten 7).

2.6. Die Betrachtung der Faktorsysteme legt es nahe, die Definition
des Corandes so zu modifizieren, daf beliebige, nicht nur zentrale Erwei-
terungen von J auftreten®); dabei mufl man & zum vorneherein als
Automorphismengruppe von J auffassen und

) Vgl. 0. Teichmiiller, Deutsche Mathematik 5 (1940) 138—149; E. Wiit, Crelles Jour-
nal 173 (19335) 43—51, bes. 44.
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Oft (Xyy « vy Bppy) = &y - fr (@7 2y, ..., 27 2 ,0) +
n+1 ) R
+ E (—l)lfn(xl’ .. ':xi) "°’xn+1)
1=1

setzen. Wir gehen auf diese Verallgemeinerung in der vorliegenden
Arbeit nicht niher ein.

§3. Der Ring P(6,J).

3.1. Der Koeffizientenbereich, der den Funktionen und Cohomo-
logiegruppen zugrunde liegt, sei jetzt ein Ring (genauer: die additive
Gruppe eines Ringes, der ebenfalls mit J bezeichnet wird). Wir definieren
fiir jede Funktion f* ¢ L™ und jede Funktion g* ¢ L* ein Produkt f* U g¢*;
das ist die (n + k)-Funktion ¢ L*+¥ die durch

(fn U gk)(xl) Loyeons xn+k) =
= @y, Taye ey ) * PN i1y X Epynse v vy T Ti)
bestimmt ist, wenn 7 > 0 und ¥ > 0, und durch
(fnU go)(xl’ Loyeooy xn) :fn(xl’ Loseooy (En) : go ’
(f°uU g°) (xy, x5,. . ., 2) Zfo'gk(xn Laye ooy Xp) -
Rechter Hand steht ein im Ring J auszufithrendes Produkt.

Ist J ein Ring mit Einselement 1, so spielt offenbar f° = 1 fiir dieses
U-Produkt die Rolle der Eins. Dal das U-Produkt distributiv ist, ist klar;
wir wollen zeigen, dall es auch assoziativ ist:

(f*U gk U r™ = f*U (g°U h™)
fir beliebige Funktionen f?, g¥ und A™.

Beweis. Wir diirfen n, £ und m > 0 annehmen. Es ist einerseits

((fn U gk) U hm) (xl? x21’ ot g xn+k+m) =

= (f"U g*)(2y,. .., Tpyp)-h™ (x;jk Lptktlse s x;-tl-k &yt ot m)

— — — —1
= fn (xl ey xn) : gk(xnl xn-{-l Yy xnl xn-}-k) : hm(xn:k xn+k+1 LA xn-}-k xn+k+m) ’
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und andererseits
(fnU (g* U hm))(xla Lysesos Lprpem) =

= (X1, oy £,) (FFU ™Y@ @ pigse o oy 8 T i)
= fn(xl ye ey xn) * gk(x;:l xn+1> ceey x;;l xn—i—k) * hm(x‘;{&k xn+k+1 30y x;t}-k xn—i—k-}-m) ¢

3.2. Fiir das eben definierte U-Produkt gilt ferner die Formel

O(f*Ugk) = (of*Ug*) + (— 1)*(f*U og%) . (5)
Beweis. Es ist
S(frU %) (2y, ay- oy Tpiper) = (PU ) (27 2gse ooy 20 2 5) + O
mit der Abkiirzung
ntk+1
g = i§1 (— 1(f"U %) (T1s Zare s Zise o+ Trpregd) 3

man erhilt dafir

n
. A —1 -1
o= X (=1yf(z,....,%,..., Zyiq) - gk(xn+1xn+2’- . "xn+1xn+k+1)
i=1
n+k+1 N
. - -1 -1 -
X (= D@y, ) (X Tas e s X Ly ey By X piri)
t=n+1

Fiigt man noch

0= (—1)"fr(®y,...., 2,) ¢y 1 Tpiyse v oy o1 Tpyiry) +

(— Dmrfe(. )% )

hinzu, so erhilt man nach geeigneter Zusammenfassung der Glieder

O(f"Ug*) (21,..., Tpip1) =
= 0f"(%y,. .., Tpyy) - gk(x;i1xn+2a- <oy 3%:41.1 Zpire1) +
+ (_ 1)nfn(w1,. R xn) ) 69"(13;1 P PRI x;z_l x-n+k+1)

= (8" U g) (21, . o> Tpyrry) + (— D" U 8g%) (%), .., Tpypra) -

3.3. Aus (5) folgt unmittelbar

Cozyklus U Cozyklus = Cozyklus ,
Cozyklus U Corand = Corand |,
Corand U Cozyklus = Corand
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Fiir zwei Cozyklen f* und g* ist also die durch den Cozyklus f* U g*
reprisentierte Cohomologieklasse ¢ I'*%(®, J) nur abhingig von der
Cohomologieklasse von f* und derjenigen von g*; es ist also dadurch fir
Cohomologieklassen beliebiger Dimensionen ein U-Produkt definiert,
welches distributiv und assoziativ ist und dessen Dimension gleich der
Summe der Dimensionen der Faktoren ist. Hat der Ring J ein Eins-
element 1, so spielt die aus f® = 1 bestehende Cohomologieklasse die
Rolle des Einselements dieses Produkts.

Ist J ein Ring (mit Einselement), so wird vermoge des U-Produktes die
direkte Summe aller Cohomologiegruppen I'(®,J), n =0, 1, 2,..., zu
einem Ring P(®, J) (mit Einselement), dem Cohomologiering der Gruppe ®
beziiglich J .

Bemerkungen:

3.4. Gruppen-Paar. Zwei Abelsche Gruppen J, und J, bilden ein
Paar beziiglich der Abelschen Gruppe J, wenn fiir jedes Element 7, € J,
und 1, € J, ein Produkt

T Tyo=7Te€d

definiert ist, welches bilinear (distributiv) ist. Beispiele: (1) J, = J, = J
sei ein Ring (von dem wir iibrigens immer annehmen werden, daB er ein
Einselement besitzt; dies spielt erst spiter eine Rolle). (2) J, sei die
additive Gruppe der ganzen Zahlen (wir bezeichnen sie stets mit ),
J, = J eine beliebige Abelsche Gruppe; es ist klar, was dann unter
dem Produkt t,-7, zu verstehen ist. (3) J, sei eine beliebige Abelsche
Gruppe, J die additive Gruppe R der reellen Zahlen modulo 1, und J;
die Gruppe der Charaktere von J, (d.h. der Homomorphismen von J,
inR), die wir mit ChJ, bezeichnen; 7,-t, = 7 ¢ R ist der Wert des
Charakters t, fiir das Element 7, .

Gruppenpaare werden in dieser Arbeit wiederholt als Koeffizienten-
bereiche Verwendung finden; dabei wird es sich immer nur um die drei
genannten Fille (1), (2) und (3) handeln. An dieser Stelle sei nur darauf
hingewiesen, dal man das U-Produkt von Funktionen und Cohomologie-
klassen auch bilden kann, wenn man an Stelle des Ringes JJ ein Gruppen-
paar zugrunde legt: Wenn J, und J, beziiglich J ein Paar bilden, so sei
das Produkt f*U g* e L**(®, J) fir f*e L*(®, J,) und g* ¢ L¥(®, J,)
durch dieselben Formeln wie in 3.1 definiert; es ist distributiv und er-
filllt (5) und macht somit I'*(®, J,) und I'*(®, J,) zu einem Paar beziig-
lich I'"+¢(®, J) .
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3.5. Produkt zweier 1-Cozyklen. Sind f! und g! zwei 1-Cozyklen, so
ist f2 = f1U ¢g* ein 2-Cozyklus, und fiir das ihm zugeordnete Faktor-
system ¢? (vgl. 2.2) gilt

¢?(u, v) = f2(u, uv) = (f1U ¢') (u, uv) = f(u)-g'(v) .

Ist J, der Koeffizientenbereich fiir f, J, fiir ¢, wo J,, J, ein Paar ist
beziiglich J, so ist ¢? ein Faktorsystem von ® in J, f! ein Homomorphis-
mus von ® in J,, ¢! in J,. Also: Sind f! und g* Homomorphismen von
in Jy bzw. J,, so st @*(u, v) = fl(u)-g*(v) ein Faktorsystem von ® in J;
es entspricht dem Produkt f1U g'.

3.6. Es ergibt sich aus den Definitionen, dafl zu isomorphen Gruppen
® isomorphe Cohomologiegruppen I (®,J) (» = 0, 1, 2,...) und iso-
morphe Cohomologieringe P(®,J) gehoren; die Struktur der Gruppen I
und des Ringes P ist also durch die abstrakte Struktur von ® (und von J)
bestimmt.

Il. Abstrakte Komplexe und ihre Uberlagerungen

Der im Abschnitt I beschriebene Ring P(®,J) spielt in der alge-
braischen Topologie eine Rolle, die zu kldren das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist. Wir werden zeigen, dal er dann auftritt, wenn ein Komplex
eine Uberlagerung mit der Automorphismengruppe ® besitzt. Dies be-
rubt darauf, daB P(®,J) selbst der Cohomologiering (im Sinne der alge-
braischen Topologie) eines gewissen abstrakten, zur Gruppe & gehdrigen
Komplexes K4 ist (§ 8).

Der Abschnitt I hat vorbereitenden Charakter. Wir erinnern zu-
nichst an den Begriff des ,rand-endlichen abstrakten Komplexes*
(vgl. [9]) in dem von uns benotigten Umfang, und stellen die wichtigsten
Formeln und Bezeichnungen zusammen; sodann besprechen wir die
Begriffe ,,Automorphismus“ und ,,Uberlagerung“ fiir abstrakte Kom-
plexe in einer allgemeinen Form, welche sowohl den Komplex K als
auch die gewohnlichen Uberlagerungen von Polyedern umfaBt.

§ 4. Rand-endlicher Komplex.

4.1. Es liege eine Menge K von Elementen vor, die (abstrakte) Zellen
genannt werden; jeder Zelle sei eine nicht-negative ganze Zahl », ihre
Dimension, zugeordnet. Wir bezeichnen die n-dimensionalen Zellen mit
¢® und nennen sie auch kurz n-Zellen.
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Eine (endliche) n-Kette in K beziiglich einer Abelschen Gruppe J ist

eine endliche Linearform
Z T,¢F , T, ed

DI I

in der die Zellen die Rolle von Unbestimmten spielen; alle n-Ketten
bilden beziiglich der Addition von Linearformen eine Abelsche Gruppe
L" (ausfithrlicher 8" (K,J) geschrieben). Dies fiir » = 0, 1, 2,...,; wir
verstehen ferner unter £-! die Nullgruppe. Sind die Koefﬁz1enten ganze
Zahlen, d. h. nimmt man fiir J die additive Gruppe U der ganzen Zahlen,
8o sprechen wir von ganzzahligen Ketten. Ist J beliebig, a” = 2'v; c”,
eine ganzzahlige Kette, und 7 € J, so versteht man unter 7 a™ die Kette
e 8" (K,J)

Ta=2'v;1c] .

Die direkte Summe aller " (K,J) soll mit £ (K,J) bezeichnet werden;
ihre Elemente sind ,gemischt-dimensionale“ Ketten, im Gegensatz zu
den ,,homogen-dimensionalen®“ n-Ketten.

Zu einem rand-endlichen abstrakten Komplex wird K erst durch Ein-
fithrung einer Randoperation d; das ist ein System von Homomorphismen
von 8" (K, A) in L*-1(K, N), fiir jedes n = 0, 1, 2,... einer, welche die
Bedingung 90 = 0 erfiillen (d. h. 99 a™ = 0 fiir jede ganzzahlige Kette a"
der Dimension n > 1). Sie ist definiert, wenn fiir jede Zelle ¢* die ganz-
zahlige (n — 1)-Kette dc™ bekannt ist.

Fiir spiatere Zwecke sind noch die beiden folgenden Eigenschaften
niitzlich, die wir immer voraussetzen wollen: (a) Es gibt in K mindestens
eine 0-Zelle. (b) Fiir den Rand 9¢! = X' », ¢ jeder 1-Zelle ¢! ist X' »,= 0.

4.2. Bei beliebigem Koeffizientenbereich J versteht man unter dem

Rand da™ einer Kette a™ = X' 7, ¢} ¢ " (K,J) die (n — 1)-Kette
da™ = ¥ t;0c] ;

dann ist d ein Homomorphismus von £*(K,J) in £*-1(K,J), fir n =
0,1,2,... 08" = H™! ist die Untergruppe derjenigen (n — 1)-Ketten,
welche Rdnder sind, und der Kern des Homomorphismus 8 von £* in
21 jst die Untergruppe 3" derjenigen n-Ketten a", deren Rand da”=0
ist und die man Zyklen nennt. Wegen dd = 0 ist §)” Untergruppe von 3".

Fiir n = 0 ist wegen 81 = 0 immer 3° = £°, und L° # 0 wegen (a);
ferner wegen (b) $° # 3°, da nur 0-Ketten mit verschwindender Koeffi-
zientensumme Rénder sein konnen. Die Gruppe der 0-Zyklen (0-Ketten)
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mit verschwindender Koeffizientensumme bezeichnen wir mit 3%; es
ist H°c 3%.

Unter der n-ten. Homologiegruppe B" (K ,J) von K beziglich J verstehen
wir fir n> 1 die Faktorgruppe 3%/ %", fiir n» = 0 die Faktorgruppe
3%/%°; ihre Elemente heilen Homologieklassen.

4.3. Der Cohomologietheorie des Komplexes K legen wir Ketten zu-
grunde, die auch unendlich viele Koeffizienten 7 0 haben diirfen; es ist
fiir unsere Zwecke etwas bequemer, von Funktionen zu sprechen: Eine
n-Funktion f* in K ist eine Funktion aller n-Zellen ¢" von K mit Werten
in J. Beziiglich ihrer natiirlichen Addition bilden alle n-Funktionen in K
eine Abelsche Gruppe L* oder ausfiihrlicher L*(K,J), n = 0, 1, 2,...;
unter L' soll die Nullgruppe verstanden werden. Die direkte Summe
aller L*(K,J) wird mit L(K,J) bezeichnet.

J,; und J, seien zwei Abelsche Gruppen, die beziiglich einer dritten J
ein Paar bilden (vgl. 3.4). Zu jeder Funktion f* ¢ L*(K,J,) der n-Zellen
c¢" gehort eine Funktion der n-Ketten a” = 2 7, ¢} ¢ "(K,J,), wenn man

fram) = (S nd) = X ) -

setzt ; man nennt dieses Element f*(a”) e J den Kroneckerschen Index von
f” und a”. FaBt man f"(a”) als Produkt von f* und a" auf, so ist dieses
bilinear (distributiv) und macht L"(K,J,) und 2"(K,J,) zu einem Paar
beziiglich J. Wir werden als Gruppenpaare zur Bildung des Kronecker-
schen Indexes nur die drei Fille (1), (2), (3) aus 3.4 verwenden.

Bei festem f* ist f*(a") ein Homomorphismus von £*(K,J,) in J. Man
stellt leicht fest, dafl in den drei Fillen (1), (2), (3) umgekehrt zu jedem
Homomorphismus % (a™) von 8*(K,J,) in J eine und nur eine Funktion
ffeL"(K,J,) gehort, fir welche f*(a”) = h(a®) ist fiir alle a"; ins-
besondere sind also zwei Funktionen f* und ¢g” ¢ L"(K,J,), deren Kron-
eckerscher Index fiir alle a™ e 8"(K,J,) iibereinstimmt, identisch.

4.4. Der Corand §f*' einer Funktion f*»-!e L™ 1(K,J), n=0, 1,
2,..., bei beliebigem Koeffizientenbereich J, ist die durch

of*=t(c") = fr1(dc) (6)
definierte n-Funktion (die rechte Seite hat einen Sinn, da 9¢* ganz-
zahlig ist). Fiir den Kroneckerschen Index — in allen Fillen, wo er
definiert ist — folgt aus (6)

of*1(a") = f*~1(da") (7)
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fir beliebige Funktionen f*-! und Ketten a”. Ist f*~!e L"1(K,J) mit
beliebigem J und c¢"+! eine (n + 1)-Zelle, so gilt

88fr-1(cm+l) = §f*1(dem+l) = fr-1(3dc™l) = 0 .

Die Corandbildung 4 ist fiir = 0, 1, 2,... ein Homomorphismus von
L*Y(K,J) in L*(K,J), wobei 66 = 0 ist. Die n-Cordinder bilden eine
Untergruppe H® = §L"! von L™, und der Kern von ¢ ist die Unter-
gruppe Z"! von L"-!, die aus den Funktionen f*-1 mit §f*! = 0, den
(n — 1)-Cozyklen besteht. Wegen 68 = 0 ist H® — Z™. Die Faktorgruppe
Z*/H" wird fiir n = 0, 1, 2,... mit B*(K,J) bezeichnet und heifit die
n-te Cohomologiegruppe von K beziiglich .J; ihre Elemente heilen Coho-
mologieklassen, und zwei Cozyklen heiflen cohomolog, wenn sie in der-
selben Klasse liegen. — Es ist immer H° = 0, also B° = Z°.

Aus (7) folgt fiir den Kroneckerschen Index f*(a")
Cozyklus (Rand) = Corand (Zyklus) = 0 .

Ist f* ein Cozyklus, a” ein Zyklus, so ist also f*(a”) nur von der Cohomo-
logieklasse von f* und der Homologieklasse von a™ abhingig. Bilden J,
und J, beziiglich J ein Paar, so ist somit der Kroneckersche Index fiir die
Elemente von B™(K,J;) und B*(K,J,) erklirt und macht diese zwei
Gruppen zu einem Paar beziiglich J.

4.5 Wir haben die Cohomologiegruppen B"(K,J) nicht topologisiert,
d. h. wir fassen den Koeffizientenbereich J und die Funktionengruppen
ebenso wie die Kettengruppen " als algebraische (diskrete) Gruppen
auf. Es ist fiir die Zwecke dieser Arbeit auch gar nicht notig, sie zu
topologisieren; die Isomorphismen von Gruppen und Ringen, die das
Hauptziel bilden (Sdtze II und IV, im Abschnitt IV), lassen sich
rein algebraisch herleiten. Die Topologisierung ist unerldflich, wenn
man den Dualititssatz ®) der Homologie- und Cohomologiegruppen, oft
ein bequemes Hilfsmittel, heranziehen will; wir haben die Anwendung
dieses Satzes vermieden — was ohne Komplikation moglich ist —, da er
das Gruppenpaar (3) (vgl. 3.4) als Koeffizientenbereich voraussetzt,
wahrend unseren Ausfithrungen und der Formulierung der Sitze (Ab-
schnitt 1V) die Koeffizientenbereiche (1) und (2) angemessen sind.

Um immerhin den Dualitétssatz gelegentlich anwenden zu konnen
(vgl. 8.4), erinnern wir an folgendes: J sei eine topologische Abelsche

8) Vgl. [9], Kapitel I, bes. Nr. 7, und die dort zu findenden Literaturangaben.
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Gruppe; fiihrt man in L*(K,J) in iiblicher Weise °) eine Topologie ein
(die nicht diskret zu sein braucht, selbst wenn J es ist), so kann man
als topologisierte Cohomologiegruppe Br (K,J) die Faktorgruppe Z"/f? o
definieren, wo f~ die abgeschlossene Hiille von H™ in Z" ist. Verwendet
man nun die Koeffizientenbereiche (3), und ist dabei J;, = ChJ, wie
iiblich bikompakt topologisiert, so gilt: B (K,J,) ist fir n>1 die
bikompakte Charakterengruppe der diskreten Gruppe B"(XK,.J,); umge-
kehrt ist also?®) B"(K,J,) die Gruppe der stetigen Charaktere von

é\"(K,Jl), also durch ﬁ”(K,Jl) bestimmt. — Die Gruppen B (K,dJ)
und B” (K ,J) sind i. A. nicht nur topologisch, sondern auch algebraisch
verschieden 1°). Sie fallen aber im algebraischen Sinne zusammen, wenn
J bikompakt ist, also gerade im Falle des Dualitéitssatzes (aullerdem
iibrigens auch in andern Fillen, speziell bei endlichen Komplexen!1)).

4.6. In der Dimension 0 haben wir die Definition der Cohomologie-
gruppe (d. h. des Corandes, also des Randes) so gewihlt, wie sie sich
fir die Produktbildung als geeignet erweist (4.9); dies bringt fiir die
0-te Homologiegruppe Komplikationen der Darstellung mit sich, die
wir dadurch vermeiden, dafl wir B (abweichend von den iibrigen B")
durch 3%/$° definiert haben.

Die 0-Funktion f°, die fiir alle Zellen ¢® denselben Wert f°(c®) = =
hat, ist ein Cozyklus. Dies folgt aus (b) in 4.1; denn es ist 6 f°(c!) =
f(@cl) = v o, wo o die Koeffizientensumme von dc¢! ist, also 6f°=0.
Wegen (a) in 4.1 ist ferner fiir 7 7 0 auch f° 5= 0. Es ist also (wegen
H° = 0, B°=Z°% stets B° £ 0, genauer: B° enthilt eine mit dem
Koeffizientenbereich isomorphe Untergruppe B2, bestehend aus den
,Konstanten“ f° = .

Wenn B°(K,J,) = 0 ist, so ist B°(K,J,) = By(K ,J,) = J, (dabei sollen
J, und J, ein Paar bilden, vgl. 3.4).

'Beweis. Es sei a® = o — ac®, oged,, also a® e 3% = §°. Dann ist
fiir einen Cozyklus f°e L°(K,J,) f°(a®)=0, d. h. f°(c?)-o = f°(c°)-0;
dies gilt fiir zwei beliebige 0-Zellen und fiir alle o ¢ J,. Daraus folgt (in
den Fillen (1), (2), (3) von 3.4), daB f°(c®) =f°(c?), d. h. daB3 f° kon-
stant ist.

%) Vgl. [10], S.691.
19) Vgl. [10], S.697.
1) Vgl. [10], S.676.
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4.9. Zyklen erster Art. Es sei hier ein Hilfssatz angefiihrt, der spéter
eine Rolle spielen wird. Er handelt von den ,,Zyklen erster Art“ beziig-
lich des (beliebigen) Koeffizientenbereiches J; darunter versteht man
solche Zyklen, die Linearkombinationen ganzzahliger Zyklen mit Koeffi-
zienten aus J sind. Alle n-Zyklen erster Art bilden eine Untergruppe
31(K,J) von 3*(K,J) oder von £*(K,J), welche $™ umfafit; die Faktor-
gruppe 37/ 9" =B} heillt die n-te Homologiegruppe erster Art, n=1,
2,... — Firn = 0ist 3} = 3° = £°, 39° = 3° und BY = B° (vgl. £.2).

Hilfssatz. Die Gruppe 8"(K,J), n =1, 2,..., zerfillt in die direkte
Summe ihrer Untergruppe 37(K,J) und einer weitern Untergruppe.

Beweis. éech”) hat gezeigt, daBl die ganzzahlige Gruppe £"(K,)
in die direkte Summe von 3" (K,%) und einer weitern Untergruppe D"
zerfallt; als Untergruppe der freien Abelschen Gruppe £” (von i. A.
unendlich vielen Erzeugenden) sind 3" und D" selbst freie Abelsche
Gruppen, und man kann als Basis von £" eine Basis von 3" zusammen
mit einer solchen von D" wihlen. Da " (K,J) aus allen Linearkombina-
tionen ganzzahliger Ketten mit Koeffizienten aus J besteht, folgt hieraus
die Behauptung. — Ahnlich beweist man fiir » = 0, indem man die
Rolle von 3% der Gruppe 3% iibertrigt, den

Zusatz. RL°(K,J) zerfillt in die direkte Summe von 3°(K,J) und
einer weitern Untergruppe.

4.8. Duale Homomorphismen. Der Koeffizientenbereich fiir Ketten-
und Homologiegruppen sei J,, fiir Funktionen- und Cohomologiegruppen
J;, wobei J; und J, ein Paar beziiglich J bilden (Fille (1), (2), (3) aus
3.4). Wir betrachten einen Homomorphismus V der Kettengruppe
L (K,J,) des Komplexes K in die Kettengruppe £ (K’,J,) eines Kom-
plexes K’. Zu jeder Funktion fm ¢ L™(K’',J,) gibt es dann eine und nur
eine Funktion ¢" =V*fm ¢ L"(K,J,), derart dal fiir alle Ketten
a"e Q" (K,J,) die Beziehung

V*fm(at) = fm(Va")

besteht [denn der Kroneckersche Index auf der rechten Seite ist ein
Homomorphismus % von 8" (K,J,) in J, und zu & gibt es nach 4.3 genau
eine Funktion g" = V*fm ¢ L"(K,J,), derart daB g"(a”) = h(a™) ist fiir
alle a®]. V* ist ein Homomorphismus von L™(K',J,) in L"(K,J,), welchen
wir den zu V dualen Homomorphismus nennen. Beispiel: Der zur Rand-

1) [3], S.38, in Nr. 4.
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bildung 9 duale Homomorphismus ¢* ist die Corandbildung 6. — Fiir
zwel nacheinander ausgeiibte Homomorphismen W und V verifiziert man
leicht (V W)*=W* V*, Sind insbesondere Homomorphismen W, V, W,,
V, gegeben, derart daB VW =W,V ist, so folgt W*V*=V>*W}. — Alles
Gesagte iibertrégt sich natiirlich auf Homomorphismen von £(X,J,),
der direkten Summe aller £"(K,J,), in L(K’',J,).

Ist ein Homomorphismus V dimensionstreu, d. h. bildet er fiir jede vor-
kommende Dimensionszahl n jede n-Kette auf eine n-Kette ab, so ist
auch V* dimensionstreu, d. h. bildet n-Funktionen auf n-Funktionen ab.
Unter einer Homologie-Abbildung von K in K’ verstehen wir einen
dimensionstreuen Homomorphismus & der ganzzahligen Kettengruppe
LK, A) in K’ A), fiir welchen 0® = DI ist, d. h. 0da = Pada fiir
jede ganzzahlige Kette a; wir sagen, @ sei mit 0 vertauschbar. @ ist
gegeben, wenn fiir jedes » und jede n-Zelle ¢ von K die ganzzahlige
n-Kette @c™ bekannt ist. Wir setzen bei beliebigem J fiir jede Kette
a" = X 7.l e " (K,J)

Pa" = 21,Dc} ;

dadurch wird @ zu einem mit 9 vertauschbaren dimensionstreuen Homo-
morphismus von L(K,J) in (K’',J). Es gilt dann fiir jedes n ®H™(K,J)
cH™(K',J) und &3"(K,J)c3"(K',J); @ induziert somit fiir n = 1,
2,... einen Homomorphismus von B"(K,J) in B"(K',J).

Ist @ eine Homologie-Abbildung von K in K’, so ist bei beliebigem J
der zum Homomorphismus @ von £(K,A) in L(K’,A) duale Homo-
morphismus @* von L(K’,J) in L(K,J) erklidrt; er ist dimensionstreu
und mit § vertauschbar. Es gilt also fiir jedes n ®*H™(K',J)c H(K,J),
o*Z"(K',J)c Z*"(K,J), und @* induziert somit fir n =0, 1,...
einen Homomorphismus von B*(K’,J) in B"(K,J). Wir nennen @* die
zu @ duale Cohomologie-Abbildung von K’ in K.

4.9. Produktbildung im Komplex K. Wir legen den Funktionen- und
Cohomologiegruppen hier (es treten keine Ketten auf) einen Ring J mit
Einselement 1 zugrunde. Fiir jede Funktion f* e L"(K,J) und jedes Ele-
ment 7 e J verstehen wir unter tf* bzw. f*t die Funktion, die man
erhilt, wenn man die Funktionswerte von f* alle von links bzw. rechts
mit T multipliziert. e° sei die durch e°(c®) = 1 fiir alle 0-Zellen definierte
0-Funktion; t e ist dann eine ,konstante“ 0-Funktion (vgl. 4.6), also
ein Cozyklus, und fiir = % 0 nicht 0, auch kein Corand, da H° = 0 ist.

Unter einem U-Produkt (“cup“-Produkt) in K versteht man!?) eine

13) Vgl. [9], S. 432 ff., auch wegen allgemeinerer Wahl der Koeffizienten; fiir unsere
Zwecke geniigt der Ring J.
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Vorschrift, welche bei beliebigem Koeffizientenring J je zwei Funktionen
f® und ¢* von beliebigen Dimensionen n und % eine (n -+ k)-Funktion
frU g% = h"** zuordnet, derart daB die Axiome erfiillt sind:

I. Distributivgesetz beztiglich der Addition der Funktionen.
II. Assoziativgesetz.
III. é(f*Ug¥)=df"Ug*+(—1)"f*Udg*.
IV. 7e®Ugfk = 7¢* und fUre"=f"7 .

Aus III folgt leicht (genau wie in 3.3), dafl dann auch ein U-Produkt
fiir Cohomologieklassen beliebiger Dimensionen definiert ist; es macht
die direkte Summe aller Cohomologiegruppen B"(K,J) zu einem Ring
mit Einselement R(K,J), dem Cohomologiering des Komplexes K beziig-
lich J. Das Einselement ist die Cohomologieklasse, die aus e® besteht.

§ 6. Simplizialer Komplex.

b.1. Einem endlichen oder unendlichen simplizialen Komplext) K
ordnen wir in folgender Weise einen rand-endlichen abstrakten Komplex
K (§ 4) zu: Die n-Zellen von K sind fiir » = 0 die Eckpunkte von K, fiir
n > 0 die beliebig, aber fest orientierten n-dimensionalen Simplexe

C"=[u0,’u1,...,un] (8)

von K (dabei bedeuten wu,, u,,...,u, die Eckpunkte des betr. Sim-
plexes, und die in (8) angeschriebene Reihenfolge entspricht der positiven
Orientierung; ist 2,, ¢,,..., ¢, eine Permutation von 0, 1,...,n, so be-
deutet das Symbol [u; , %, ,..., u; ] die Kette +c" oder —c", je nach-
dem es sich um eine gerade oder ungerade Permutation handelt). Die
Randbildung @ ist durch 0¢® = 0 und

n
dc™ = g, Uyse - oy Uyl = 3 (—1)i[Ug,. .., U, .., u,] = X ;67"
i=0

fiir » > 0 gegeben; rechts steht eine endliche ganzzahlige Kette, und es
ist 90 = 0. Die Bedingungen (a) und (b) aus 4.1 sind erfilllt. — Wir
sagen gelegentlich, K sei eine ,,Orientierung von K. Man kann die Orien-
tierung auf verschiedene Arten wihlen; die Homologie- und Cohomologie-

14) Darunter verstehen wir einen endlich-dimensionalen simplizialen Komplex im Sinne
von [11], 8. 155 ff.; ein solcher 1a8¢ sich geometrisch realisieren, ist also Simplizialzerlegung
eines (Euklidischen oder krummen) Polyeders.
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gruppen von K haben aber stets dieselbe Struktur und diirfen deshalb
mit B"(K,J) und B*(K,J) bezeichnet werden — es sind die iiblichen
(nicht-topologisierten) Homologie- und Cohomologiegruppen des simpli-
zialen Komplexes K.

5.2. Das U-Produkt in K. In simplizialen Komplexen kann man
bekanntlich1%) stets ein U-Produkt (4.9) einfiihren. Man wéhlt in jedem
Simplex von K eine feste Reihenfolge sexner Eckpunkte, und zwar so, daB
im Durchschnitt zweier Simplexe die Reihenfolge iibereinstimmt, und
verwendet nur noch Symbole [%,, «,,.. ., %,] = +c", in denen die Eck-
punkte u; in der vorgeschriebenen Reihenfolge stehen. Dann setzt man
fiir zwei Funktionen f™ und g* in K und ein beliebiges (n + k)-Simplex
[uo’ Upse ooy un+k] = :}:c"+k

fru gk([uo, Upse oo, un-{-k]) =f"([uo, Upse v oy un]) gk([un: Unprse -+ “n+k])

dadurch ist f* U g* fiir alle ¢**+* definiert, und man verifiziert leicht, daf3
die Axiome I—1IV (4.9) erfiillt sind. Der resultierende Cohomologiering
ist bekanntlich!®) von der Orientierung und von der gewihlten Eck-
punktreihenfolge unabhingig und darf deshalb mit R(K,J) bezeichnet
werden.

b.3. Simpliziale Abbildung. Es seien K und K, zwei simpliziale
Komplexe, K und K, ,Orientierungen” (5.1) von K bzw. K,. & sei

eine simpliziale Abbildung von K in K;. Ist ¢® =[%,, %,,..., u,] ein
orientiertes Simplex von K (eine Zelle von K), und ordnet man ihm das
orientierte Simplex [Pu,, Pu,,..., Pu,] = 4+ ¢} von K, zu, falls die

Bilder @, der Eckpunkte u, alle verschieden sind, andernfalls die Kette 0
(Ausartung), so entsteht bekanntlich eine Homologie-Abbildung (4.8)
von K in K,, die ebenfalls mit @ bezeichnet werden soll.

Hat man iiberdies die Eckpunktreihenfolge der Simplexe (5.2) in
beiden Komplexen so gewihlt, dal sie bei der simplizialen Abbildung
erhalten bleibt — das ist immer moglich, wenn man zuerst die Reihen-
folge in K, festsetzt — so ist die zu @ duale Cohomologie-Abbildung &*
(4.8) von K, in K auch U-produkthomomorph!é), induziert also einen
dimensionstreuen Ringhomomorphismus des Cohomologieringes von K,
in denjenigen von K; dieser Homomorphismus ist von den Orientierungen
und von der in K, gewdhlten Eckpunktreihenfolge unabhiingig. Es ge-
hort somit zu einer simplizialen Abbildung von K in K, ein wohlbe-
stimmter Ringhomomorphismus von R(K,,J) in R(K,J).

15) Vgl. [8] oder [6], 8. 405; ferner [9], S. 436.
16) Vgl. [6], S. 406, Theorem 7.
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§ 6. Automorphismengruppe und Uberlagerung.

6.1. K sei ein rand-endlicher abstrakter Komplex (§ 4). Unter einem
Automorphismus'?’) von K verstehen wir eine dimensionstreue Permu-
tation x aller Zellen von K, bei welcher ,,der Rand erhalten bleibt*;
diese Bedingung bedeutet, daf der durch die Permutation definierte
Homomorphismus der ganzzahligen Kettengruppe £ (K, A) in sich, der
ebenfalls mit  bezeichnet wird, mit @ vertauschbar, also eine Homologie-
Abbildung von K in sich ist (4.8). Die zu x duale Cohomologie-Abbil-
dung wird gemédB 4.8 mit z* bezeichnet. z bildet alle Gruppen 2" (K,J),
3"(K,J)und H"(K,J), «* alle Gruppen L*(K,J), Z"(K,J)und H*(K,J)
isomorph auf sich ab. Zu jedem Automorphismus z existiert ein inverser
Automorphismus 1.

6.2. Es sei eine Gruppe & von Automorphismen des Komplexes K
gegeben. Die Gesamtheit aller Zellen von K zerfillt in Transitivitdts-
bereiche gegeniiber G : zwei Zellen gehoren zu demselben Bereich, wenn
es einen Automorphismus x « ® gibt, welcher die eine in die andere iiber-
filhrt. Alle Zellen eines Bereiches haben dieselbe Dimension.

Wir definieren nun einen neuen (rand-endlichen abstrakten) Kom-
plex K. Firn = 0,1, 2,... wihlen wir als n-Zellen ¢" von K die n-dimen-
sionalen Transitivititsbereiche von K gegeniiber  (oder ihnen ein-
eindeutig zugeordnete Dinge). Es besteht dann eine natiirliche Abbildung
U von K auf K : Man ordne jeder Zelle ¢ von K den Transitivitéitsbereich
¢® = Uc® zu, welcher sie enthilt. Fiir z ¢« ® und fiir alle Zellen ¢® von K
gilt Uzc¢"= Uc", und, wenn man U linear zu einem Homomorphismus
der Kettengruppen von K auf diejenigen von K erweitert, fiir jede
Kette a® von K '

Uza™ = Ua” ,

d. h. es ist Uz = U fiir alle ¢ . — Wir sagen, K sei eine (abstrakte)
Uberlagerung von K mit der Automorphismengruppe & ; U heifit die
Uberlagerungsabbildung von K auf K.

Wir haben noch die Randbildung in K zu erkliren. Ist ¢c® eine beliebige
Zelle von K, c* eine Zelle von K mit U¢"” = ¢*, so setzen wir

dc® = Ude™ . (11)

17) Zu diesem Begriff vgl. [2], S.50 und die in [2] angegebene Literatur.
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Die rechte Seite von (11) hiangt tatsiachlich nur von ¢® und nicht von der
Auswahl von ¢* ab; denn ist Uc” = Uc], d. h. gehoren ¢* und ¢} zu
demselben Transitivitdtsbereich, so gibt es ein  mit ¢ = z¢", und es ist

Udcr = Udacr = Uzde» = Ude™ .

(11) 148t sich auch in der Form dUc” = Uadc™ schreiben; die Rand-
bildung 0 in K ist also so gewihlt, daB U eine Homologie-Abbildung von K
m K ist.

Fiir jede Zelle ¢® = Uc¢™ von K ist dd¢” = doUc” = Uddc™ = 0; die
Bedingung 99 = 0 ist also in K erfiillt. Ebenso sind (a) und (b) aus 4.1
in K erfiillt, weil sie es in K sind: (a) ist klar, und (b) ergibt sich so: Fiir
jede 1-Zelle ¢! = U¢! von K ist 9¢t = Udc! = Uy, ¢y =X v, U ¢} mit
Zv,=0; da die Uc? 0-Zellen von K sind, ist also die Koeffizienten-
summe von dc! gleich 0.

Fiir alle » und jeden Koeffizientenbereich J ist U 2" (K ,J) = 8" (K,J),
d.h. U ist eine Abbildung von K auf K; daraus folgt UH"(K,J)=
Uag"+(K ,J) =oUL"+ (K,J) =08+ (K,J) = H"(K,J). Ferner sieht
man leicht, daB U3%(K,J) = 3°(K,J) ist. '

6 .3. Eine Automorphismengruppe & von K heillt fizpunkifreis),
wenn aufller der Identitit e jeder Automorphismus x ¢ ® keine Zelle von
K festliBt. In diesem Falle gilt fiir jede Zelle ¢* von K : Aus x¢” = yc"
folgt x—lyc™ = ¢c", also z~'y = e, also x = y. Man erhélt somit in der
Form zc™ jede Zelle des Transitivititsbereiches von ¢” genau einmal,
wenn z die Gruppe & durchliuft.

6 .4. Regulire Uberlagerung eines simplizialen Komplexes. K sei ein
simplizialer Komplex (eine Simplizialzerlegung eines Polyeders')), K ein
regulirer Uberlagerungskomplex von K im iiblichen Sinne ?). Diese Uber-
lagerung kann in bekannter Weise mit Hilfe eines Normalteilers 9t der
Fundamentalgruppe & von K konstruiert werden; es gehoért zu ihr eine
Gruppe & von Decktransformationen 2), die zur Faktorgruppe &/M iso-
morph ist. Unter den Decktransformationen x ¢ ® versteht man einein-
deutige simpliziale Abbildungen von K auf sich, welche fiir jeden Eck-
punkt % von K die ihn iiberlagernden Eckpunkte w; von K permutieren.
Die Uberlagerungsabbildung U ist die simpliziale Abbildung von K auf
K, die jedem Eckpunkt % von K den von ihm iiberlagerten Eckpunkt u
von K zuordnet.

Wir orientieren nun die Simplexe von K und K und gehen zu den

18) Erlauterung dieser Bezeichnung s. [2], S. 52.
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abstrakten Komplexen K bzw. K iiber, deren Zellen die positiv orientier-
ten Simplexe sind (vgl. 5.1). Und zwar orientieren wir die Simplexe von
K beliebig, diejenigen von K so, daB die simpliziale Abbildung U die
Orientierung erhilt, d. h. positive Simplexe auf positive abbildet (Aus-
artungen kommen nicht vor). In diesem Fall erhalten auch alle Deck-
transformationen z e¢® die Orientierung: Ein orientiertes Simplex
¢" =[u,, Uy,..., u,] von K und x¢" =[zu,, 2u,,..., x%,] haben das-
selbe U-Bild [u,, %,,...,%,] in K mit v, = Uu; = Uzu,, somit die-
selbe Orientierung. Die Decktransformationen bedeuten also (dimen-
sionstreue und randtreue) Permutationen der positiv orientierten Sim-
plexe von K, d. h. der Zellen von K ; es sind somit Automorphismen von
K. ® 1aBt sich also als Automorphismengruppe von K auffassen, die
tibrigens fizpunktfrei ist?); offenbar erzeugt sie im Sinne von 6.2 als
iiberlagerten Komplex gerade den Komplex K, und U ist die zugehorige
Uberlagerungsabbildung.

In dieser Weise ist die geometrische regulire Uberlagerung eines Poly-
eders in unserem abstrakten Begriff der Uberlagerung (6.2) enthalten.

6.5. Es sei weiterhin K eine regulire Uberlagerung des simplizialen
Komplexes K, mit der Decktransformationengruppe ® und der Uber-
lagerungsabbildung U. In K sei, zum Zwecke der U-Produktbildung, fiir
jedes Simplex eine Eckpunktreihenfolge ausgezeichnet (vgl. 5.2). Dann
wihle man in den Simplexen von K die Eckpunktreihenfolge so, daf sie
bei U erhalten bleibt; d.h. ist ¢” =[uy, U,,...,%,] ein in der richtigen
Reihenfolge angeschriebenes (orientiertes) Simplex von K, dann ist
[#g, Uys. .., U,], mit u;, = Uu,, ein ebensolches von K (die zu U duale
Cohomologie-Abbildung U* ist dann U-produkthomomorph, vgl. 5.3).
Dann bleibt die Eckpunktreshenfolge bei allen Decktransformationen x ¢ ®

erhalten: Mit ¢" =[u,, %,,...,u,] ist auch zec" =[zu,, 2u,,...,zu,]in
der richtigen Reihenfolge angeschrieben, weil beide durch U auf [u,,
Uyye .., U], mit u; = Uu, = Uzxu,, abgebildet werden.

§ 7. Die Cohomologiegruppen des iiberlagerten Komplexes.

Wir zeigen in diesem Paragraphen, wie sich die Cohomologiegruppen
Br(K,J) eines Komplexes K in einer Uberlagerung K von K durch
geeignete Gruppen von Funktionen beschreiben lassen ; dabei ist in
natiirlicher Weise eine Untergruppe Bj(K,J) von B"(K,J) — bzw.
ein Teilring R,(K ,J) des Cohomologieringes R (K ,J) — ausgezeichnet.
Die Ergebnisse werden beim Beweis der Hauptsitze (Abschnitt IV)
verwendet.
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7.1. Essei K ein rand-endlicher Komplex, K eine Uberlagerung von
K mit der Automorphismengruppe ®, U die zugehorige Uberlagerungs-
abbildung (vgl. 6.2). U ist eine Homologie-Abbildung von K auf K;
U* sei die dazu duale Cohomologie-Abbildung von K in K (4.8). Nach
6.2 gilt fiir jeden Automorphismus z ¢ ® die Beziehung Uz = U, somit
auch z*U* = U*.

Der Koeffizientenbereich J sei beliebig, » eine der Zahlen 0, 1, 2,....
Wir setzen zur Abkiirzung L" = L*(K,J) und L"= L*(K ,J). U* bildet
L™ isomorph in L" ab; denn wenn fiir eine Funktion f* ¢ L™ gilt
U*f*= 0, so folgt U*f"(c") = f*(Uc") = 0 fiir alle ¢*, also f*(c")=0
fiir alle ¢*, d. h. f* = 0. Wir bezeichnen das Bild U*L" c L" mit L% .

7.2. Die Untergruppe LT von L™ besteht aus denjenigen Funktionen
f* e L™, die gegenitber der Gruppe ® invariant sind. Dabei nennen wir eine
Funktion f" invariant, wenn fiir jedes z ¢ ® gilt *f» =f", d.h. f*(xc")
= fn(c") fiir jede Zelle ¢* von K .

Beweis. a)Wenn f* = U*f"ist, so gilt 2*f? = x*U*f* = U*f» = f».
b) Es sei z*f* = f*, d. h. f*(xzc") = f*(c") fiir jede Zelle c* von K , dies
fiir alle x ¢ ®. Dann kann man durch f*(Uc") = f*(c*) eine Funktion
f™ e L™ definieren, fiir welche U*f* = f» ist.

7.3. Wir verfolgen beim Isomorphismus U* von L* in L* (auf L7)
die Cozyklen und Corédnder. Zur Abkiirzung sei Z"™ = Z"(K,J), Zr =
Z~(K,J), H* = H*(K,J) und H" = H"(K,J) geschrieben.

Natiirlich ist U*Z" im Durchschnitt Z*n L? von Z" und L} enthalten.
Umgekehrt sei f» e Z"nLE, d. h. §f* =0 und f» = U*f*; dann folgt
dU*fr = U*§f* = 0, also, weil U* isomorph ist, Jf* = 0 und somit
fre U*Z*. Es ist also

U*zn — ZnIn . (9)
Ferner ist
U*H? = U*8Lnt — ULt — 6L

Man erhilt also fiir die Cohomologiegruppe B"(K,J) die Isomorphie
B*(K,J) = Z"nL* | 0L . (10)

7.4. Die Gruppe B} - U* bewirkt einen Homomorphismus von B*(K,J)
in B"(K,J). Sein Kern sei mit B?(K,J) bezeichnet; das ist die
folgendermafBlen charakterisierte Untergruppe von B*(K,J): Ein

Cozyklus f* ¢ Z™ reprdsentiert dann und nur dann ein Element von
B} (K,J), wenn U*f* e H* ist. Alle derartigen Cozyklen werden beim
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Isomorphismus U* von L" auf L7 auf die Untergruppe H" N L} von
Z"NL? abgebildet. Es gilt also

B*(K,J) >~ H"n L oL . (11)
Wegen H°= 0 ist offenbar B}(K,J) = 0.

7.6. Als Koeffizientenbereiche fiir die Cohomologie- und die Homo-
logiegruppen wihlen wir jetzt zwei Abelsche Gruppen J; und J,, die
beziiglich J ein Paar bilden (und zwar einen der Falle (1), (2), (3) aus
3.4). Der Kroneckersche Index (4.3) ist in K und K erklirt; er macht
B*(K,J,) und B"(K,J,) zu einem Paar beziiglich J. Wir schreiben
B*= B"K,J,),B"=B"K,J,), B"= B*K,J,) usw. und setzen n>1.

U bewirkt einen (ebenfalls mit U bezeichneten) Homomorphismus von
B” in B". Das Bild UB" c B" wird durch B} annulliert, d.h. der Kron-
eckersche Index eines Elementes von B2 und eines solchen von UB" ist
stets = 0. In der Tat gilt fiir einen Cozyklus f*, der einer Cohomologie-
klasse aus Bl angehort, und einen Zyklus a” ¢ 3"

f(Uar) = Uxf*@") = ég»1(@") = g»(da") = 0 .

Wir wollen untersuchen, ob sich die Untergruppe By von B" durch diese
Eigenschaft charakterisieren 1a8t. Es sei also f* ein Cozyklus in K, derart,
daB f*(Ua") = 0 ist fiir jeden Zyklus a” ¢ 3"; ist dann U*f" e H*? Da
U*f»(@") = 0 ist fiir alle Zyklen @, ist der Wert von U*f*(b") kon-
stant, wenn b” eine Restklasse von " nach 3" durchliduft; er definiert
also, weil €%/3" zu $"-! isomorph ist, einen Homomorphismus A von
$™1! in J, wenn man

h(2b™) = U*f~(b")
setzt fiir alle 6™ € 8». Wenn man diesen Homomorphismus b von 1 in J
zu einem solchen von L"-! in J erweitern kann, dann gehoért zu ihm eine
(n — 1)-Funktion g"-1 (vgl. 4.3), fiir welche
gn—-1(agn) — U*fu(gn) , also 6gn—1(5n) — U*fn(gn)
ist fiir alle 6" € €*, also U*f* = dg™1, d.h. U*f* e H* , und f* gehort
zu einer Cohomologieklasse von Bj.

Die genannte Erweiterung des Homomorphismus % ist insbesondere
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dann moglich, wenn B} = 0 ist1?) (B = B~ ist die Homologiegruppe
erster Art, vgl. 4.8). Dies bedeutet niimlich fiir n > 2, daB §”-1 gleich
der Gruppe 37! der Zyklen erster Art ist, fiir » = 1, daB §° gleich der
Gruppe 3% der 0-Ketten mit verschwindender Koeffizientensumme ist
(4.2); in beiden Fillen also nach 4.7, da8 $*! direkten Summand in
271 ist. Also:

7.6. Hilfssatz. Wenn fir ein n>1 By (K,J,) =0 ist, dann ist
die Untergruppe Bj(K,J,) von B"(K,J,) dadurch charakterisiert, daf sie
UB"(K ,J,) annulliert.

Korollar. Wenn fir ein n>1 B YK ,J,) =B*(K ,J,) =0 ist, dann
w8t By (K, J,) gleich der ganzen Gruppe B™(K,J,).

7.7. Der Ring R,, Wir nehmen jetzt an, daBl in K und in K ein
U-Produkt definiert und dafl die Cohomologie-Abbildung U* von K in
K U-produkthomomorph ist; dann bewirkt sie, wenn J ein Ring mit
Einselement ist, einen Ringhomomorphismus von R(K,J) in R(K ,J),
dessen Kern ein Ideal (also ein Teilring) R,(K,J) von R(K,J) ist.
Seiner additiven Struktur nach ist der Ring R, die direkte Summe der
Gruppen Bj,n =1, 2,... (vgl. 7.4). Beim Isomorphismus U* von
Lin L™ wird jede Cohomologieklasse ¢ B? auf eine Restklasse von
H"NL* modulo SL?" abgebildet; daraus folgt, daB das U-Produkt in
K fiir die Restklassen von H"NL? modulo 4L, also die Elemente
der Gruppen H* N L/ 0L, n=1, 2,..., ein Produkt definiert, welches
die direkte Summe der H" N L?/ § L zu einem Ring S(K ,J) macht,
und dieser ist zu R, isomorph.

R,(K,J) ist dimensionstreu isomorph zu dem Ring S(K ,J), der seiner
additiven Struktur nach die direkte Summe der Gruppen H™» N L} /0L ist,
und dessen multiplikative Struktur durch das U-Produkt in K gegeben ist.

Bemerkung: Ist K ein simplizialer Komplex, K eine regulire Uber-
lagerung von K, so ist der Ringhomomorphismus U* von R(K,J) in
R(K,J) von der in K gewihlten Numerierung der Eckpunkte und Orien-
tierung der Simplexe unabhéngig (vgl. 5.3); dasselbe gilt also auch fiir
den Kern R,(K,J) von U*.

lll. Der zur Gruppe ® gehorige abstrakte Komplex

Jeder beliebigen Gruppe & ordnen wir hier einen Komplex K zu,
welcher eine Uberlagerung K mit zu & isomorpher Automorphismen-

19) Diese Bedingung wird spater auftreten. Natirlich ist die Erweiterung bei geeigneter
Wahl der Koeffizienten auch in anderen Fillen maglich.
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gruppe besitzt. Ky ist azyklisch, d.h. seine Homologiegruppen sind
alle 0. Der im Abschnitt I beschriebene Ring P(®,J) ist der Coho-
mologiering des Komplexes K.

§ 8. Der Komplex K .

8.1. ® sei wie im Abschnitt I eine beliebige, multiplikativ geschrie-
bene Gruppe. Wir konstruieren von ihr ausgehend einen rand-endlichen
abstrakten Komplex (Definition in §4) K, indem wir festsetzen:

Die n-Zellen von K sind fiir n > 1 die geordneten Systeme

c" = (xl’xza' s xn) (12)

von n Elementen z; e ®. Es gibt eine einzige 0-Zelle ¢° (das leere System).
Der Rand dc* der Zelle ¢* = (x,, «,,..., ,) wird fir »> 2 durch

dc" = d(zy, Zy,..., x,) =
= (a7t 2p,..., 27 w,) + X (— )i(zy,..., %, .., 2,) (13)
i=1
definiert (Bedeutung von Z%;s. 1.2); fir » =0 und 1 setzen wir
dc¢® =0 und 9c! = 0. Die Bedingungen (a) und (b) aus 4.1 sind erfiillt.

Wir haben zu verifizieren:
Fir jede Zelle ¢" ist ddc” = 0.

Beweis. Fir n < 2 ist nichts zu zeigen. Es sei n> 3.

aa(xla x2: ’ xn) -
n
=o(x 2y, .y 2 2,) + X (— 10 (g, Byl 2y) =
i=1
n . VaN 1
= (x; ' x3,..., 2, x,) + X (— )Yy ' 2,,. .., 27 2y, .., 27t )
i=2
c : A 1
— (27 '%y,. .., 27 %) + X (— (et 2,,. .., 27 2y, .0, 27 2,)
i—2
n ) 1=1 ~ ~
+ ¥ (— 1)“[2(—— IV (e ooy Bpps o v g Bgas + 0y B,) F
i=1 k=1

n
+ ¥y (-—l)k‘l(xl,...,%i,...,ﬁ:\k,...,mn)] :

k=t+1

n
Das letzte Glied X' (— 1)[...] erweist sich leicht als 0; also ist 99¢"=0.

t==1
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8.2. Eine n-Funktion f* im Komplex K ist eine Funktion aller
n-Zellen c¢* = (x,, z,,..., z,) mit Werten im Koeffizientenbereich J;
dieser Begriff 148t sich offenbar identifizieren mit dem der »n-Funktion,
den wir in 1.1 betrachtet haben; es ist also L"*(®,J) = L*(Kg,J).
Ebenso sieht man, dafl die Corandbildung in K

8f" (cn*1) = fr(dcm*l) = [ (3(2y, 5. . ., Xpyy))

auf Grund von (13) mit derjenigen in 1.1 identisch ist. Da in jedem Kom-
plex d0 = 0 ist, haben wir damit den Beweis der Behauptung 1.4 nach-
geholt, und es ist fiir alle n> 0

I"(®,J) = B"(Kg,J) .

8.3. U-Produkt in Kg. Wir iibernehmen die Definition eines U-Pro-
duktes in K gaus 3.1 und setzen fiir zwei Funktionen f* und g* und jede
(n + k)-Zelle c"+* = (2, z5,..., X, 02)

frugk(cnky = fr(xy,..., z,)- gk(x;z—lxnﬂa' <o x;1 Zpir) (14)
und

FUGH ) =10 g4 . f UG =) g -

Aus 3.1 und 3.2 ist zu entnehmen, daB3 die Azxiome I—IV (vgl. 4.9)
erfiillt sind.

J sei ein Ring; der in § 3 definierte Cohomologiering P(® ,J) der Gruppe
® st identisch mit dem Cohomologiering des Komplexes K :

P®,J) = R(Kg,J) .

Wir werden auch — bei beliebiger Koeffizientengruppe J — die
Homologiegruppen B" (K, J) des Komplexes K kurz die ,,Homologie-
gruppen der Gruppe ® beziiglich J* nennen und mit 8" (®,J) bezeichnen.

8.4. Die erste ganzzahlige Homologiegruppe B (®,J). Wir haben in
2.1 gesehen, daBl I''(®,J) die Gruppe der Homomorphismen von & in
die Abelsche Gruppe J ist; diese Homomorphismen lassen sich identifi-
zieren mit denjenigen der Faktorgruppe &’ von ® nach ihrer Kommuta-
torgruppe (der ,,Abelsch gemachten Gruppe ) in J.

A sei die additive Gruppe der ganzen Zahlen, Ch % = R ihre Charakte-
rengruppe, isomorph zur additiven Gruppe der reellen Zahlen modulo 1.
Aus dem Dualitétssatz (4.5) ergibt sich: I''(®, R) = B (K4, R) ist
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isomorph zur Gruppe der Charaktere von BY®, A). Andererseits ist
I''(®, R) die Gruppe der Homomorphismen von &' in R, d.h. der
Charaktere von &’; aber daraus, dafl die diskreten Gruppen B'(®, )
und &’ isomorphe Charakterengruppen haben, folgt, daB sie selbst
isomorph sind:

BL®, N) ist isomorph zur Abelsch gemachien Gruppe ®.

§9. Der azyklische Komplex KK .

9.1. Wir konstruieren zu der Gruppe ® einen zweiten abstrakten
Komplex K. Es wird wie K definiert durch Angabe seiner Zellen und
der Randoperation 0.

Die n-Zellen von K sind fiir alle > 0 die geordneten Systeme

o = { @y, Byposus Byl
vonn -+ 1-Elementen x; e ®. Der Rand dc™ der Zelle c" = {x,, z,,...,%,}
wird fiir n > 1 durch
0¢" =9 {xy, X1,..., T, = 3 (— 1) {Zg,..., Xspenn, T,) (15)

1=

<

definiert, fiir n = 0 durch 9¢® = 0{x,} = 0. Die Bedingungen (a) und (b)
aus 4.1 und ebenso 0dc™ = 0 sind erfiillt, wie man leicht feststellt.

9.2. Ein Komplex K soll ,,azyklisch tn der Dimension n beziiglich des
Koeffizientenbereiches J* heillen, wenn B"(K,J) = 0 ist; dies bedeutet
fir n > 1, daf} jeder n-Zyklus ein Rand ist, fiir n = 0, daf} jeder 0-Zyklus
mit verschwindender Koeffizientensumme ein Rand ist (vgl. 4.2).

Der Komplex K ist in allen Dimensionen und beziiglich jedes Koeffi-
zientenbereiches J azyklisch .

Beweis. Ist x ein beliebiges Element von ®, so verstehen wir “ir jede
Zelle ¢c™ = {z,, z,,..., x,} unter {x, c"} die (n 4 1)-Zelle {z, x,,..., z,}
und fiir jede Kette a” = X'v,c} unter {x,a"} die (n + 1)-Kette 2'v,{ z,c})}.
Fiir » > 1 gilt dann

0{x,c"} =c" — {x,dc"} ,

also fiir jede n-Kette a™

do{x,a"} =a" — {x,0a"} ;
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ist a” ein Zyklus, so folgt a™ = 0 {«, a™)}, d. h. a” ist ein Rand. Fiir n=0
gilt 0 {x,c*} =¢° — {a}; ist a® =X 7, ¢}, so wird

d{z,a’} =21, 0{x, ¢} =27,(c] —{z}) =a° — 27, {x},
und ist X' 7, = 0, so folgt a® = 9 {z, a®}, d. h. a° ist ein Rand.

9.8. U-Produkt in K. Fiir zwei Funktionen f» und g” in K4 und
jede (n 4 k)-Zelle ¢c"+* = {x,, xy,..., %,,,} setzen wir

FPUGE@E™ ) = FP({ @y - o> 2,0) - ({0 e v o, Tuyr)) - (16)

Dafl die Axiome (vgl. 4.9) I, IT und IV erfiillt sind ist klar. IIT ergibt
sich so (wir lassen Funktionsklammern () bei Zellen {z,,..., z,} weg):
ekl — L0 @, .., X, 0] sel eine beliebige (n + &k + 1) Zelle. Es gilt

8(f™U g¥)(cr+e+1)

_ _ _ n+k+1 o _ ~

= frUgk@c"t**t) = ¥ (— 1) f"Ug*{xg,.... 2;,..., Zpir11}

1=0

n

= E (_ l)ifn{x()""aii"°"xn+l}'§k{xn+1:"'>xﬂn+7c+1}
=0 +
n+k+1 L _ .

+ X (=1 {xg,.. .,z g, s Xpse oo, By
t=n+1

Wir addieren zur ersten Summe
(— D" frdzg,. ., o} 0 {%pp1se o o5 Tryrir)

und subtrahieren diesen Ausdruck von der zweiten und erhalten
— ra =k
- 6fn{x0""’xn+l}'g {xn+1,"'°7xn+k+l}

(= D) {xge s o} 8% { X,y Bpiga) s
also

B(FUF) = 8T UG+ (— 1" TrU 87" .

§10. K als Uberlagerung von Kg .

10.1. Der soeben beschriebene Komplex K g besitzt eine fixpunktfreie
Awutomorphismengruppe, welche zu & isomorph ist.
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Diese Automorphismen (Definition und Bezeichnungen vgl. § 6) erhilt
man so: Ist x ein Element von ®, ¢" ={x,, z,,..., z,} eine n-Zelle von
K, so verstehen wir unter zc” die n-Zelle {zz,, zz,,. .., zx,} firn=0,
1, 2,... Offenbar ist xc" = ¢} nur fiir ¢® = ¢}, und xzc" = ¢" nur fir
x = e (Einselement von ®). Das bedeutet, daB der Ubergang von ¢" zu
xc® (fiir alle n > 0 und alle n-Zellen) eine dimensionstreue Permutation
der Zellen von —K@ ist, welche fiir « # e fixpunktfrei ist, und es liegt eine
treue Darstellung von G durch Permutationen der Zellen von K vor (in
der Dimension 0 ist es die ,,regulire Darstellung” von ®); man verifiziert
leicht, daBB bei diesen Permutationen der Rand @ erhalten bleibt, d. h.
daBl 9xc™ = xdc” ist (vgl. 6.1). In dieser Weise laBt sich also tatséch-
lich G als fixpunktfreie Automorphismengruppe von K auffassen.

10.2. Jeder n-dimensionale Transitivitétsbereich (6.2) von K gegen-
iiber dieser Automorphismengruppe ®, n = 0, 1, 2,... enthéilt eine und
nur eine Zelle der Form {e, x,,..., z,}, ist also durch ein geordnetes
System von n Elementen z,,..., 2, aus ® bestimmt (fiir n = 0 durch
das leere System). Wir konnen diese Transitivitédtsbereiche also ein-
eindeutig den n-Zellen ¢* = (x,, z,,. .., z,) des Komplexes K (§ 8) zu-
ordnen. Die Abbildung U, welche jeder Zelle ¢c* = {x,, z,,..., ,} von
K ihren Transitivitdtsbereich, d. h. eine Zelle ¢* = U ¢ von K zu-
ordnet, ist durch

U{z,, @y,..., & 3= U{e, a5'xy,..., a5 ¢, } = (@5 &y,..., %5 x,) (17)

fiir » > 0, und U {z,} = U {e} = c° gegeben. Es gilt 9 U c"* = U d c";
in der Tat ist fiir n > 1 (fiir n = 0 sind beide Seiten = 0)

Ud{xy, 1y, %, = U X (— 1)i{xy,..., Z;,..., %,}
i=o

=U{z),..., 2.} + X (— 1)U {xg,..., %4,. .., T} ,
ol

und dies ist fir n = 1 gleich 0, fiir n > 2

n -\
= (27 2y, a7t ,) + X (— )i (gt g, e, 2 2y, 25 2y,)
P
=0 (25" 2y,..., x5t x,) = U {&y, x,..., 2,} .

Der Komplex Ky besitzt somit K als Uberlagerung mit zu ® iso-
morpher fixpunktfreier Automorphismengruppe.
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10.3. Die zur Uberlagerungsabbildung U von K auf K duale
Cohomologie-Abbildung U* von K in K ist U-produkthomomorph.

Beweis. f* und g* seien zwei Funktionen in K¢, c"t* = {z,, 2;,..., %, 1}
eine (n + k)-Zelle von Kz, n>0, k> 0.

U*(f"U g {@o,. .., @pa} = (PUG) U {2, .., 2,04}
=Ug(ag ey, .., 25 %,,)
= (rgtxy,. .., x5 ®,) % (2 T piys- - -5 2 T, ), nach (14),

::fn (U{xm"" xn}) ’ gk(U{xn""’ xn+k})
= U*fr{xy,..., 2} - U*g*{x,,..., 2}
=U*fUU*g*{x,y,..., %1} » nach (16),
also
U* (fnng) — U*fnU U*gk .

Derselbe Beweis gilt fiir » = 0 oder £ = 0; man hat nur fir U {«,}
bzw. U {z,} die 0-Zelle ¢® von K, (das leere System) zu setzen.

10.4. Anwendung auf endliche Gruppen.

Ist ® eine endliche Gruppe der Ordnung y, so ist bei beliebigem Koeffi-
zientenbereich J fir alle n>1 die Ordnung eines jeden Elementes von
I'(®,J) endlich und ein Teiler von y.

Beweis. Wir betrachten den Komplex K und seine azyklische Uber-
lagerung K mit der Automorphismengruppe ®. Es ist I'"(®,J) =
BY(Ky,J). Nach dem Korollar zum Hilfssatz 7.6 ist B"(Kg,J) =
B} (Kg,J) fir n>1, d.h. es gibt zu jedem Cozyklus f* in Kj eine
Funktion g"! in Kz mit U* f* = 6g»!. Dann gilt

E x¥* U*f": 2 x*égn_IZ(S(Z x*gn-l) .

z€® z€e® z€®

Wegen z*U*=U* (7.1) ist das erste Glied = yU*f"*. h"1=2X g*gn-!
z€®
ist eine invariante Funktion; denn fiir y ¢ ® ist

y*Al= X yta*gil = X (zy)* gt =h"1
z€® 7€®

Es gibt also (nach 7.2) in K eine Funktion A" mit U* A"-1 = p"-1,
und es ist y U* f» = § U* h*-1, also U* p f* = U* § h"~1, also, weil U*
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isomorph ist, y f* = 6 A"~1. Die Cohomologieklasse von f* ist also von
endlicher Ordnung, welche Teiler von y ist.

Ist ® endlich, so sind fiur n>=1 die ganzzahligen Gruppen I'™(®, N)
endlich.

Bewers. Die Gruppen L" (K, ), also auch die I'* (®, ), sind Abelsche
Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden,und jedes Element von I'(®, )
hat endliche Ordnung; also ist 1™ (®, A) endlich. — Dasselbe gilt offenbar,
wenn man statt A eine Abelsche Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden
als Koeffizientenbereich nimmt.

Aus dem letzten Satz und aus dem bekannten Zusammenhang zwi-
schen den ganzzahligen Homologie- und Cohomologiegruppen (in einem
Komplex, der in jeder Dimension endlich viele Zellen hat) ergibt sich,
da3 fir n>2 IMG,N=B"1(GH,A), also nach 8.4 speziell
G, A) =~ 6’ ist, wo®’ die ,,Abelsch gemachte Gruppe G bedeutet.
Beachtet man noch 2.4, so folgt:

Die Gruppe der zemtralen HErweiterungen von W durch eine endliche
Gruppe® st zur Abelsch gemachten Gruppe ® isomorph*). Ist die endliche
Gruppe ® ihre eigene Kommutatorgruppe, so gibt es also als einzige
zentrale Erweiterung von U durch ® das direkte Produkt.

IV. Zusammenhange zwischen Automorphismengruppe
und Cohomologie-Eigenschaften

§ 11. Azyklische Uberlagerung und Cohomologiegruppen eines
Komplexes.

11.1. Unter einem Komplex soll, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes bemerkt ist, ein beliebiger rand-endlicher abstrakter Komplex
(§ 4) verstanden werden. Als Koeffizientenbereiche verwenden wir in
diesem Abschnitt IV entweder

(1) fir die Homologie- und Cohomologiegruppen einen Ring J mit
Einselement 1, oder

(2) fiir die Homologiegruppen den Ring U der ganzen Zahlen, fir die
Cohomologiegruppen eine beliebige Abelsche Gruppe J. Es handelt sich
also um die Beispiele (1) und (2) von Gruppen-Paaren aus 3.4. Eine
einzelne Zelle ¢c" kann in beiden Fillen als Kette betrachtet werden.

*) Dies ist ein Spezialfall eines bekannten Satzes, vgl. M. Hall, Group rings and
extensions, Ann. of Math. 39 (1938) 220—234, bes. S. 228.
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Ein Komplex K hei}t in der Dimension n azyklisch beziiglich J (vgl.
9.2), wenn B"(K,J) = 0 ist. Fir einen simplizialen Komplex (§ 5) be-
deutet bei beliebigem J ,,azyklisch in der Dimension 0 dasselbe wie zu-
sammenhdngend. — Statt azyklisch beziiglich A sagen wir ganzzahlig

azyklisch.
Wegen der Begriffe Uberlagerung und Automorphismus usw. vgl. man

§ 6.

11.2. Satz I. Es seien K und K, Uberlagerungen der Komplexe K
bzw. K, mit fixpunkifrerten Automorphismengruppen, welche isomorph
sind. (1) J sei ein Ring mit Einselement; sind K und K, in den Dimen-
sionen C, 1,..., N — 1 (N > 1) azyklisch bezuglich J, dann gilt fir die
Cohomologiegruppen von K und K, beziiglich J

B"(K,J)~B*(K,,J), =n=1,2,...,N—1.

(2) Sind K und K, in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 ganzzahlig azy-
klisch, so gelten dieselben Isomorphien fir eine beliebige Koeffizienten-
gruppe J.

U bezeichne die Uberlagerungsabbildung von K auf K und ebenso die-
jenige von K, auf K,. B?(K,J) sei diejenige Untergruppe von B*(K,J),
welche durch die zu U duale Cohomologie-Abbildung U* auf die Null
von B"(K ,J) abgebildet wird (vgl. 7.4); analog sei Bj(K,,J) erklart.

Satz I'.  Unter den Voraussetzungen von Satz I gilt ferner

B(J)V(KaJ) ; BON(KI’J) .

11.3. Satz I ist eine Folge von Satz I’. Denn aus Satz I’ folgt
B} (K,J) = By (K,,J) fir n =1, 2,..., N — 1; aber fiir diese n ist
B-1(K,J)=B"K,J)=0 (bzw. B (K, A) = B(K,A) = 0), also
nach dem Korollar von Hilfssatz 7.6 Bj(K,J) = B"(K,J), und das-
selbe gilt fiir K,. — Wir werden den Satz I’ in § 12 beweisen.

11.4. Die Sitze I und I’ besagen: In einem Komplex K, der eine
in den Dimensionen < N azyklische Uberlagerung K mit fixpunktfreier
Automorphismengruppe ® besitzt, ist die Struktur der Cohomologie-
gruppen B", n < N, sowie BY durch diejenige der Gruppe & bestimmt.
Sie geben aber keine Auskunft iiber den algebraischen Zusammenhang
zwischen diesen Strukturen, d. h. dariiber, wie man bei gegebener
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Gruppe ® auf algebraischem Wege die betr. Cohomologiegruppen be-
stimmen kann.

Um diese Frage zu beantworten, ziehen wir den zur Gruppe & ge-
horigen Komplex K (§ 8) heran; er besitzt nach § 10 eine Uberlagerung
Kg mit zu ® isomorpher fixpunktfreier Automorphismengruppe, und
nach 9.2 ist K in allen Dimensionen und beziiglich jedes Koeffizienten-
bereiches azyklisch. Die Cohomologiegruppen von K  sind die in § 1 rein
algebraisch definierten Gruppen I™(®,J). Es folgt also aus Satz I:

Satz II. Der Komplex K besitze eine Uberlagerung K mit der fixpunkt-
freien Automorphismengruppe ®. (1) J sei ein Ring mit Einselement; ist
K in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch beziiglich J, dann gilt
fir die Cohomologiegruppen von K beziglich J

B"K,J)=I"®,J), n=1,2,....N—1.

(2) Ist K in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 ganzzahlig azyklisch, so
gelten dieselben Isomorphien fiir eine beliebige Koeffizientengruppe J.

Ebenso folgt aus Satz I’, wenn man noch beachtet, daB fiir alle » > 1
By (Kg,J) = B"(Kg,J) = I'"(®,J) ist:

Satz II’. Unter den Voraussetzungen von Satz II gilt ferner
BY(K,J)=T"6,J) .

11.5. Die vorstehenden Sitze lassen sich nach 6.4 insbesondere an-
wenden auf regulire Uberlagerungen simplizialer Komplexe K mit der
Decktransformationengruppe ®, welche stets fixpunktfrei ist. Die so er-
haltenen Resultate werden wir in § 13 auf den Cohomologiering von K
ausdehnen (Sitze IV und IV’).

Handelt es sich speziell um die universelle Uberlagerung?®) K eines zu-
sammenhédngenden simplizialen Komplexes K, so ist die zugehorige
Decktransformationengruppe zur Fundamentalgruppe § von K iso-
morph, und man erhilt Beziehungen zwischen der Fundamentalgruppe
und den Cohomologie-Eigenschaften von K. Diese sind in 13.9 (Sédtze V
und V') ausfiihrlich formuliert. — Die universelle Uberlagerung K ist
zusammenhingend und einfach zusammenhidngend (d. h. jeder ge-
schlossene Weg in dem zu K gehorigen Polyeder ist auf einen Punkt zu-
sammenziehbar); also sind die Voraussetzungen B°(K, A) = BL(K, A)=10
stets erfiillt. Es ergibt sich also eine Folgerung aus den Sitzen IIund II’,
die wir besonders hervorheben wollen:
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Satz IIl. Fur jeden zusammenhdingenden simplizialen Komplex K mit
der Fundamentalgruppe § gilt ber beliebiger Koeffizientengruppe J

BY(K,J)=I'(§,J) wund By(K,J)=TI*g,J) .

Dabei bezieht sich Bj (K, J) auf die universelle Uberlagerung K von K;;
die geometrische Bedeutung dieser Gruppe wird in 14.4 erliutert. Die
gruppentheoretische Rolle von I''(§,J) und I'*({,J) haben wir in § 2
bestimmt.

Korollar. & sei eine beliebige, J eine Abelsche Gruppe. Tritt § auf als
Fundamentalgruppe ernes zusammenhdngenden simplizialen Komplexes K,

fur welchen B2(K,J) = 0 ist, so gibt es als einzige zentrale Erweiterung
(2.4) von J durch § das direkte Produkt der beiden Gruppen.

Beispiel : § sei eine freie Gruppe, J beliebig (als Komplex K kann man
einen Streckenkomplex wihlen; dann ist B*(K,J)=0 fiir alle n>2).

11. 6. Dimension 0. In den Sdtzen dieses § haben wir iiber die
0-te Cohomologiegruppe B° keine Aussagen gemacht; fiir diese liegen
ndmlich die Verhiltnisse einfacher: Wenn die Uberlagerung K von K in
der Dimension 0 azyklisch ist, dann ist auch K in der Dimension 0
azyklisch. Denn es ist (vgl.6.2) 3%°(K,J) =U3"°(K ,J)=U$H°*(K ,J) =
$H°(K,J), also B°(K,J) = 0.

Nach 4.6 folgt aber aus B°(K,J) = 0 fiir einen RingJ mit Einselement
BY(K,J) = B)(K,J) =~ J und aus B°(K, A) = 0 dasselbe fiir eine be-
liebige Abelsche Gruppe J (dabei bedeutet Bj(K,J) die Gruppe der
konstanten 0-Funktionen f°). Die Struktur von B? ist also, wenn K in
der Dimension 0 azyklisch ist, stets dieselbe, unabhingig von der
Automorphismengruppe ®.

11.%7. Die Homologiegruppen. Besitzt der Komplex K eine Uber-
lagerung K mit der fixpunktfreien Automorphismengruppe ®, und ist K
in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch beziiglich eines Ringes J
mit Einselement, so gilt nach Hopf?°) fiir die Homologiegruppen von K
beziiglich J

B*(K,J) =6}, firn=1, 2,...,N — 1

BY(K,J)YUBYK, J) =6 .

2) 2], S. 56, Satze IT und III. Der dort gegebene Beweis iibertrégt sich ohne
weiteres von simplizialen auf abstrakte Komplexe.
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Dabei sind die ® Abelsche Gruppen, die einer beliebigen Gruppe &
und einem Ring J mit Einselement in bestimmter, rein algebraischer
Weise zugeordnet werden 2!). Insbesondere sieht man, wenn man fiir
K den in § 8 konstruierten Komplex K g heranzieht, dafl die Homologie-
grupper. B"(®,J) =B"(Kg, J) von & beziiglich J mit den Hopfschen
Gruppen ®% isomorph sind. Aus 8.4 folgt z. B., dal Gy die Abelsch
gemachte Gruppe ® ist, was von Hopf auf anderem Wege bewiesen
wurde 22). Auf Grund des Dualitédtssatzes der Homologie- und Coho-
mologiegruppen eines Komplexes (4.5) ergibt sich die folgende allge-
meine Beziehung zwischen den Hopfschen Gruppen &’ und unseren
Gruppen I'*(®,J,), wenn J, = ChJ die Charakterengruppe der dis-
kreten additiven Gruppe von J ist: I'*(®,J;) ist zur Gruppe der
Charaktere von ®’; isomorph.

§ 12. Hilfssitze. Beweis von Satz I'.

12.1. Der Komplex K besitze die Automorphismengruppe ®. J sei
ein Ring mit Einselement; wir betrachten den Gruppenring®) G von &
mit Koeffizienten aus J. Die Elemente von @, die endlichen Linearformen
g=20;%;, 0;€J,x;e®, konnen als Operatoren der Kettengruppen
Q" = Q*(K,J) aufgefaBt werden, wenn man fiir jede Kette a® = X't,c"}
unter g a” die Kette

ga® =Y o, x;a" =3 ¥ 0, T, %; ¢}
i i
versteht. ¢ ist dann ein Operatorenring ) von £". Ein Homomorphismus V
einer Kettengruppe £" in eine andere, die ebenfalls G als Operatorenring
besitzt, heil3t ein G-Homomorphismus, wenn fiir alle g e @ und a” ¢ "

Vga® =¢gVa®

ist; m.a. W. wenn fiir alle 0 eJ Voa™ = oVa™ und fiir alle x ¢ ®
Ve=aV ist.

Die Automorphismengruppe ® sei nun fixpunktfrei (6.3). Wihlt man
aus jedem Transitivitdtsbereich der n-Zellen von K gegeniiber & eine
Zelle beliebig aus, so bilden diese Zellen ¢! eine Basis von 8" in bezug auf G
(kurz G-Basis; das bedeutet, daf} jede Kette a™ ¢ " sich auf eine und nur
eine Art als Linearkombination der ¢! mit Koeffizienten aus G' darstellen

21) [2], Nr. 3.
22) [2], Nr. 4.
23) Vgl. [2], Nr.3.1 und Nr. 1.
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1a8t). In der Tat kommt nach 6.3 unter den z;c}, wenn z; die Gruppe ®
durchlduft, jede n-Zelle genau einmal vor, so daB jede Kette a” « £" ein-

deutig in der Form a" = X' o;2,c] = X g,c} darstellbar ist. — Ein
¥ )

G-Homomorphismus von £" ist bekannt, wenn er fiir die Basiszellen ¢
bekannt ist; jede beliebige Wahl der Bilder der Basiszellen definiert einen
G-Homomorphismus von £".

12.2. In der Funktionengruppe L" = L"(K,J) bezeichnen wir mit
Ly die Untergruppe der gegeniiber & invarianten Funktionen f*, d. h.
derjenigen, fiir welche x*f" = f" ist fiir alle z e® (vgl. 7.2). Wegen
x*6 = da* ist S L)' stets in L} enthalten, und natiirlich in H*=4L"-1,
Also ist 6L}~ Untergruppe von H" N L?, und wir konnen die Faktor-
gruppe F" = H*n Ly /6 Ly~" bilden.

12.3. Es sei von jetzt an K ein Komplex, welcher die fixpunktfreie
Automorphismengruppe ® besitzt und welcher in den Dimensionen
0, 1,...,N — 1 entweder (1) azyklisch beziiglich eines Ringes J mit
Einselement, oder (2) ganzzahlig azyklisch ist.

Der Koeffizientenbereich fiir die Kettengruppen £” von K sowie fiir
den Gruppenring G von ® sei im Falle (1) der Ring J, im Falle (2) der
Ring U der ganzen Zahlen, derjenige fiir die Funktionengruppen L" im
Falle (1) der Ring J, im Falle (2) eine beliebige Abelsche Gruppe.

Hilfssatz. Es sei fiir jede der Zahlen» = 0,1,..., N — 1ein G-Homo-
morphismus ¥V von 8" in sich gegeben, derart daB 9V = Vo ist und dall
fir jede 0-Kette a° die Koeffizientensumme von Va® verschwindet. Dann
gibt es fiir m = 0, 1,..., N je einen G-Homomorphismus Y von £™-! in
{7 derart da V=0Y + Yo ist,d. h.dal firn =0,1,..., N — 1 und
jede Kette a” e " gilt

Va» = dYa™ +Yoa" . (18)

Beweis. Wir bezeichnen den zu konstruierenden (-Homomorphismus
Y von 71 in €™ wenn notig ausfiihrlicher mit Y, .

Y, ist die Nullabbildung von £-! in £°. Wir definieren Y, fiir die
0-Basiszellen ¢° (vgl. 12.1): Nach Voraussetzung ist V¢° € 3% und, weil
K in der Dimension 0 azyklisch ist, 3° = $°; es gibt also eine 1-Kette
Y,c®, deren Rand V ¢? ist. Dadurch ist Y, fir alle a® ¢ 8° definiert und es
gilt Va® =0 Y,a® + Y,0a’.

Esseinun m <N, wnd Y¥,, Y,,..., Y,_, seien schon definiert, so dal
(18) fiir n < m — 2 gilt. Wir definieren Y, fiir die (m — 1)-Basiszellen
¢™-1: Es ist
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oVemn1 = Vogem1 =0Yadc™ ! + Yode™ ! = ogYocm ! ,

somit d(Vem! — Yoc¢™1) =0, d.h. Ve»1 — Yode™ ! ist ein Zyklus,
also, weil K in der Dimension m — 1 azyklisch ist, ein Rand; es gibt also
eine m-Kette Y, c™ 1, deren Rand = V¢™1! — Y dc™ ! ist. Dadurch ist
Y, fiir alle a™1eQm-1 definiert, und es gilt Va™1— Y 9a™1=09Y a1,
also

Vam1 = dYam™1 4+ Ydam1 .

12.4. Hqilfssatz. Es sei fiir jede der Zahlen n =0, 1,..., N ein
G-Homomorphismus W von £" in sich gegeben, derart dafl oW = Wao
ist und daBB W jede 0-Zelle auf eine 0-Zelle abbildet; W* sei der zu W
duale Homomorphismus von L" in sich. Dann bildet W* fiir n =1,
2,..., N die Faktorgruppe F" = H"nL}y/6L;~" identisch auf sich ab.

Beweis. 1 sei fir jedes n die identische Abbildung von " auf sich.
V=W —1I erfiillt alle Voraussetzungen von Hilfssatz 1; denn fiir jede
0-Zelle ¢® hat V= Wc*—c°® die Koeffizientensumme 0. Uberdies ist V
auch in der Dimension N definiert, mit 9Va”="Vaa?” fiir jede N-Kette a” .

Nach Hilfssatz 12.3 gibt es fir m=0, 1,..., N G-Homomorphismen
Y von ¢71in 7, derart dafB in den Dimensionen < N — 1 V=0Y + Y0
ist; ¥* sei der zu Y duale Homomorphismus von L™ in L™-1. Wegen
xY = Yz gilt, fir alle z e®, 2*Y* = Y*z*. Mit dem zu V dualen
Homomorphismus V* von L" in sich (n = 0, 1,..., N) ist Y* durch die
in den Dimensionen < N — 1 giiltige Formel

V*— ¥*§ + oY*

verkniipft. Ferner gilt in denselben Dimensionen (wegen 0V = V9)
V*6 = 6V* .

Es geniigt, die Behauptung des Hilfssatzes 12.4 fiir n = N zu be-
weisen. Es sei erstens ¢g¥ ¢ LY, d.h. z* ¢"= ¢%¥; dann ist 2*Y*¢¥ =
Y*x*g¥—=Y*g", fiir alle x ¢ G, also Y*g" ¢ LY. Zweitens sei g¥e HY,
d.h. g"= 6f¥'; dann ist

Vagh = Vofi=t = oV V-1 = s¥*ofF1 4 oY+ = o¥*gV.
Zusammen ergibt sich, daB fiir g¥ e H¥n LY gilt
V*¥g¥ = W*g¥ — g¥ ¢ SLF !,
also

W*g¥ =g mod. 6LY! .
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12.56. Es seien K und K, zwei Komplexe mit fixpunktfreien Auto-
morphismengruppen, die zueinander isomorph sind ; ist ® eine zu beiden
isomorphe Gruppe, so kénnen wir die Elemente z ¢ ® gleichzeitig als
Automorphismen von K und von K, auffassen, und ebenso die Ele-
mente g des Gruppenringes ¢ von & als Operatoren der Kettengruppen
2" von K und £} von K,. In diesem Sinne werden wir sagen, K und K,
haben ,dieselbe Automorphismengruppe G.

H:lfssatz. K und K, seien zwei Komplexe mit derselben fixpunkt-
freien Automorphismengruppe ®. K sei in den Dimensionen 0, 1,...,
N — 1 azyklisech (Koeffizientenbereiche wie in 12.3). Dann gibt es fiir
jede der Zahlen » = 0, 1,..., N einen G-Homomorphismus A von £? in
27, derart dall 04 = A0 ist und daBl 4 jede 0-Zelle auf eine 0-Zelle ab-
bildet.

Beweis. In K, seien Zellen ausgewihlt, die eine G-Basis bilden (vgl.
12.1). Fiir jede 0-Basiszelle ¢ von K, wihlen wir eine Zelle ¢° von K und
setzen Ac) = ¢®; dann ist A fiir £} definiert. Sodann sei n < N, und
A sei fir 80, 8},..., 277! schon erklirt und habe die gewiinschten
Eigenschaften; wir definieren A fiir £f: Fiir jede n-Basiszelle ¢} ist
0A40c} = Addct = 0, also Adc} ein Zyklus (fiir n = 1 hat dcj, also
auch A4 9c] die Koeffizientensumme 0), und weil K in der Dimension n — 1
azyklisch ist, gibt es eine Kette d” in K mit 9d" = 49c}. Wir setzen
Ac} = d™; dann ist 4 fiir 8" definiert, und es gilt fiir jede Kette a? in
K, 0da} = Aoda] .

12.6. A* sei der zum soeben konstruierten Homomorphismus 4 von
L in 8* (n =0, 1,..., N) duale Homomorphismus der Funktionen-
gruppe L™ von K in diejenige L} von K, (Koeffizienten wie in 12.3).
Wegen 04 = A0 ist §A* = A*§, und wegen x4 = Ax gilt 2*4* =
A*z* fiir alle ¢ ®. Aus diesen beiden Eigenschaften folgt leicht: A*
bildet die Gruppe H"N L} von K in die entsprechende (H*N Lg), von K,
ab und 6L}~ in (6L} !),. Also bewirkt 4* einen Homomorphismus der
Gruppe F* = H*n L?/8Ly~* von K in die entsprechende Gruppe F} =
(H*nL2/8L2 "), von K,. Wir wollen zeigen:

Ist nicht nur K, sondern auch K, in‘den Dimensionen 0, 1,...,N — 1
azyklisch, so bewirkt A* fir n =1, 2,..., N einen Isomorphismus von
F* auf F?.

Beweis. Es gibt in diesem Falle ein System B von Homomorphismen
von " in & fir » = 0, 1,..., N, mit genau denselben Eigenschaften
wie 4 ; der duale Homomorphismus B* bewirkt einen Homomorphismus
von F} in F*,
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W = A B ist ein System von Homomorphismen von " in sich, » = 0,
1,..., N, welches den Voraussetzungen des Hilfssatzes 12.4 geniigt.
Also bildet W* = B*A* die Faktorgruppen F" identisch auf sich ab.
Ebenso zeigt man, daBl A* B* die F7 identisch auf sich abbildet. Es gibt
also fir n =1, 2,..., N einen Homomorphismus 4* von F* in F} und
einen B* von F} in F'", derart dall A* B* die Identitit von F}, B*A*
die Identitdt von F, ist; daraus folgt aber, da 4* ein Isomorphismus
von F* auf F7 ist, und B* seine Umkehrung. — Wir fassen zusammen:

" Lemma 1. K und K , seien zwei Komplexe mit derselben Automorphis-
mengruppe ®, beide in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch (Koef-
fizienténbereiche wie in 12.3). Dann sind firn = 1, 2,..., N die Gruppen
F* und F} isomorph; genauer: Ist fiir jede der Zahlen »n =0, 1,..., N
ein G-Homomorphismus 4 von 7 in £" gegeben, derart dal 0.4 = 43
und daf3 das Bild jeder 0-Zelle eine 0-Zelle ist — nach Hilfssatz 12.5
existiert stets ein solches System von Homomorphismen —, dann be-
wirkt A* fir n = 1, 2,..., N einen Isomorphismus von F* auf F7.

12.7. Beweis von Satz I’ (11.2).

Die beiden in 11.2 vorkommenden Uberlagerungskomplexe K und K,
erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1. Also sind die zugehorigen
Gruppen F¥ und FY isomorph. Aber nach 7.4 und mit den dortigen
Bezeichnungen ist F¥= H¥ N LY/6LY~* zu BY(K,J) isomorph, wo K der
von K iiberlagerte Komplex ist, und analog F{ zu BY(K,,J), wo K, der
von K, iiberlagerte Komplex ist. Damit ist die Isomorphie

BY(K,J) = BJ(K,,J)
bewiesen.

§ 13. Azyklische Uberlagerungen und Cohomologiering eines simplizialen
Komplexes.

13.1. Wir beschrinken uns hier auf simpliziale Komplexe K und
ihre regulidren Uberlagerungen (6.4) und dehnen dafiir die Untersuchung
auch auf das U-Produkt der Cohomologieklassen von K aus. Der Koeffi-
zientenbereich sei stets, fiir die Homologiegruppen und den Cohomologie-
ring, ein Ring J mit Einselement. — Ist K eine regulire Uberlagerung
von K mit der Decktransformationengruppe ®, so ziehen wir den ab-
strakten Komplex K (§ 8) heran; der Cohomologiering von K g ist der in
§ 3 algebraisch definierte Ring P(®,J), der seiner additiven Struktur
nach die direkte Summe der Gruppen I™(®,.J) ist.
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13.2. K sei eine regulire Uberlagerung des simplizialen Komplexes
K; die Uberlagerungsabbildung U von K auf K ist eine simpliziale Ab-
bildung, und es gehort zu ihr (vgl. 5.3) ein Ringhomomorphismus U*
von R(K,J) in R(K,J). Wir bezeichnen, wie in 7.7, den Kern von U¥*
mit B(K,J). — Im abstrakten Komplex K & 1st ebenfalls ein Teilring
R(Kg,J) von R(Kg,J) = P(®,.J) ausgezeichnet, wenn man die Uber-
lagerung K i von K g heranzieht (§10): fiir die zugehorige Uberlagerungs-
abbildung U ist U* nach 10.3 U-produkthomomorph, bewirkt also einen
Ringhomomorphismus von R(Kg,J) in R(Kg, J), dessen Kern wir mit
By(Kg,J) bezeichnen.

Es ist bequem, die folgende Bezeichnung zu verwenden: Fiir jeden
Ring R, R,, P usw. verstehen wir unter B¥, RY¥ P¥ usw. den Ring, den
man erhilt, wenn man im urspriinglichen alle Elemente der Dimensionen
n > N gleich 0 setzt; er gibt also die additive Struktur des urspriinglichen
Ringes in den Dimensionen » <X N sowie alle Produkte von zwei Ele-
menten der Dimensionen n und k£ mit n + k<N getreu wieder.

Lemma 2. K sei eine regulire Uberlagerung des simplizialen Kom-
plexes K mit der Decktransformationengruppe ®, und K sei beziiglich J
in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch. Dann sind die Ringe
RY(K,J) und RY(K,J) dimensionstreu isomorph.

13.3. Dem Beweis dieses Lemmas (13.5) schicken wir einige Be-
merkungen und Festsetzungen voraus. Wir wihlen in K eine Eckpunkt-
reshenfolge der Simplexe (5.2), die im folgenden stets festgehalten werden
soll; in K wihlen wir die Eckpunktreihenfolge so, daB sie bei der Uber-
lagerungsabbildung U erhalten bleibt (6.5). Es sollen in K und K nur
Symbole [ugy, %,,...,u,] bzw. [u,, %,,...,%,] verwendet werden, in
denen die Eckpunkte u, bzw. u; in der vorgeschriebenen Reihenfolge
stehen; nach 6.5 ist dann fiir jede Decktransformation x ¢ ®
2[Ug, Uy,. .., U, = [XUy, TUy,..., xU,]. Wir bezeichnen ferner die
durch die vorgeschriebene Eckpunktreihenfolge bestimmte Orientierung
der Simplexe als die positive; K bzw. K seien die abstrakten Kom-
plexe, deren Zellen diese orientierten Simplexe sind (5.1); K ist eine
Uberlagerung von K mit der Automorphismengruppe ®.

Es sei T eine Basis der Eckpunkte von K, d. h. eine Teilmenge der Eck-
punkte von K, welche genau einen Eckpunkt aus jedem Transitivitits-
bereich gegeniiber ® enthilt, also fiir jeden Eckpunkt von K genau
einen von K, der ihn iiberlagert. 7' 148t sich auf verschiedene Arten
wihlen; eine bestimmte sei herausgegriffen und im folgenden fest-
gehalten. Eckpunkte aus 7 seien mit v (evtl. mit einem Index, v,, v,
usw.) bezeichnet.
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Aus diesen Festsetzungen ergibt sich: Jeder Eckpunkt w von K lapt sich
auf eine und nur eine Art in der Form u = xv(x ¢ ®, v e T) darstellen,
und jede Zelle c® von K(n =0, 1, 2,...) auf eine und nur eine Art in
der Form

=240y, £,0g,..., £, 0,] mit 2,e®, v,eT .

-

Dabei gilt, fiir alle x ¢« ®, xc" =[2x,0y, 2,0,,..., XT,0,] .
. 13.4. Wir definieren nun eine Homologie-Abbildung A von K in Kg,
indem wir fiir jedes = und jede Zelle ¢* von K

AE"ZA[:L‘O-{JO’ xlr}}la‘ L) xnan] - {xo, Lysesos xn}

setzen; {x,, %;,..., x,} ist eine n-Zelle von K. DaBl 40 = 04 ist, folgt
unmittelbar aus der Definition des Randes in K und in K (letztere vgl.
Formel (15) in § 9). — Ferner kann man gemill § 10 die Gruppe ® als
fixpunktfreie Automorphismengrappe von K auffassen, und es ist

Azxc® = Az vy, 22,0,. .., 2,0,] = {XZ, TZ1,..., 22, }
=z {x,, %y,..., ,} = xAc",
also Az = x4 fir alle z¢®.
Uberdies ist 4* U-produkthomomorph (das U-Produkt in K ist durch

Formel (16) in § 9 definiert); denn fiir zwei Funktionen f” ¢ L* (K, J),
g% ¢ L* (K ,J) und eine beliebige (n 4 k)-Zelle

il _ _ -
" = [X Vg, X1 V1,0 Xyip Vil

aus K gilt
A*(frU gH) (k) = frU gH(dem+h) = frU g% {zg, 2y, - o5 Tpis)

= 7" {xo,. ooy xn} s gk {xn>' ) xn+k}
und andererseits

A*?ﬂUA*g'k(c_ﬂ+k) = A*—f"[xo -50’- LR xnan]'A*gk[xnrv-n,' L] xn-}-kan-}-k]
Fr{Zoseees @p} - 9% {20y vy Tprr} -
also A*(frUgk) = A*frU A*g* .
13.5. Beweis von Lemma 2. K ist in den Dimensionen O, 1,...,
N —1, Kgnach 9.2 in allen Dimensionen beziiglich des Ringes J

azyklisch, und beide Komplexe besitzen dieselbe Automorphismengruppe
®. Durch die Homologie-Abbildung A4 (13.4) ist fiir alle » ein G-Homo-
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morphismus 4 (12.1) von £*(K ,J) in 8"(Kg, J) gegeben, derart daf3
04 = A0 und daBl das Bild jeder 0-Zelle eine 0-Zelle ist. Nach dem
Lemma 1 (12.6) bewirkt also A* fiir n = 1, 2,..., N einen Isomorphis-
mus der Faktorgruppe Fr=H"nL} /0L in K auf die analoge Faktor-
gruppe in K. Es sei nun, wie in 7.7, § der Ring, der seiner additiven
Struktur nach die direkte Summe der F*, seiner multiplikativen Struktur
nach durch das U-Produkt gegeben ist, und S¥ entstehe aus S durch Null-
setzen aller Elemente der Dimensionen > N. Da 4* U-produkthomo-
morph ist, bewirkt A* einen dimensionstreuen Ringisomorphismus von
SY(Kg,J) auf S¥(K,J). Aber nach 7.7 ist S(Kg,J) zu By(Kg,J) und
S(K ,J) zu By(K,J) dimensionstreu isomorph. Es folgt also, daB8 RY(K 6:J)
und RY(K,J) dimensionstreu isomorph sind.

13.6. Zusatz zum Lemma 2. Der Isomorphismus von RY(K,J) und
RY(K,J) wird durch folgenden Homomorphismus 2 von L(Kg,J) =
L(®,J) in L(K,J) bewirkt: Jedes n-Simplex [u,, %,,...,%,] von K
(n>1) wird gemél3 den Festsetzungen 13.3 von genau einem Simplex
der Form [v,, 2,9,,...,2,0,] mit x,¢® und v,¢ T iiberlagert; fiir
jede Funktion f” e L*(®,J) ist 2 f* e L™(K,J) durch

Qft g, Uy, - s Uy, = [ (2q, Zg,..., 2,) (19)
definiert.

Beweis. Der Isomorphismus von R{(Ky,J) auf den Ring S¥(Kg,J)
ist durch die Cohomologie-Abbildung Ug von K in K gegeben, der-
jenige von S¥(K, J) auf S¥(K , J) durch A*(13.4), und derjenige von
RY(K,J) auf S¥(K ,J) durch die Cohomologie-Abbildung U* von K in K ;
U* ist fiir jedes » ein Isomorphismus von L*(K,J) auf L}(K,J) (vgl
7.2), und V sei die Umkehrung von U*.

A*UY ist fiir jedes » ein @-Homomorphismus von L®,J) in L}(K ,J),
und VA*UgE von LY®,J) in L*(K,J). Wir setzen 2 =VA*Ug ; Q ist
ein dimensionstreuer G-Homomorphismus von L(®,J) in L(K,J), der
den Isomorphismus von R}(Kg,J) auf By(K,J) bewirkt. 2 1aBt sich so
beschreiben: Ist > 1, ¢® =[u,, %,,. .., %,] €in Simplex von K, c¢" eines
von K, welches c* iiberlagert, so 14Bt sich c¢" eindeutig in der Form
(%0, #,y,. .., Z,0,] mit 2,¢®, 9, e T schreiben (vgl. 13.3), und es ist
Uv, = u; (1 = 0,...,n); es gibt unter diesen Simplexen genau eines mit
z,=¢e, d. h. ¢* =[v,, ©,9,,..., £,0,]. Dann ist fiir f* ¢ L*(®,J)

Qfr(c") = VA* Ugfr(c®) = A* U ¢ f*[Vq, ,01,-.., 2,0 ,]
= Ugfr{e, Ty, e, T} =" (Z1,..., T,) -
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13.7. Die Elemente der Dimension 0 von R(K,J) gehoren nicht zu
R,(K,J), werden also vom Lemma 2 nicht erfal3t; aber nach 11.6 ist,
wenn B°(K,J) = 0 ist, B°(K,J) = J, nimlich gleich der Gruppe der
konstanten 0-Funktionen, deren Rolle im U-Produkt durch das Axiom IV
(4.9) festgelegt ist; dasselbe gilt fiir BY(K,J). Bezeichnen wir mit R,
den Ring, den man erhilt, wenn man zu R, noch alle Elemente der Dimen-
ston 0 hinzunimmt, so diirfen wir die Behauptung des Lemmas 2 auch so
aussprechen: Die Ringe Ry (K,J) und RY(Ky,J) sind dimensionstreu
1somorph.

Die additive Gruppe des Ringes R, ist die direkte Summe der Gruppen
B}, n=1, 2,... Da 7{—(5 in allen Dimensionen, K in den Dimensionen
0, 1,..., N — 1 beziiglich J azyklisch ist, gilt nach dem Korollar von
7.6 fiir alle n>1 Bj(Kg,J) = B*(K¢,J) = I'"(®,J) und fir n=1,
2,...,N—1 BjK,J)= B"(K,J). Also ist

R,(Kg,J) = R(Kg,J) = P(6®,J)
und
RYY(K,J) = R (K, J);

und RY(K,J) unterscheidet sich von RY¥(K,J) nur in der Dimension N,
namlich dadurch, daB der N-dimensionale Summand BY(K,J) statt
B¥(K,J) lautet (daB R¥(K,J) ein Ring ist, d. h. daB das U-Produkt
zweier Elemente der Dimensionen n < N und k< N mit n +k =N
stets in BY(K,J) liegt, hat sich von selbst ergeben).

13.8. Wir formulieren unsere Ergebnisse in folgender Weise.

Satz IV. K sei eine regulire Uberlagerung des simplizialen Kom-
plexes K mit der Decktransformationengruppe ®, und K sei beziiglich des
Ringes J mat Einselement in den Dimensionen 0, 1,..., N — 1 azyklisch.
Dann ist der Ring RY~(K,J) dimensionstreu isomorphdem Ring PY~1(®,J);
seine Struktur ist also durch die Gruppe ® (und durch J) bestimmd.

Dabei bedeutet, um daran zu erinnern, B™ bzw. P" den Ring, der aus
dem Cohomologiering R bzw. P durch Nullsetzen aller Elemente der
Dimensionen > n entsteht.

Satz IV'. Unter den Voraussetzungen von Satz 1V ist ferner der Ring
RY¥(K,J) dimensionstreuw isomorph dem Ring PY (®,J).

RY(K,J) ist der Teilring von R¥(K,J), der entsteht, wenn man sich
in der Dimension N auf BY (K,J) beschrinkt ; dabei bezieht sich BY (K, J)
auf die gegebene Uberlagerung K von K.
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Die Ringisomorphismen werden durch die Abbildung Q von L(®,J) in
L(K,J) (Formel (19) in 13.6) bewirkt.

13.9. Fundamentalgruppe und Cohomologiering. Ist K ein zusammen-
héngender simplizialer Komplex mit der Fundamentalgruppe &, so ist die
zur universellen Uberlagerung K von K gehorige Decktransformationen-
gruppe zu & isomorph. K ist beziiglich eines jeden Koeffizientenbereiches
in den Dimensionen 0 und 1 azyklisch (vgl. 11.5). Man erhiilt also als
Spezialfille der Sitze IV und IV':

Satz V. K ser ein zusammenhdngender simplizialer Komplex mit der
Fundamentalgruppe §, J ein Ring mit Einselement; die universelle Uber-
lagerung von K sei in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 azyklisch bezilg-
lich J Dann istder Ring R¥ ' (K,J) dimensionstrew isomorph zu PY (. J).

Satz V'. Unter den Voraussetzungen von Satz V ist ferner der Ring
RY(K,J) dimensionstreuw isomorph zu P¥({,J). Dabei bezieht sich der
Summand BY (K,J) von RY (K,J) auf die universelle Uberlagerung von K.

Der Spezialfall N == 2 von V' lautet (vgl. Satz III):

Satz VI. Ist K ein zusammenhingender ssmplizialer Komplex mat der
Fundamentalgruppe &, J ein Ring mit Einselement, so ist der Ring
R2(K,J) dimensionstrew isomorph zu P:(F,J).

Auf die Bedeutung des Summanden B(K,J), der sich auf die uni-
verselle Uberlagerung bezieht, kommen wir in 14.4 zu sprechen. — Ist
K ein Komplex mit der Fundamentalgruppe &, und ist I"*(§,J) = 0,
so ist das U-Produkt zweier 1-Cozyklen in K cohomolog 0; denn dieses
Produkt liegt in einer Klasse aus B:(K,J) = I'*(§,J).

§ 14. Asphirische Komplexe.

14.1. Ein simplizialer Komplex K heil}t ,asphdrisch in der Dimen-
sion 7, wenn das zugehorige Polyeder /7 — dessen Simplizialzerlegung K
ist — folgende Eigenschaft hat: Jede stetige Abbildung der n-dimensio-
nalen Sphire 8™ in /7 ist nullhomotop, d. h. 148t sich stetig in eine Ab-
bildung auf einen einzigen Punkt deformieren.

Aus einfachen Sitzen der Homotopietheorie folgt?!): Wenn der zu-
sammenhingende simpliziale Komplex K asphirisch ist in den Dimen-
sionen 2, 3,..., N — 1, so ist seine universelle Uberlagerung in diesen
Dimensionen (iibrigens auch in den Dimensionen 0 und 1) azyklisch be-

) Vgl. [2], Nr. 16.1 oder [5], Teil I, Satz IV, in Verbindung mit Teil II, Satz II.
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ziiglich eines jeden Koeffizientenbereiches. Aus Satz V ergibt sich also
(wegen der Bezeichnungen R™ usw. vgl. §13):

Satz VII. Der zusammenhingende simpliziale Komplex K mit der
Fundamentalgruppe & sei in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphidrisch.
Dann st fir einen beliebigen Koeffizientenring J mit Einselement der Ring
RYY(K,J) dimensionstreu isomorph zu PY~(F,J); seine Struktur ist also
durch die Fundamentalgruppe § (und durch J) bestimmi.

Aus Satz V' folgt unter denselben Voraussetzungen, daB RY(K,J)
und P¥ (§,J) dimensionstreu isomorph sind. Dabei ist der N-dimensionale
Summand BY (K,J) mit Hilfe der universellen Uberlagerung von K er-
klart. Er 148t sich aber, bei beliebiger Koeffizientengruppe J, in K selbst
unabhingig von jeder Uberlagerung charakterisieren, und zwar mit Hilfe
der ,,Sphérenbilder®.

14.2. Unter einem n-Sphdrenbild in K versteht man einen ganz-
zahligen Zyklus in K, welcher simpliziales Bild des Grundzyklus der
n-dimensionalen Sphidre 8" ist. Diejenigen ganzzahligen Homologie-
klassen der Dimension n in K, welche Sphéirenbilder enthalten, bilden,
wie man leicht zeigt?®), eine Untergruppe S"(K) von B*(K, A).

Es sei nun K ein zusammenhingender simplizialer Komplex, der in
den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphirisch ist, K die universelle Uber-
lagerung von K und U die Uberlagerungsabbildung von K auf K. Aus
Siétzen der Homotopietheorie folgt2¢), daB K in allen Dimensionen
< N—1 agphirisch ist, und hieraus??), daB B¥(K, A) =S¥(K) ist; ferner
gilt, wie leicht zu sehen28), USY(K) = GS¥(K). Es ist also, wenn K die
genannte Voraussetzung erfiillt, S¥(K) = UBY (K, UA).

J sei eine beliebige Abelsche Gruppe; sie bildet mit U zusammen ein
Paar (3.4, Fall (2)). Wegen B (K, ¥A) = 0 (14.1) ist nach 7.6 die
Untergruppe BY(K,J) von BY(K,J) dadurch charakterisiert, da8 sie
UBY (K, A) annulliert, d. h. daB der Kroneckersche Index ihrer Elemente
fiir alle Elemente von UBY (K,) gleich 0 ist. Also:

Wenn K in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphdrisch ist, so ist (fir
eine beliebige Koeffizientengruppe J) die auf die universelle Uberlagerung
beziigliche Gruppe BY (K,J) diejenige Untergruppe von BY (K,J), welche
SY(K) annulliert.

35) [1], Nachtrag, Nr. 1 (S. 28).

26) Nach [5], Teil I, Satz IV.

#7) [5], Teil 11, S. 526, Behauptung 2).
8) Vgl. [2], Nr. 16.4.

278



14.3. Satz VII'. Unter den Voraussetzungen von Satz VII ist ferner
der Ring Ry (K,J) dimensionstrew isomorph zu P¥(§,J). Dabei ist der
Summand By (K,J) von RY(K,J) diejenige Untergruppe von BY (K,J),
welche G¥ (K) annulliert.

Die Struktur von RY(K,J) ist also in diesem Falle durch die Funda-
mentalgruppe ¥ von K (und durch J) bestimmt; oder: Wenn zwei Kom-
plexe, die in den Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphirisch sind, iso-
morphe Fundamentalgruppen haben, so sind ihre Ringe RY isomorph.
Dieser Satz 1aBt sich leicht mit den Methoden der Hurewiczschen Homo-
topietheorie beweisen 2°), ohne daf3 aber dabei iiber den algebraischen Zu-
sammenhang zwischen RY und § etwas ausgesagt werden kann; dieser
Zusammenhang wird durch den Ring P¥(¥,J) gegeben.

14.4. Fiur N = 2 trifft die in 14.2 festgestellte Bedeutung von
BY(K,J) (beziiglich der universellen Uberlagerung von K) auf jeden
zusammenhiéngenden simplizialen Komplex K zu, unabhingig von wei-
tern Voraussetzungen: BZ(K,J) ist fiir beliebige Koeffizientengruppe J die-
jenige Untergruppe von B2*(K,J), welche S2*(K), d. h. alle Kugelbilder
annulliert. Das ist die in 11.5 und 13.8 in Aussicht gestellte geometrische
Charakterisierung von B3 (K,J).

§ 15. Beispiele.

15.1. Die folgenden einfachen Beispiele sollen nur zur Illustration
der Begriffe und Sitze dienen; auf weitergehende Anwendungen soll an
anderer Stelle eingegangen werden.

Will man fiir spezielle Gruppen ® die Struktur von P(®,J) unter-
suchen oder sogar vollstindig bestimmen, so kann dies auf zwei Arten
geschehen: Man kann erstens von der algebraischen Definition von
P(®,J) ausgehen, wie sie im Abschnitt I gegeben wurde; wir haben auf
diesem direkten Wege in § 2 die algebraische Bedeutung der Gruppen
I'(®,J) und I'*(®,J), in 3.5 die Bedeutung des U-Produktes zweier Ele-
mente von I (®,J) geklirt; auch 10.4 ist hierher zu rechnen, obwohl wir
dort an Stelle der Definition den abstrakten Komplex K verwenden
(was nach 8.3 nur eine andere, allerdings bequemere Formulierung be-
deutet). Zweitens kann man Eigenschaften von p(®,J) gewinnen, indem
man ein spezielles, moglichst einfaches Polyeder (einen simplizialen
Komplex) heranzieht, der eine azyklische Uberlagerung mit der Deck-

1) Vgl. FuBnote %); ferner [1], Nachtrag.
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transformationengruppe ® besitzt; die Beispiele 15.2 bis 15.5 gehoren
hierher, ferner das Korollar zu Satz III (11.5), in welchem aus der geo-
metrischen Betrachtung eine algebraische Folgerung gezogen wird. —
Die zweite Methode fithrt natiirlich zu speziellen Resultaten von eher zu-
falligem Charakter.

Die Kenntnis von Eigenschaften des Ringes P(®,.J) fiir eine gegebene
Gruppe ® hat fiir die Tdpologie folgenden Wert: Man gewinnt Aussagen
iiber die Cohomologiestruktur aller derjenigen zusammenhéngenden Poly-
eder, welche eine regulire Uberlagerung mit der Decktransformationen-
gruppe ® besitzen — oder deren Fundamentalgruppe ® als homomorphes
Bild besitzt —; diese Aussagen gelten nur fiir diejenigen Dimensionen
1, 2,..., N, in welchen die Uberlagerung azyklisch ist, so wie dies in
unsern Sdtzen prézisiert ist. Ist das Polyeder eine orientierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension m, so iibertragen sich die Aussagen auf den
Schnittring, wobei zu beachten ist, dafl im bekannten Isomorphismus des
Cohomologie- und des Schnittringes der Cohomologiegruppe der Dimen-
sion » die Homologiegruppe?°) der ,,Dualdimension® m — n, dem U-Pro-
dukt der Schnitt entspricht.??)

16.2. Ist ® eine abzihlbare freie Gruppe, so sind ber beliebiger Koeffi-
zientengruppe J alle I'*(®,J) = 0 fur n> 2.

Beweis. Es gibt einen Streckenkomplex K mit der Fundamental-
gruppe @ ; seine universelle Uberlagerung ist in allen Dimensionen azy-
klisch beziiglich eines jeden Koeffizientenbereiches. Also ist nach Satz I1
fir n>2 I'(®,J) >~ B*(K,J) = 0. — I''(®,J) ist auf Grund von 2.1
leicht zu bestimmen.

Aus 13.9 (Satz VI) ergibt sich also: Ist K ein simplizialer Komplex
mit freier Fundamentalgruppe, so ist in K das U-Produkt zweier 1-Co-
zyklen stets cohomolog 0.

156.3. © se: die freie Abelsche Gruppe vom Range r, J ein Ring mit Kins-
element. Dann ist P(®,J) isomorph dem Polynomring iber J in r anti-
kommutativen Unbestimmiten z,, z,,. . ., 2,, welche Cohomologieklassen der
Dimension 1 entsprechen; d.h. dem Ring aller Polynome

r
T4+ X = )riliz_“ipzilzie...zip mit 1 <o,<t,<---<1, <7
p=1 (il,...‘ip

30) Hier ist die Homologiegruppe i. A. mit unendlichen Ketten zu bilden.
31) Vgl. hiezu die Bemerkungen in Nr. 3 der Einleitung.
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mit Koeffizienten aus J, wobei 2,2, + 2,2; = 0 ist. I'"*($,J) ist also die
direkte Summe von (}) mit J isomorphen Gruppen (= 0, wenn n > 7
ist).

Beweis. Der r-dimensionale Torus, das topologische Produkt von
r Kreislinien, besitzt ® als Fundamentalgruppe; seine universelle Uber-
lagerung, der r-dimensionale Euklidische Raum, ist in allen Dimensionen
azyklisch. Also ist P(®,J) nach Satz IV zum Cohomologiering des Torus
dimensionstreu isomorph, und dieser hat bekanntlich die angegebene
Struktur.

15.4. ® sei die Gruppe der Ordnung 2, J der Ring, der aus 2 Ele-
menten besteht. Dann ist P(®,J) isomorph dem Polynomring in einer
Unbestimmten iiber J, welche einer 1-dimensionalen Cohomologieklasse
entspricht.

Zum Beweis betrachte man einen N-dimensionalen reellen projektiven
Raum P¥; seine Fundamentalgruppe ist ®, seine universelle Uberlage-
rung die Sphire 8%, welche in den Dimensionen < N azyklisch ist. Nach
Satz IV ist PY1(®,J) =~ RY1(P¥,J), und letzterer ist isomorph dem
Polynomring iiber J in einer Unbestimmten z, welche einer 1-dimensio-
nalen Cohomologieklasse entspricht und fiir welche z¥ = 0 ist. Da N
beliebig ist, folgt daraus die Behauptung.

15.56. ® sei die Fundamentalgruppe der orientierbaren geschlossenen
Flache F, vom Geschlecht p > 1, also durch 2p Erzeugende z,,..., z,,
Y1,-.., Y, und die Relation x, y, 21" yi'...x, y, ;' y;' = e gegeben.
Dann ist fiir jeden Ring J mit Einselement P(®, J) isomorph dem Poly-
nomring iiber J in 2p 4+ 1 Unbestimmten 2,,...,2,,2%,,...,4,, z, fir
welche 2,2, = Z,Z, =0, 2,Z,= — Z,;2;, = 0;;z gilt, und die z,,Z, ent-
sprechen 1-dimensionalen Elementen von P(®,J), also z einem 2-dimen-
sionalen. — Es ist also I"(®,J) = 0 fiir n > 3 und I'*(®,J) = J, und
dies gilt auch fiir eine beliebige Koeffizientengruppe J.

Beweis. F, besitzt die Ebene als universelle Uberlagerung, und diese
ist in allen Dimensionen azyklisch, ganzzahlig oder beziiglich beliebiger
Koeffizienten. Also ist, nach Satz1V, P(®,J) zu E(F,,J) dimensionstreu
isomorph fiir jeden Ring J mit KEinselement, und nach Satz II
I ®,J) = B*F,,J), n=1, 2, 3,... fiir jede Koeffizientengruppe J.

15.6. Der zusammenhingende simpliziale Komplex K sei in den
Dimensionen 2, 3,..., N — 1 asphirisch und seine Fundamentalgruppe
& sei endlich. Dann hat, fir beliebige Koeffizientengruppe J, jede Co-
homologieklasse der Dimension < N — 1 endliche Ordnung (die Teiler der
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Ordnung von § ist); dasselbe gilt fiir diejenigen Cohomologieklassen der
Dimension N, welche alle N-Sphirenbilder annullieren. Die Gruppen
B*"(K,AN), n=1, 2,...,N — 1, sind alle endlich.

Bewets. Die universelle Uberlagerung von K ist nach 14.1 in den
Dimensionen < N — 1 ganzzahlig azyklisch; also ist nach Satz IT und
I BYK,J) =~ I'(¥,J) fir n=1, 2,...,N—1 und BY(K,J)= I'¥g,J).
BY bezieht sich auf die universelle Uberlagerung vor K, hat also die in
14.2 angegebene Bedeutung. Die I (,J) haben nach 10.4 die genannten
Endlichkeits-Eigenschaften.

(Eingegangen den 4. Dezember 1945.)
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