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Integralsâtze der Flâchentheorie

Von W. Scherrer, Bern

In der Théorie der konvexen Kôrper spielen neben Volumen und Ober-
flâche noch folgende Intégrale eine ausgezeichnete Rolle : Das Intégral
der GauBschen Krûmmung, das Intégral der mittleren Krûmmung und
das Intégral ûber das Produkt aus der mittleren Krûmmung und der
Stûtzfunktion.

Fur das Intégral der GauBschen Krummung besteht die klassische

Gleichung von Bonnet

f (1)

die auf beliebigen berandeten Elementarflâchenstûcken gultig ist.
Der Zweck dieser Abhandlung ist nun, zu zeigen, daB fur die ûbrigen

Intégrale entsprechende Gleichungen bestehen, die ebenfalls fur beliebige
Flàchen gelten und die bekannten Relationen ûber konvexe Flachen al s

Spezialfàlle enthalten. Charakteristisch fur dièse Gleichungen ist das

Auftreten sron Linienintegralen, wodurch eine âuBerliche Analogie
zu (1) zustandekommt. Das Hilfsmittel zur Gewinnung dieser
Gleichungen ist die elementare Vektorrechnung. Es ist daher notwendig,
die Vektordarstellung der GrundgrôBen der Flâchentheorie voranzu-
stellen.

§ 1. Die GrundgrôBen der Flâchentheorie

Wir gehen aus von der mindestens dreimal stetig differenzierbaren
Parameterdarstellung

x x(u,v) (2)

des Ortsvektors einer Flàche und définieren durch

x[u(t),v(t)]=x(t) (3)

die auf der Flàche verlaufenden Kurven. Die Ableitungen des KurveD-
vektors nach dem Parameter t charakterisieren wir durch Punkte.

Die Flachennormale definieren wir durch
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und das Oberflâchenelement durch

dv Va du dv (5)

wobei wir also von der Abkùrzung

[xu,xv]2 A (6)
Gebrauch machen.

Nun definieren wir in der ûblichen Weise die Hauptformen der Flâchen-
theorie durch

I i2 Eu2 + 2F ù v -f- Gv2 (7)

II 51V — 9t x Lu2 -\- 2M

Die Vektordarstellung der Formenkoeffizienten ist also zu entnehmen
aus der Tafel

E
F
Q

*«*v ;

« ;

L
M
N

-9U
-91.Ï -9l.ï.

-9l,3E,

Jetzt ergeben sich in bekannter Weise die GauBsche Krummung K,
die mittlere Krummung H, die Stùtzfunktion P und als neue GrôBe
der ,,Stûtzvektor" S$ durch die Definitionen

TT

P

LN - M*
EG—F* '

EN - 2FM + GL
2(EG — F*)

(10)

(H)

(12)

(13)

Fur die spâteren Umformungen besonders wichtig werden die Vektor-
formeln

[[o,b],c] oc-b-bc-o (14)
und

ra,b][c,b] oc-bb-ûb-bc (15)
sein.
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Insbesondere erhàlt man mit Hilfe (15) und unter Beachtung von (9)

resp. (10) die wichtige Vektorformel

(16)

Speziell folgt aus (6) und (9)

A EG -F* (17)

SchlieBlich sei noch der mehrmals heranzuziehende GauBsche Integra] -

satz notiert

(d^ ^ t (18)

Zum SchluB môchte ich daran erinnern, daB die konventionelle Vor-
zeichenwahl in (8) und (12) durch die Forderung bedingt ist, bei kon-
vexen Flàchen die innere Normale zu verwenden. Dann werden nach (8)
die Hauptkrummungen und nach (12) die Stûtzfunktionen fur innere
Punkte positiv.

§ 2. Das Intégral der mittleren Kriimmung

Fur die mittlere Krummung H erhalten wir gestùtzt auf (11), (9)
und (17)

2AH - x2u-$lvxv + xuxv-yivxu

Wegen (15) und (4) folgt daraus

2AH [stt, ïJ[5Rvî xj + [xv9 xu]W%, xj

oder

Mit Riieksicht auf (12), (13) und (16) erhalten wir also folgende Differen-
tialformel fur die mittlere Krummung :
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Die Intégration iïber ein Elementarflâchenstiick ergibt daher nach (5)
und (18)

(20)

Von dieser allgemein giiltigen Integralformel eeien folgende Spezial-
fâlle erwâhnt :

1) Fur geschlossene Flâchen folgt

Ç Hdo= ÇpKdo (20a)

2) Fur Minimalflàchen H 0 folgt

£àt (20b)

3) Fiir Torsen K 0 erhâlt man schlieBlich

f Hda ^ (jS^àdt (20c)

§ 3. Das Intégral ûber das Produkt aus der Stûtzfunktion und der
mittleren Krûmmung

Wir multiplizieren (19) mit P und erhalten vorerst

21/A PH= P^ W$lv) - P~ («p«J + 2j/2 P*K (21)

Gestiitzt auf (12) und (13) und die speziell aus (12) folgenden Be-

ziehungen

Pu=-Kux; Pv^-9lvx (22)
bereehnen wir nun
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p £<**•> - p

und
9t, * 3t. - $ st. s st.

1, ï«„ -

K\/Â

wobei wir von den Formeln (15) und (16) Gebrauch gemacht haben
FaBt man die Ergebmsse der beiden Teilrechnungen zusammen, so er-

halt man voierst

p j^

Fuhrt man diesen Ausdruck in (21) ein, so erhalt man schkeBkch die
Difïerentialformel

(23)

Die Intégration uber ein Elémentarflachenstuck fuhrt daher nach (5)
und (18) auf die Integralformel

(24)

Analog wie oben erhalt man folgende Spezialfalle.

1. Fur geschlossene Flachen foJgt

ÇPH do =-- Ç(P* - \^)Kdo

2. Fur Mmimaiflachen H — 0 ergibt sich

Ç (P*-^*)Kdo=
5

(24 a)

(24b)
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3) Fur Torsen K 0 erhâlt man schlieBlieh

ÇpHdo=± (fip^&dt (24c)
(5

Die linke Seite von (24a) fuhrt bei konvexen Kôrpern bekanntlich auf
die Oberflache. Wir wollen daher im nàchsten Paragraphen noch eine
entsprechende Formel fur den Flacheninhalt eines Elementarflâehen-
stûcks aufstellen.

§ 4. Das Intégral der Oberflache.

Wir betrachten ein den Ursprung nieht treffendes Elementarflachen-
stiick F und konstruieren denjenigen Kegel 0, dessen Spitze im Ursprung
liegt und dessen Leitlinie die Randlinie C des Flàchenstûcks F ist. Das
Volumen F des dureh F und 0 eingeschlossenen Sektorkôrpers berechnet
sich bekanntlich gemàB der Formel

(25)

F

Eine Formel fur die Oberflache des Elementarflâchenstueks erhalten
wir nun durch eine sinngemaBe Erweiterung der Steinerschen Parallel-
flâchenkonstruktion : Wir gehen uber zu den durch

X x + Q-n (26)

gegebenen Parallelflâchenstûck F von F, sowie zu den entsprechenden
Sektorvolumen F und bilden auf zwei Arten den Grenzwert

dV
dg

v-vlim (27)

Gestûtzt auf die Formel (26) stellen wir das Volumen F das eine Mal in
der Gestalt

j (28)

das andere Mal in der Gestalt

V 1 j Pq^dœ (29)

wo^ und g2 d*e Hauptkrummungsradien imPunkte x darstellen und dco

das Flàchenelement des Normalen-Bildes ist :
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do) Kdô -^4- (30)
00

Offenbar genùgt es, zur Bestimmung von (27), wenn man die Intégrale
(28) und (29) gemâB (26) nach q entwickelt und hierauf die in g linearen
Terme feststellt.

Fiir den Integranden von (28) erhàlt man durch elementare Rechnung
die Entwicklung

*M, 91J + *[»„ xj + 9t[stt, xv]} q
-\- hôhere Glieder in g

Den Koeffizienten des linearen Terms formen wir nun um gemâB

*dt~ f do •

wobei wir zuletzt von (13), (4) und (6) Gebrauch gemacht haben. Wir er-
halten daher bei Verwendung von (18) als erstes Ergebnis

dV
dg Q=o

F

Bei der Entwicklung des Integranden von (29) wollen wir unsere Vor-
zeichenkonvention beachten : Innere Normale fur konvexe Flâchen. Fur
die Variation der Stûtzfunktion und der Hauptkrummungsradien unter
dem EinfluB von (26) erhalten wir dann die Formeln

P P -g; g1 g1~g; & & - e (32)

Fur den Integranden selbst ergibt sich

PQ1Q2 PQ1Q2

+ Qt) +
+ hôhere Glieder in q

GemâB (29) folgt hieraus

dg _i f{P(Ql + g2) +

1
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also

dq <?=o
-± [do.

J
F

(33)

Der Vergleich von (31) und (33) ergibt schlieBlich die gewïinschte
Integralformel :

(34)

Als Spezialfalle erhalten wir :

1) Fur geschlossene Flâchen gilt

CpH do Çdo (34a)

2) Fur Minimalflâchen H 0 ergibt sich die Schwarzsche Darstellung
der Oberflache durch ein Linienintegral

Çdo= — (34b)

SchlieBlich gibt uns noeh der Vergleich von (34) mit (25) eine zweite
Darstellung der Oberflache :

(35)

Zu dieser Formel notieren wir die Spezialfalle der geschlossenen Flâchen

fdo^ f
und der Torsen

x)dt

(35a)

(35b)

AUe bis jetzt entwickelten Hauptformeln gelten fur beliebige Flâchen
unter der ausdrucklichen Voraussetzung, daB die Parameter des Flâchen-
punktes die unabhângigen Variablen bilden, denn nur dann sind die
Stiitzfunktion P und der Stutzvektor ^} unter allen Umstanden ein-
deutige Funktionen.
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§ 5. Umrechnung auf die Stûtzfunktion

Wir wollen zum SchluB unsere Intégrale umrechnen auf die Darstellung
einer Flâche durch ihre Stûtzfunktion. Um einzusehen, daB man die
bekannten Intégrale aus der Théorie der konvexen Flàchen erhâlt, genûgt
es, gesehlossene Flàchen zu betrachten.

Als rechnerisches Hilfsmittel neben (14) und (15) empfiehlt sieh die
vektorielle Darstellung des Schnittpunktes von drei Ebenen

ax a
bx b (36)

ex c

gemâB der Formel
a[b,c] + &[c,a] + c[a,b]*~ [Ï^JT— (37)

AuBerdem benôtigen wir neben den beiden ersten Hauptformen (7)
und (8) jetzt noch die sog. dritte Hauptform.

III 5R2 e u2 + 2 f u v + g v2 (38)

deren Koeffizienten durch

e K ; /= Mu9lv ; g ft2v (39)

gegeben sind. Sie stellt das Quadrat des Linienelementes des sphârischen
Abbildes

der Flâche dar und hângt bekanntlich mit der ersten und zweitenHaupt-
form durch die Identitàt

III EE 2# II - iM (40)
zusammen.

Die Darstellung der Flâche durch ihre Stûtzfunktion erhâlt man nun
bekanntlich dadurch, daB man sie als Enveloppe ihrer Tangentialebenen
auffaBt, also auf Grand der Gleichungen

<XÏ X =z PJVV X -L v

8 Commentarii Mathematici Helvetici "**



Die Auflôsung dieser Gleichungen nach demMuster von (36) und (37)
liefert die gesuchte Darstellung des Ortsvektors der Flâche durch
Normale und Stûtzfunktion in der Gestalt

'

Gestûtzt auf (13) bis (16) ergibt sich daraus fur den Stûtzvektor die
Darstellung

p m I P <|> 1

und fur sein Quadrat derWert

oder, wegen (39),

dP

(44)

d. h. der sog. erste Beltramische Differentialparameter der Stûtzfunktion
in bezug auf das sphârische Abbild der Flàche.

Fuhren wir also noch das Flàchenelement dco K do der Sphàre ein,
so verwandeln sich die Intégrale (24a) und (35a) in

J h\J(tiP)dco

und

P)d(o (46)

womit die erwâhnten Darstellungen aus der Théorie der konvexen Flâche

gewonnen sind.

(Eingegangen den 15. Màrz 1946.)
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