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Integralsatze der Flachentheorie

Von W. SCHERRER, Bern

In der Theorie der konvexen Korper spielen neben Volumen und Ober-
fliche noch folgende Integrale eine ausgezeichnete Rolle : Das Integral
der Gauflschen Kriimmung, das Integral der mittleren Kriimmung und
das Integral iiber das Produkt aus der mittleren Krimmung und der
Stiitzfunktion.

Fiir das Integral der Gauflschen Kriimmung besteht die klassische
Gleichung von Bonnet

JKdo:Qn——ﬁxgds, (1)

die auf beliebigen berandeten Elementarflichenstiicken giiltig ist.

Der Zweck dieser Abhandlung ist nun, zu zeigen, daB fiir die iibrigen
Integrale entsprechende Gleichungen bestehen, die ebenfalls fiir beliebige
Flachen gelten und die bekannten Relationen iiber konvexe Flidchen als
Spezialfille enthalten. Charakteristisch fiir diese Gleichungen ist das
Auftreten von Linienintegralen, wodurch eine &uflerliche Analogie
zu (1) zustandekommt. Das Hilfsmittel zur Gewinnung dieser Glei-
chungen ist die elementare Vektorrechnung. Es ist daher notwendig,
die Vektordarstellung der GrundgroBen der Flichentheorie voranzu-
stellen.

§ 1. Die GrundgroBen der Flichentheorie

Wir gehen aus von der mindestens dreimal stetig differenzierbaren
Parameterdarstellung
=% (u,v) (2)

des Ortsvektors einer Fliche und definieren durch

x[ult), v(t)] = x(@) (3)

die auf der Fliche verlaufenden Kurven. Die Ableitungen des Kurven-
vektors nach dem Parameter ¢ charakterisieren wir durch Punkte.
Die Fliachennormale definieren wir durch

N EIPR 2 B T 2 4
| [%u %] | Va W
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und das Oberflichenelement durch

do = |[x,,%,]|dudv =V Addudv , (5)
wobei wir also von der Abkiirzung

[%,, %,]* = 4 (6)
Gebrauch machen.
Nun definieren wir in der iiblichen Weise die Hauptformen der Fliachen-

theorie durch
I =% =Fu®+ 2Fuv+ Go? (7)

M=RN¥=— Nt =Luz+ 2M uv+ No? . (8)

Die Vektordarstellung der Formenkoeffizienten ist also zu entnehmen
aus der Tafel

E =42 ; L = —MN,x,
F=x,x, ; M=—INzx=—N2x, (9)
G=2x ; N = —N,x,

Jetzt ergeben sich in bekannter Weise die Gauflsche Kriimmung K,
die mittlere Kriimmung H, die Stiitzfunktion P und als neue Grofle
der ,,Stitzvektor“ P durch die Definitionen

LN — M=
K="Fe—7 - (10)
_ EN — 2FM +GL
H=""sme—ry - (1)
P=-—-2x |, (12)
P=—[N2]. (13)

Fiir die spiteren Umformungen besonders wichtig werden die Vektor-
formeln
[[a,B],¢c] =ac-b—Dbc-a (14)
und
[a,b]l¢c, D] = ac-bd — ad-b¢ (15)

sein.
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Insbesondere erhilt man mit Hilfe (15) und unter Beachtung von (9)
resp. (10) die wichtige Vektorformel

R, RI=KV AN . (16)
Speziell folgt aus (6) und (9)
A= EQ — F? . (17)

SchlieBlich sei noch der mehrmals heranzuziehende GauBsche Integral-
satz notiert

ﬂ(% _g)dudv=¢(~ Yo+ Xv)dt . (18)

®

Zum SchluB mochte ich daran erinnern, dafl die konventionelle Vor-
zeichenwahl in (8) und (12) durch die Forderung bedingt ist, bei kon-
vexen Fliachen die innere Normale zu verwenden. Dann werden nach (8)
die Hauptkrimmungen und nach (12) die Stiitzfunktionen fiir innere
Punkte positiv.

§ 2. Das Integral der mittleren Kriimmung

Fiir die mittlere Kriimmung H erhalten wir gestiitzt auf (11), (9)
und (17)
24H = — 2, - N, %, + 2,5, N, %,
+ X, %, N3, — 22Nz, -
Wegen (15) und (4) folgt daraus

24H = [x,,, I.v] [91,,, xu] += [x'v, xu] [muﬂ xv]
=V A{RN,, 2] — NN, 2,]}

oder

2VAH =R[N,,x,] — R[N, x,]
= | RIR 1] — ROV 1] — R (R3] T, (2]
=%gm[m,,ﬂg ——a%?ilt[ilt,,,xlg — 2[R, R,z .

Mit Riicksicht auf (12), (13) und (16) erhalten wir also folgende Differen-
tialformel fiir die mittlere Kriimmung:
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2 (oo |
IR,

2V 4

Die Integration iiber ein Elementarflichenstiick ergibt daher nach (5)
und (18)

+ PK . (19)

[Hao= 5 f BRat+ [PRdo | (20)
6

6

Von dieser allgemein giiltigen Integralformel seien folgende Spezial-
fille erwiahnt :

1) Fir geschlossene Flichen folgt
fﬂ@:J PK do . (20a)

2) Fir Mumemalflichen H = 0 folgt

fPKdo:-——% PRIt . (20b)
®

3) Fir Torsen K = 0 erhdlt man schlieBlich
1 .
fﬂda :-2—‘955139&(% . (200)
6

§ 3. Das Integral iiber das Produkt aus der Stiitzfunktion und der
mittleren Kriimmung

Wir multiplizieren (19) mit P und erhalten vorerst
2V 4 PH = P—a% (PN, — P-%(‘Biﬁu) + 2V APK . (21)

Gestiitzt auf (12) und (13) und die speziell aus (12) folgenden Be-
ziehungen
‘ Pu:*mux; Pv::—_m‘vx (22)
berechnen wir nun
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PL@R)—P ) (BR)= (PPN, o (PPR,)

+ PR 2N, — PR, N,
und
PR, 2N, —PR,-xN, =[x, RN, xRN, —[x, RIN,-x N,
= — [lx, NI, 2] [N, N,]
= — [P, 2] K 4-RN
—[x, N B-K 4
— sI;zKl/‘[l ,

|

|

I

wobei wir von den Formeln (15) und (16) Gebrauch gemacht haben.
Fafit man die Ergebnisse der beiden Teilrechnungen zusammen, so er-
hilt man vorerst

PlBR) PO (B = 2 (PBR) — 2 (PRR)-PKV 4.

Fiihrt man diesen Ausdruck in (21) ein, so erhilt man schlieBlich die
Differentialformel

2 (PPR) — 5 (PRR,)
PH = e —+ (P2 —-1P)K . (23)

Die Integration iiber ein Elementarflichenstiick fithrt daher nach (5)
und (18) auf die Integralformel

fPHdo gﬁpmtdurf ) Kdo | . (24)
®

Analog wie oben erhilt man folgende Spezialfille :

1. Fiir geschlossene Flichen folgt

f PH do — f (P* — 1B K do (248)
2. Fir Mintmalflichen H = 0 ergibt sich
f(P2—%‘B2)Kdo= —%ﬁP‘B‘ﬁdt . (24D)
®
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3) Fiir Torsen K = 0 erhilt man schlieBlich
fPHdo =%¢P$§tdt . (24¢)
G

Die linke Seite von (24a) fithrt bei konvexen Korpern bekanntlich auf
die Oberfliche. Wir wollen daher im nichsten Paragraphen noch eine
entsprechende Formel fiir den Flicheninhalt eines Elementarflichen-
stiicks aufstellen.

§ 4. Das Integral der Oberfliche.

Wir betrachten ein den Ursprung nicht treffendes Elementarflichen-
stiick F' und konstruieren denjenigen Kegel @, dessen Spitze im Ursprung
liegt und dessen Leitlinie die Randlinie C' des Flachenstiicks F' ist. Das
Volumen V des durch F und @ eingeschlossenen Sektorkorpers berechnet
sich bekanntlich gemidf der Formel |

V:%—fpdo. (25)
F

Eine Formel fiir die Oberfliche des Elementarflichenstiicks erhalten
wir nun durch eine sinngeméfle Erweiterung der Steinerschen Parallel-
flichenkonstruktion : Wir gehen iiber zu den durch

T=x40oM (26)

gegebenen Parallelflichenstiick F von F, sowie zu den entsprechenden
Sektorvolumen ¥ und bilden auf zwei Arten den Grenzwert

av

. V=V
d—g— =11m

e=0 >0 0

. (27)

Gestiitzt auf die Formel (26) stellen wir das Volumen V das eine Mal in
der Gestalt _

Vz—%fi[’x’u,i,,]dudv, (28)
das andere Mal in der Gestalt

7_—:%'[ Pp, 0, do , (29)

wo g, und g, die Hauptkrimmungsradien im Punkte x darstellen und dow
das Flichenelement des Normalen-Bildes ist :
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— do
do = Kdo = —o
0102

(30)

Offenbar geniigt es, zur Bestimmung von (27), wenn man die Integrale
(28) und (29) gemiB (26) nach g entwickelt und hierauf die in g linearen

Terme feststellt.
Fiir den Integranden von (28) erhidlt man durch elementare Rechnung

die Entwicklung

[xu, xo) = x[x,, %,]
+ {x[x,, N,] + 2[Na, x,] + Rlx,, 2,30
-+ hohere Glieder in g .

Den Koeffizienten des linearen Terms formen wir nun um geméfl
x[mu’ xv] _— x[mv> xu] + 9’t[x‘us xv]

gxm wl{— 2ham, xv]§+m[x,,,x,,] 2[R, 1]+ 1[N, £.]

:%(‘B%) —-gg(%xu) + 314,

wobei wir zuletzt von (13), (4) und (6) Gebrauch gemacht haben. Wir er-
halten daher bei Verwendung von (18) als erstes Ergebnis

_‘% ___¢$xdt—fdo. (31)

Bei der Entwicklung des Integranden von (29) wollen wir unsere Vor-
zeichenkonvention beachten : Innere Normale fiir konvexe Fldchen. Fiir
die Variation der Stiitzfunktion und der Hauptkriimmungsradien unter
dem EinfluB von (26) erhalten wir dann die Formeln

P=P—9; t1=01—0; B:=0—0- (32)
Fiir den Integranden selbst ergibt sich
Po1.= Poyo

—{P (0o, + ) + o1 02}0
-+ hohere Glieder in ¢ .

GemiB (29) folgt hieraus

old =——%f{P(Q1+92)+9192}dw

do
F
2PH 1
=4[ (%% + )
F
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also

A "
o 2 1
do !920 — 3" PHdo 3fdo. (33)

F F

Der Vergleich von (31) und (33) ergibt schliellich die gewiinschte
Integralformel :

fPHdo_—_——%—‘ggqsidtJ,‘fdo : (34)
F F

Als Spezialfille erhalten wir:

1) Fir geschlossene Fldchen gilt

fPH do :fdo . (34a)

2) Fiir Minimalflichen H = 0 ergibt sich die Schwarzsche Darstellung
der Oberfliche durch ein Linienintegral

fdo=—%.¢"l§5edt. (34D)
F

SchlieBlich gibt uns noch der Vergleich von (34) mit (25) eine zweite
Darstellung der Oberfliche :

do=1Q) PPR—1)di+ [ (P2—1 P)K do . (35)
Je-id /

Zu dieser Formel notieren wir die Spezialfille der geschlossenen Flichen

fdo :f(PZ 19 Kdo | (352)
und der Torsen

fdo=-%¢%(P§i~— %) dt . (35D)

F

Alle bis jetzt entwickelten Hauptformeln gelten fiir beliebige Flichen
unter der ausdriicklichen Voraussetzung, dafl die Parameter des Flidchen-
punktes die unabhingigen Variablen bilden, denn nur dann sind die
Stiitzfunktion P und der Stiitzvektor  unter allen Umstdnden ein-
deutige Funktionen.
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§ 5. Umrechnung auf die Stiitzfunktion

Wir wollen zum Schlu unsere Integrale umrechnen auf die Darstellung
einer Fliche durch ihre Stiitzfunktion. Um einzusehen, da man die
bekannten Integrale aus der Theorie der konvexen Flichen erhilt, geniigt
es, geschlossene Flichen zu betrachten.

Als rechnerisches Hilfsmittel neben (14) und (15) empfiehlt sich die
vektorielle Darstellung des Schnittpunktes von drei Ebenen

ax=a
bx=> (36)
cx=c

gemilBl der Formel
__a[b, ]+ b[c,a] +cla, b]
o [a,b] ¢ ' el

AuBlerdem bendtigen wir neben den beiden ersten Hauptformen (7)
und (8) jetzt noch die sog. dritte Hauptform.

Ml =N =eu+2fuv+ go?, (38)
deren Koeffizienten durch
e=MN ; [f==N.N, ; g=%N (39)

gegeben sind. Sie stellt das Quadrat des Linienelementes des sphérischen
Abbildes
S LR 2

T s %

der Fliche dar und hingt bekanntlich mit der ersten und zweiten Haupt-
form durch die Identitét
IMI=2Hd1I — K-I (40)
zusammen.
Die Darstellung der Fliche durch ihre Stiitzfunktion erhélt man nun
bekanntlich dadurch, daBl man sie als Enveloppe ihrer Tangentialebenen
auffat, also auf Grund der Gleichungen

Nx=—P
9’tux:‘_—*Pu (41)
Nx=—P, .

8 Commentarii Mathematici Helvetici



Die Auflésung dieser Gleichungen nach dem Muster von (36) und (37)
liefert die gesuchte Darstellung des Ortsvektors der Fliche durch Nor-
male und Stiitzfunktion in der Gestalt

P[RR+ PR, R+ PR, R
x = T RN @

Gestiitzt auf (13) bis (16) ergibt sich daraus fiir den Stiitzvektor die

Darstellung
-' Pv mu + Pu mvl

— : 43
=) (43)
und fiir sein Quadrat der Wert
ng . P%'m?t —— 2P0Pumumv '+' P&m%m
N [9R., NI, ’
oder, wegen (39),
(L) -2 2 g (2)
P2 — ov ov oJu ou = AP, (44)

eg — f?

d. h. der sog. erste Beltramische Differentialparameter der Stiitzfunktion
in bezug auf das sphérische Abbild der Fliche.

Fiihren wir also noch das Flichenelement dw = K do der Sphiére ein,
so verwandeln sich die Integrale (24a) und (35a) in

fPHdo:f (P* — 1V, P)do (45)
und

fdo:f(Pz—%VwP)dw, (46)

womit die erwihnten Darstellungen aus der Theorie der konvexen Fliche
gewonnen sind.

(Eingegangen den 15. Méirz 1946.)
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