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Les groupes engendrés par un système connexe
de cycles d'ordre sept et les bases des groupes symétrique et
alterné de degré n > 10 dont l'une des substitutions est un cycle

du septième ordre

Par Sophie Piccabd, Neuchâtel

Soit k un entier > 2, soit n un entier > 7 et soient

Ti (an ai2 aa au ai5 ai% ai7) t 1, 2,..., fc

k cycles d'ordre 7 qui permutent, dans leur ensemble, les n nombres

1,2,...,% et qui constituent un système connexe, c'est-à-dire tel qu'il
n'existe aucun sous-ensemble propre Ex de l'ensemble E {1,2,.. ,,n},
composé de la totalité des éléments d'un certain nombre de cycles Tt.

Il s'agit de savoir quels groupes peuvent engendrer les substitutions T{.
Nous supposerons que Tx= (1234567), ce qui ne restreint pas

la généralité des conclusions qui suivent. En effet, quels que soient les
nombres an, a12, a13, a14, a15, a16, a17, désignons par 618.. ,bln une
permutation quelconque des nombres de l'ensemble

E — {aU> ai2> tt13> «14> tt15> «16* %?}

et posons

/«11 «12 «13 «14 «15 «16 «17 618 • • • bln\ mf T>m p-i • t j.

Les substitutions T\ forment un système connexe de cycles du septième
ordre, elles engendrent un groupe simplement isomorphe à celui engendré

par les cycles ^ et on a T[ (1 2 3 4 5 6 7).

I. Soit d'abord k 2 et soit 1) n 7. Alors, si T2 T{ (1 < i < 6),
T2 appartient au groupe cyclique G7, d'ordre 7, engendré par Tx.

Si f) T%^=T[WT^i, où i 1,2,3,4,5,6,7, ^==1,2,3,4,5,6
et U (1 2 6 5 3 4 7), îj et 5P2 engendrent un groupe jG^g d'ordre
168 ; si T2 est défini par la formule f et si U (1 2 5 6 4 3 7), î7!
et ^g engendrent également un groupe d'ordre 168, appelons-le 2Gm,



simplement isomorphe à iO1BS. Chacun des groupes 1Gim, 2Gm
comprend 48 substitutions du type 71), 42 substitutions du type 4.2, 21

substitutions du type 2.2, 56 substitutions du type 3.3 et la substitution

identique 1. Les deux groupes fl^Q et 26?168 sont distincts, ils
ont en commun le groupe G21 d'ordre 21 engendré par les deux
substitutions (1 2 3 4 5 6 7) et (2 3 5) (4 7 6); chacun des groupes 1GUS,

2(?168 est deux fois transitif.
Chacun des groupes x(t168 2Gim peut être caractérisé par les quatre

relations fondamentales S7 1 T2 1 (T/Sf3)3 1 (T/S2)4 1.

Chacun de ces deux groupes est à base du second ordre et possède au
total 9576 bases, dont 8736 sont de première espèce et du genre 1 et
840 sont de seconde espèce2).

Il y a en tout 84 substitutions T2 qui engendrent, avec Tl5 soit le

groupe !(?168 soit le groupe 2(?168.

Dans tous les autres cas possibles, soit dans 630 cas, Tx et T2
engendrent le groupe alterné 5I7.

2) Soit encore Je 2 et soit n 8. Les cycles d'ordre 7 de Tx et de
T2 ont alors six éléments communs.

Alors si a) T2 est défini par la formule f T2 T\ W T~*, où

i=l, 2, 3, 4,5,6, 7, 1,2,3,4,5,6 et U= (125463 8), T1
et T2 engendrent le groupe 1C?56, d'ordre 56, comprenant 48
substitutions du type 7, 7 substitutions du type 2.2.2.2 et 1, groupe qui
est caractérisé par les trois relations S7 1, T2 1, T8 TS* T82 1

et qui possède au total 1344 bases, dont 1176 sont de première espèce
et du genre 1 et 168 sont de seconde espèce. Si T2 est défini par la
formule f), où U= (1 2 6 4 3 5 8), T1 et T2 engendrent le groupe26?g6

simplement isomorphe à fi^ mais différent de ce dernier groupe et
n'ayant avec lui en commun que le groupe cyclique G1 engendré par Tx.
Chacun des groupes XG^, 2GlQ est deux fois transitif.

1 Soient ux,w2, • .,«( des entiers au nombre t > 1, tels que ux *> w2 ^ • • • ^ ut > 2T.

Nous disons qu'une substitution S est du type uY u2. ut si l'on peut former avec tous les
cycles d'ordre > 1 de S une suite C19 C2,.. Cft telle que le cycle C% est d'ordre ui9
i= 1,2,...,*.

2) Soit n un entier >2, soit (5n 1© groupe symétrique d'ordre n! et soit G un sous-
groupe transitif et primitif quelconque de Sn> à base du second ordre (sous-groupe non
cyclique qui possède des couples d'éléments générateurs). Soit S, T une base de G. Cette
base est dite de première espèce et du genre 1 s'il n'existe aucune substitution du groupe
<Bn qui transforme S en T et T en S ; elle est dite de première espèce et du genre 2 s'il existe
une substitution R de l'ensemble 6n -~ G telle que RST~X T et que RTR-1 S ;
elle est dite de seconde espèce s'il existe une substitution R de G, telle que RSR'1 T
et que RTR-1 S. Lorsque la base 8, T est de première espèce et du genre 2 ou de
seconde espèce, la substitution correspondante R est du second ordre et unique.



Si b) T2 est défini par la formule f), où U (1 4 5 2 3 6 8), alors Tx
et T2 engendrent le groupe xG^è d'ordre 168 composé de 48 substitutions

du type 7, 42 substitutions du type 4.4, 21 substitutions du type
2.2.2.2, 56 substitutions du type 3.3 et de 1, groupe qui est caractérisé

par les relations fondamentales S7 1, T2 1, (TSZ)* 1, (T£2)4
1 et qui possède au total 9576 bases, dont 7392 sont de première

espèce et du genre 1, 1344 sont de première espèce et du genre 2 et 840
sont de seconde espèce. Le groupe fl^ est deux fois transitif.3)

Si c) T2 est défini par la formule f)> où U est Tune des six substitutions

ri 23 6548), (13 2 45 6 8), (13 5 64 2 8), (14 63 5 2 8),
(164253 8), (165324 8), alors Tx et T2 engendrent le groupe
i6?i344> d'ordre 1344, composé de 384 substitutions du type 7, 224
substitutions du type 6.2, 224 substitutions du type 3.3, 252 substitutions

du type 4.4, 49 substitutions du type 2.2.2.2, 168 substitutions
du type 4.2, 42 substitutions du type 2.2 et de 1, groupe qui possède
au total 459.648 bases (il y en a de première espèce et du genre 1, ainsi
que de seconde espèce) et qui est caractérisé par les six relations
fondamentales S7 1, T2 1, (TS3)* 1, (TS)6 1, (TS3TS2TS)2= 1

et

Et si T2 est défini par la formule f), où U est l'une des six substitutions
(1625 3 48), (123546 8), (16 3 45 2 8), (15 32648),
(15 4 6 3 2 8), (1436258), Tx et T2 engendrent le groupe 2GUU
d'ordre 1344, simplement isomorphe à 1(?1344 et qui a avec 16rl344 en
commun le groupe -fî^ dont nous avons parlé plus haut.

Chacun des groupes tGlzu, 2G1Ut es^ trois fois transitif.
Il y a en tout 630 substitutions T2 qui engendrent, avec Tl9 un vrai

sous-groupe de %.

d) Dans tous les autres cas possibles, soit dans 4410 cas, Tx et T2

engendrent le groupe alterné 9I8 des substitutions des éléments 1,2,3,4,
5, 6, 7, 8.

3) Soit encore Je 2 et soit n 9. Tx et T2 ont alors cinq éléments

communs.

3) Remarquons que les groupes XOU% et XO'168 sont simplement isomorphes. On
établit un isomorphisme entre ces deux groupes en faisant correspondre à la substitution

£=(1234567) de -fîm la même substitution S de iG'u%, à la substitution
T= (12 6 53 4 7) de tG198 la substitution T'= (13 7 5 8 6 4) de jG'^ et à la
substitution <p(S,T) de iGU8 la substitution q>(StT') de iG'U8, quelle que soit
la composition finie ç) de 5 et de T, car S, T est une base de i^g <lui est
caractérisée par les mêmes relations que la base S, T' de -fi'\68.
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Alors, si T2 RiT1UlT1-iR~i, où R (8 9), U est Tune des trois
substitutions (12 8 9 4 5 3), (1823946), (1928356), i 1 ou 2,

j 1, 2, 3, 4, 5, 6,7 et l 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7\ et T2 engendrent un
groupe d'ordre 504. C'est le groupe 1Gmà, si i 2, et le groupe 2^504?

si i 1. Les groupes 1(?504 et 2#504 sont simplement isomorphes, mais
distincts, et ils ont commun le seul groupe cyclique G1 engendré par Tx.
Chacun des deux groupes 1G504i, 2^504 comprend 168 substitutions du

type 9, 216 substitutions du type 7, 56 substitutions du type 3.3.3,
63 substitutions du type 2.2.2.2 et 1. Ces deux groupes sont caractérisés

par les cinq relations S7 1, T1 1, (T«S)2 1, (T72^3)2 1,
T*SST2S*TZS 1. Chacun d'eux possède 107.352 bases, dont 96.768
sont de première espèce et du genre 1 et 10.584 sont de seconde espèce.
Chacun des groupes fi^, 2ff504 est trois fois transitif.

Au total 252 substitutions T2 engendrent avec Tx un groupe d'ordre
504.

Dans tous les autres cas possibles, soit dans 14.868 cas, Tx et T2
constituent une base du groupe alterné 3I9.

4) h 2 et n 10, 11, 12 ou 13. Tx et T2 ont alors respectivement
4, 3, 2 ou un élément commun. Dans tous ces cas, Tx et T2 engendrent
le groupe alterné %n.

Remarque 1. Les deux groupes xGrb% et XG1Z^ sont composés alors que
les trois groupes 1G1Q8, iGfles et ^504 sont simples.

II. Soit à présent h un entier positif quelconque > 2. La proposition
suivante a alors lieu :

Proposition 1. Tout système connexe de cycles du septième ordre qui
permutent, dans leur ensemble, un nombre > 10 d'éléments, engendrent le

groupe alterné des substitutions de Vensemble des éléments permutés par les

cycles du système.

La démonstration de la proposition 1 repose sur les trois lemmes
suivants.

Lemme 1. Soit fl^ le groupe d'ordre 56 engendré par les deux
substitutions (12 3 4 5 6 7), (1254638) et soit C (6X 62 63 64 65 66 67)

un cycle d'ordre 7, connexe avec jG^q (c'est-à-dire tel que les ensembles

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} et {bx, 62, 63, 64, bB, 66, 67} ont au moins un
élément commun) et qui contient parmi ses éléments les r > 1 nombres
9, 10,..., 8 + r Alors, si {bl9 62,..., 67}c{l, 2,..., 8 + r}, en
composant C avec les substitutions de ^Gr5e, on obtient soit le groupe
i(?504 soit le groupe %+r.



Démonstration. Soit t le nombre d'éléments communs aux deux
ensembles {1,2,3,4,5,6,7,8} et {61? 62, 63, 64, 65, 66, 67}.

Si t 1, C et jGge engendrent le groupe 2l8+r. En effet, il ressort de
la sucture du groupe XG;M que ce groupe contient des cycles d'ordre sept
permutant sept quelconques des nombres 1, 2,..., 8. Il contient donc
aussi des cycles ayant un seul élément commun avec le cycle C. Soit
G1 un tel cycle. D'après le lemme I de Hoyer4) les deux substitutions C
et G1 engendrent le groupe alterné A des substitutions des éléments
qu'elles permutent. Or l'ensemble des éléments permutés par G et G1

comprend tous les nombres de la suite l,2,...,8 + r, sauf un a, tel
que 1 < a < 8, et il existe (au moins) un cycle C!r d'ordre sept du
groupe fîst qui permute a. Et, d'après le lemme II de Hoyer (voir note
au bas de la page), en composant G" avec les substitutions de A, on
obtient le groupe 2ls+r. Donc C et xGf56 engendrent bien le groupe Uf^,
si t 1.

Soit t > 2. Supposons d'abord que r > 1. Alors parmi les éléments de
C figurent au plus cinq des nombres 1,2,3,4,5,6,7,8. Comme le groupe
i^sô contient des cycles d'ordre sept qui permutent sept quelconques des
nombres 1, 2,..., 8, ce groupe contient donc (au moins) une substitution

G1 de la forme G1 (ax a2 a3 a4 a5 aQa7), où at, a2,..., a7 sont
sept nombres de la suite 1, 2,... 8, tels que {1, 2,..., 8} —

{al9 a2,..., a1}cz{b1, 62,..., 67} C" a donc au moins un et au plus
quatre éléments communs avec C. C et Cf permutent, ensemble, tous les
éléments de la suite l,2,...,8 + r et, comme les cycles C et C' sont
connexes, ils engendrent, d'après ce qui précède, le groupe 5ls+r.

Soit, à présent, t > 2 et soit r 1. Comme r 1, C permute le
nombre 9 qui n'est pas permuté par les substitutions de 1Gfg6. Donc
G~€XG^. Deux cas sont alors possibles, a) Cfc1(?604—-fi^. Soit alors G le

groupe engendré par G et 1Gg6. Comme C~€1Gfb%, xGfM est un vrai sous-

groupe de G et, comme iG?56c1(?504 et que C€1Gm4L, on a GcGbQ4t. Or, de
l'étude des sous-groupes de xG^, il ressort que xG^ ne possède aucun
sous-groupe propre dont fi'w soit un vrai sous-groupe. Il s'ensuit que
G ^504. b) C c3t9 — i#504' Soit encore G le groupe engendré par

4) Lemme I de Hoyer : Quels que soient les entiers m > 1 et n > m, les deux
substitutions (1 2.. .m) et (mm -j- 1.. .n) engendrent le groupe symétrique ou le groupe
alterné des substitutions des éléments 1, 2,..., n.

Lemme II de Hoyer : Soit G un groupe de substitutions des éléments 1,2,...,» (n>3)
qui contient l'alterné des substitutions des éléments 1, 2,..., n et soit S (a^.. .om),
où {a1,a2,...,aTO}{l,2,...,n}^0, mais {l, 2,..., n} <£ {oj,^,.. -,oTO} et m > 2.
Alors le groupe F que la substitution S engendre avec G contient l'alterné des substitutions
de tous les éléments de l'ensemble {l,2,...,n}-f {«i»«2>• • • » am}*
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i#56 et G. jCr^ est un vrai sous-groupe de G qui, à son tour, est un sous-

groupe transitif de $I9. On a G ^fi^, puisque C eG et O71(?504.

Or ^504 est le seul vrai sous-groupe transitif de ÏSLq qui possède le sous-

groupe i(?56.

Dans le cas b) on peut aussi raisonner comme suit. Il existe des cycles
d'ordre 7 de fî^ qui ont avec C seulement 5 éléments communs. Soit Cx

un tel cycle. D'après ce qui précède, les deux cycles C et Cx ne pourraient
engendrer que l'un des deux groupes xGbU ou %> et, comme CJ1G5Ql, par
hypothèse, il s'ensuit que C et C1? donc aussi C et xGfM, engendrent le

groupe 9I9.
On a donc nécessairement G 9I9, c. q. f. d.

Lemme 2. Soit 1G{68 le groupe d'ordre 168 engendré par les deux
substitutions (12 3 4 5 6 7) et (1 4 5 2 3 6 8) et soit C (bx b2 ,67) un
cycle d'ordre 7 connexe avec 1G(68, qui permute au moins un nombre de
la suite 1, 2,. 8 ainsi que les r > 1 nombres 9, 10,..., 8 -f r.
Alors, si {bt, 62,.. b7} c {1, 2,..., 8 -f r}, en composant C avec les
substitutions de fi'^, on obtient toujours le groupe alterné 9I8_f.r.

Démonstration. Soit t le nombre d'éléments communs aux deux
ensembles {1, 2,..., 8} et {6X, 62,..., b7}. Il ressort de la définition de
C que 6 > t > 1. Supposons d'abord que t 1. Il ressort de la structure

du groupe xCr^g que ce groupe contient des cycles d'ordre sept qui
permutent sept quelconques des nombres 1, 2,.. 8. Il existe donc un
cycle Ct d'ordre 7 de fi^ qui a avec C un seul élément commun. Le cycle
C\ laisse fixe un seul nombre a de la suite 1, 2,..., 8 et il existe au moins
un cycle G2 d'ordre 7 de ^gg qui permute a. Les deux substitutions C et
C1 engendrent le groupe alterné A des substitutions des éléments de
l'ensemble {l,2,...,8 + r} — {a}, d'après le lemme I de Hoyer, et en

composant C2 avec les substitutions de A, on obtient le groupe ?ï8+r?

d'après le lemme II de Hoyer. Donc C et fi'^ engendrent bien Je groupe

Soit, à présent, t>l et supposons d'abord que r>l, donc t<5.
Comme 1(?{68 contient des cycles d'ordre 7 qui permutent cinq
quelconques des nombres 1, 2,.. 8, il existe un cycle C" (ax a2.. .a7)
d'ordre 7 de ^G^, tel que C et C ont t ~ 1 éléments communs, 4 > t —
1 > 1

• C et C permutent, ensemble, tous les éléments de la suite
1, 2,..., 8 + r et engendrent, d'après ce qui précède, le groupe îfg^. Il
en est donc de même de C et i(?{68.

Soit à présent r — 1, donc t 6. Soit G le groupe engendré par iG'U8

et par C. G est transitif. Comme (77.,6^68, t(?j68 est un vrai sous-groupe



de G et, comme C e %> et ^G^ c 2^, on a G c 31e. Or 31g ne possède

aucun vrai sous-groupe transitif, dont xGf1%% soit un sous-groupe propre.
On en déduit que G %d, c. q. f. d.

Dans ce dernier cas où r 1, donc £ 6, on peut aussi raisonner
comme suit. Comme 1(?(68 contient des cycles d'ordre 7 qui permutent 7

quelconques des nombres 1, 2,..., 8, il existe un cycle Cx d'ordre 7 de

i(?i68 qui a avec C cinq éléments communs. D'après ce qui précède, G et C1

ne pourraient engendrer que l'un des deux groupes 1Gf504 ou 31g et comme
07^504, C et Cl9 donc aussi C et xGfim, engendrent nécessairement le

groupe %.
Le lemme 2 est donc démontré.

Lemme 3. Soit fl^ le groupe d'ordre 504 engendré par les deux
substitutions (12 3 4 5 6 7) et (128945 3) et soit C (bx b2. .67)

un cycle d'ordre sept qui permute au moins un nombre de la suite 1,

2,..., 9 ainsi que les r > 1 nombres 10,..., 9 -f r (r < 6). Alors, si

{&!, b2,. br} c {1, 2,..., 9 -f- r}, en composant C avec les substitutions

de ^504, on obtient toujours l'alterné %d+r.

Démonstration. Soit t le nombre d'éléments de l'ensemble {bx, b2,. 67}

qui font partie de la suite 1, 2,..., 9. On a, par définition de C, 1 < t

< 6.

Supposons d'abord que t 1. Il ressort de la structure du groupe
i6?504 que ce groupe contient des cycles d'ordre 7 qui permutent sept
quelconques des nombres 1, 2,..., 9. Il existe donc un cycle Gx d'ordre
7 de !(?5o4 qui a avec C un seul élément commun. Cx laisse fixes deux
nombres a et 6 de la suite 1, 2,..., 9 et il existe un cycle C2 d'ordre 7

de x(?504 Qui permute les deux nombres a et b. C et C1 engendrent le groupe
alterné A des substitutions des éléments de l'ensemble {l,2,...,9 + r}
—- {a,b}, d'après le lemme I de Hoyer, et, en composant C2 avec les
substitutions de A, on obtient le groupe 3l9+r, d'après le lemme II de

Hoyer. Il s'ensuit que C et 1(?g04 engendrent le groupe 2l9+r.
Soit, à présent, t>l. Comme xG^* contient des cycles d'ordre 7 qui

permutent sept quelconques des nombres 1, 2,..., 9, il existe un cycle
Cr (a1a2.. .a7) de iG50é, tel que C et G1 ont en commun t — 2

éléments.

Si t>2, les substitutions C et G1 sont connexes, elles permutent
ensemble tous les nombres l,2,...,9~j-r et elles engendrent, d'après
ce qui précède, le groupe %+,., d'où résulte le lemme 3 dans le cas
considéré.

Et, si t 2, il ressort de la structure de ^^ que ce groupe contient
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un cycle d'ordre sept, soit C!! (cx c2.. ,c7), qui a avec G un seul
élément commun. C et G" permutent, ensemble, 8 -\- r des nombres
1, 2,..., 9 + r et ils engendrent, d'après le lemme I de Hoyer, le groupe
alterné A des substitutions des éléments qu'ils permutent. Soit a le
nombre de la suite 1, 2,..., 9 qui n'est permuté ni par C ni par G" et
soit Gm un cycle du septième ordre de XG5M qui permute a. D'après le
lemme II de Hoyer, Cm et A engendrent le groupe 5Ï9+r. Le lemme 3 est
donc démontré.

Démonstration de la proposition 1. Soit 8 un système connexe de cycles
du septième ordre qui permutent, dans leur ensemble, un nombre n > 10

d'éléments. Rangeons les cycles de S en une suite

a1,a2,...,am 9 (1)

telle que ax est un cycle quelconque de S et que, quel que soit l'indice
i' > 2, at est un cycle de S qui a au moins un élément commun avec l'un
au moins des cycles ax, or2,..., al_l. Il est toujours possible de former
une telle suite 1), puisque le système S est connexe. Supprimons dans la
suite 1) tout cycle at (i > 2), s'il y en a, qui ne contient aucun élément
laissé fixe par chacun des cycles ax, a2,.. Gt-X -

Soit 2) Cx, C2,..., Cr la suite des cycles d'ordre 7 ainsi obtenue. Quel

que soit l'indice i > 2, C8 a au moins un élément commun avec l'un
au moins des cycles G±,..., Ct_1 et permute au moins un élément laissé
fixe par chacun des cycles C19.. Cî_1, et les cycles Ct, (72,..., CT

permutent, dans leur ensemble, les mêmes éléments que ax, a2,. am

et ils constituent également un système connexe. Pour démontrer la
proposition 1, il nous suffira de prouver que les cycles 2) engendrent
toujours le groupe alterné des substitutions des éléments qu'ils permutent.
C'est ce que nous allons faire.

Comme tous les cycles Ct (1 < i < r) sont d'ordre 7 et qu'ils
permutent dans leur ensemble un nombre n > 10 d'éléments, on a r > 2.

Si les deux cycles Cx et C2 engendrent le groupe alterné des substitutions

des éléments qu'ils permutent, la proposition à démontrer résulte
alors immédiatement du lemme II de Hoyer.

Supposons que Cx et C2 n'engendrent pas le groupe alterné des
substitutions des éléments qu'ils permutent. Alors, d'après les hypothèses
faites sur la suite 2) et d'après ce qui précède, Cx et C2 ont 5 ou 6

éléments communs. Soit G le groupe engendré par Gx et C2.
Si a) Ct et C2 ont 6 éléments communs, le groupe G est de degré 8 et

il est simplement isomorphe à l'un des trois groupes xGfb%, XG'U8 ou XG1SU.
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Et si b) C1 et C2 ont cinq éléments communs, le groupe G est de degré 9

et il est simplement isomorphe à fi^*-
Dans tous ces cas, comme les substitutions 2) permutent, dans leur

ensemble, un nombre n > 10 d'éléments, on a r > 3 et O3 permute
au moins un élément laissé fixé par Gx et C2. Les substitutions Cx, C2, C3

permutent, ensemble, au moins 9 éléments dans le cas a) et au moins
10 éléments dans le cas b).

Dans le cas b), la substitution Cs engendre, avec les substitutions de
G, le groupe alterné des substitutions des éléments permutés par Ct, C2

et O3, d'après le lemme 3, d'où il découle aussitôt, d'après le lemme II
de Hoyer, que Cx, C2,..., Cr engendrent bien le groupe alterné des

substitutions de tous les éléments permutés par ces cycles.
Dans le cas a), il peut encore arriver que Cx, O2 et O3 engendrent le

groupe alterné des substitutions des éléments permutés par ces trois
cycles et alors la proposition à démontrer résulte du lemme II de Hoyer.
Ou bien tel n'est pas le cas et alors le nombre total d'éléments permutés
par Cx, C2 et C3 est 9. Soit Fie groupe engendré par les trois cycles Cx, C2

et O3. D'après les lemmes 1 et 2, le groupe G est alors nécessairement
simplement isomorphe à fl^ et le groupe F est simplement isomorphe
à tGm4t. G est un sous-groupe de F et comme les cycles 2) permutent,
dans leur ensemble, un nombre n > 10 d'éléments, on a r > 4 et le
cycle C4 est connexe avec F mais permute au moins un élément laissé
fixe par toutes les substitutions de F. D'après le lemme 3, C4 et F
engendrent le groupe alterné des substitutions de tous les éléments
permutés par les cycles Cl9 C2, C3, C4. La proposition à démontrer en
résulte aussitôt, d'après le lemme II de Hover.

La proposition 1 est donc entièrement démontrée.

Définition. Soit C (a1a2.. .am) un cycle d'ordre m > 2, soient i
et j deux indices distincts quelconques compris au sens large entre 1 et m.
Nous appelons distance entre les éléments a{ et ai dans le cycle C et nous

désignons par le symbole a{ aj le plus petit entier positif, tel que i
c

j (mod m).

Proposition 2. Soit n un entier > 7, soit S une substitution quelconque
du groupe Sn et soit T un cycle d'ordre 7 du groupe Qn, connexe avec S et

qui contient, par conséquent, au moins un élément de chaque cycle de S. Alors
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions S et T
soient imprimitives, c'est que Ot- (i 1, 2,..., t, t < 7) étant un cycle
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quelconque de 8, 6tl, 6t2,..., bth% (1 < ht < 7) étant les éléments de T
qui font partie de Gt et ml étant Vordre du cycle Ciy on ait

D(bnb12, 6U&13,.. .,61161*!,- • ->btlbt2, bnbt3,.. .,btlb tht,

les nombres b%1b%)(j 2, At) ne figurant dans 1) que si ht > 1,

quel que soit i 1,2,...,£.

Démonstration. Soient /S une substitution quelconque de ®n et soit
T un cycle d'ordre 7 de Sn5 connexe avec 8. Soit T (6X 62.. .67),
où &!, 62,..., 67 sont sept nombres distincts de la suite 1, 2,..., n.
Comme les substitutions S et T sont, par hypothèse, connexes, S contient
un nombre t de cycles satisfaisant les inégalités 1 < t < 7. Soient
CliC2,.. .,Ct les différents cycles de S. S et T étant connexe, le cycle
d'ordre 7 de T contient au moins un élément de chaque cycle de 8.
Soient 6tl,..., blh% (l < ht < 1) les éléments de T qui eCt (i 1,

2,...,e), soit C, (atlat2...a,mi) et soit atl ba, i l,2,...,e.
Montrons d'abord que la condition énoncée est nécessaire. En effet

supposons que les substitutions $ et 71 sont imprimitives. Comme T est
d'ordre 7, les 7 nombres bl9 62,..., 67 font alors nécessairement partie
d'un même système d'imprimitivité de 8 et de î7. Soit i le nombre de
systèmes d'imprimitivité de 8 et de T. On a k > 2. Aucun cycle de 8
ne saurait alors être du premier ordre. En effet, supposons le contraire et
soit, par exemple, Cx un cycle du premier ordre de 8. 8 et T étant
connexes, il existe donc un élément bt de T7, tel que Cx (bt). Comme 8
transforme bt en lui-même, S doit transformer en lui-même tout le
système d'imprimitivité E de 8 et T dont fait partie bt et qui contient,
d'après ce qui précède, tous les éléments de T. Cet ensemble E comprend
donc la totalité des éléments de certains cycles de S et, comme k > 2,
8 et T ne sont pas connexes, ce qui est contradictoire. Donc mt>l,
»= 1, 2,...,£. Ona Ct {atl at2... axm%) et atl 6tl, i 1,2,...,*.
8 transforme l'ensemble {an, a21,..., an} en {a12, a22,..., at2} et ces
deux ensembles sont nécessairement disjoints, puisque aucun cycle de 8
n'est du premier ordre. Je dis qu'aucun élément de l'ensemble {a12.. .a<2}
ne fait partie du système d'imprimitivité Et de 8 et de T qui contient
tous les éléments permutés par T. En effet, supposons le contraire et soit
par exemple, a12 un élément de Ex. Mais alors comme Ex est un système
d'imprimitivité de 8 et de T et que 8 transforme un élément an de Ex
en un second élément a12 de Ex, S doit transformer tout l'ensemble Ex
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en lui-même et, par conséquent, comme S et T sont connexes, tous les
éléments de tous les cycles de S doivent appartenir à Ex, ce qui est
contraire à l'hypothèse que S et T sont imprimitives et possèdent, par
conséquent, au moins deux systèmes d'imprimitivité. Donc a12l Ex. On voit
de même qu'aucun des nombres a22,..., at2 ne fait partie de Ex. Tous
les nombres a12, a22,..., at2 font partie d'un même système d'imprimitivité

E2 ^ Et de S et T, alors que, d'après ce qui précède, les nombres

axl, a21,..., atl font tous partie de Ex. De même, la substitution S
transforme l'ensemble {a12,. al2} en {a13,..., ats} et ces deux ensembles
font partie de deux systèmes d'imprimitivité distincts de S et T, alors

que l'ensemble {au,.. at3} est soit contenu dans Et soit contenu dans

un système d'imprimitivité E3 de S et de T, différent de Ex et de E2, en
vertu de l'imprimitivité de 8 et de T. Et ainsi de suite. Soit h le plus
petit entier > 2, tel que l'un au moins des nombres f) aih+i > • • • > am+i
fait partie de Ex. Alors en vertu de l'imprimitivité de S et de T, tous les
nombres de la suite f) f°n^ alors partie de El9 tous les nombres de la
suite alh,,..., ath, font partie d'un même système d'imprimitivité Ehf
de S et de T, quel que soit hr 1, 2,. .,h, les ensembles ElyE2,. ..,Eh
sont disjoints deux à deux, le nombre h est un diviseur de mt, quel que
soit i 1,2,..., t, h k nombre de systèmes d'imprimitivité de
S et de T, et quels que soient les éléments atJ at3, d'un cycle quelconque
Ct de S, ces deux éléments font partie d'un même système d'imprimitivité

de 8 et de T ou de deux systèmes d'imprimitivité différents suivant

que ati at}, h (mod mt) ou non. Et comme tous les nombres permutés
par T font partie d'un même système d'imprimitivité E± de 8 et de T,
on a donc

^^îAaAAs*- • >>bnblhl,. .,btlbt2,.. btlbtht,ml9. .,mt)=h

et, comme A i > 1, la condition énoncée est bien nécessaire.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. En effet, supposons

qu'elle est satisfaite et soit

Cl Cl Cj Ct

blxb12,. bnblhl,. .,6tt6tt,. - ,babtht,m1,. .,mt)

soit mt m^h, i=l,2,...,£, et soit

+ ' "a<* +(^_i)ft}>S= 1, 2,.
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La substitution T transforme chacun des ensembles Eg en lui-même,
alors que S transforme Es en Es+1, s 1, 2,..., h — 1, et Eh est Et.
Donc les substitutions S et T sont imprimitives et admettent pour
systèmes d'imprimitivité les h ensembles Ex,..., Eg.

La condition énoncée est donc bien suffisante, c. q. f. d.

Proposition 3. Quel que soit Ventier n > 10, si S et T sont deux
substitutions connexes et primitives du groupe Qn, telles que T (btb2.. ,b7)

où bx, b2i..., 67 sont sept nombres de la suite 1, 2,..., n, alors les

substitutions 8 et T engendrent toujours le groupe ©n, si S est de classe

impaire, ou le groupe 3In, si S est de classe paire.

Démonstration. Soient S et T deux substitutions qui satisfont à

Fénoncé de la proposition 3. Montrons d'abord que les transformées de
T par S et ses itérées constituent un système connexe de cycles d'ordre 7

qui permutent, dans leur ensemble tous les nombres permutés par S et
T, c'est-à-dire tous les nombres de la suite 1, 2,..., n. En effet, soit i
un nombre quelconque de la suite 1, 2,..., n. Deux cas sont possibles.
Ou bien i fait partie du cycle d'ordre 7 de T7 ou bien i n'est pas permuté
par T, mais alors, comme S et T sont connexes, i appartient à un cycle
C d'ordre > 1 de S, cycle qui contient au moins un élément permuté par
T. Soit C (a1a2.. .ar), r > 2. On peut toujours choisir les notations
de façon à avoir ax b0 (1 < j < 7). Soit a1+h i (h > 1). Alors la
substitution Th+1 Sh TS~h est un cycle du septième ordre, transformé
de T par une itérée de S, qui permute l'élément i. Notamment, si on
appelle ct l'élément que 8h substitute à bt (i 1, 2,.. 7), on a Th+1

(CxC^.. .c7) et c3 i. Ainsi donc, quel que soit le nombre i de la suite
1, 2,..., n, il existe au moins un cycle du septième ordre, transformé de
T par une itérée de 89 qui permute le nombre i.

Posons Tt S1'1 TS~i+1, i 1, 2,..., m (m désignant l'ordre de
S). En particulier, Tx= T. Montrons que les cycles f) T1,T2,..., Tm
constituent un système connexe. En effet, supposons le contraire.

Soit TH Tx — T. Soit TH un cycle quelconque (s'il existe) pris
parmi les cycles T2,.. Tm et qui a avec Tl% au moins un élément
commun. Soit, à présent, j un entier >2 et <m et supposons que nous
ayons déjà défini les cycles TH, TH,..., Tt _

de façon que chacun de

ces cycles T%% appartienne à la suite Tl9 T2,..., Tm et ait au moins un
élément commun avec l'un au moins des cycles TH,..., Tt l
2,..., j — 1. Soit alors (s'il existe) Tt. un quelconque des cycles ï\,
T2,..., Tm non encore considéré et qui a au moins un élément commun

15



avec l'un au moins des cycles Tix, Ti%,..., 2\ Comme le système
formé de tous les cycles Tl9 T29..., Tm n'est, par hypothèse, pas
connexe, il existe un entier j > 1 et <m ainsi que j cycles Tix, Ti2,..., T{.
de la suite î\, T2,..., Tm, tels que Tlt (l 2, 3,..., j) a au moins
un élément commun avec l'un au moins des cycles Tix,..., Ti: alors

qu'aucun cycle de l'ensemble {Tx, T2,..., Tm) — {Th, Ti%,..., T, } n'a
d'élément commun avec l'un quelconque des cycles Tfi,..., Tt..
La substitution S transforme Tix en Tii+l9 Ti2 en Tit+l9..., T». en

T{.+1, où î^+i,..., ?V+i sont des cycles de la suite Tl9 T2i..., Tm

qui constituent un système connexe puisque les cycles Tit,..., Tim

constituent, par définition, un système connexe. Soit Ex l'ensemble des

éléments permutés par les cycles Tix,..., Tit et soit E2 l'ensemble des

éléments permutés par Tii+l9.. T4.+1. On a évidemment Ex E2)

ExaE et E2çzEy où E ={1, 2,..., n}. Je dis que Ex jB2 ou que
EXE2 0. En effet, supposons d'abord que i?! et jE?3 ont au moins un
élément commun. Mais alors les cycles Tii9..., T{.,Tii + 1,..., 2V+1

forment, dans leur ensemble, un système connexe et comme, par
hypothèse, il n'existe aucun cycle de l'ensemble {Tl9 T2,..., Tm} —

{T(±,..., î7,.} qui ait au moins un élément commun avec l'un au moins

des cycles Tii9..., Ti%9 il s'ensuit que les cycles Tii+l9..., Tit+l
font tous partie de la suite Tt T{.. Donc E2 c JSX et comme les

deux ensembles Ex et E2 sont d'égale puissance, on a Ex E2. Ou bien
les ensembles Ex et i?2 n'ont aucun élément commun. Transformons,
dans ce dernier cas, les cycles Tt +1,..., T€.+1 par >S. Nous obtenons les

cycles Th+2,..., T{ .2 de la suite jPx, T2,..., Tm, cycles qui forment

un système connexe, puisque î^+i,..., Tim+1 en forment un, et qui

permutent un ensemble Ez d'éléments, de puissance égale à celle de E2
donc aussi à celle de Ex. Les ensembles E2 et E3 sont disjoints puisque 8
transforme Ex en E2 et que EXE2 0, et les ensembles Ex et J5?3 sont
soit disjoints soit confondus, car si E3 et Et ont au moins un élément

commun, les 2j cycles î7^,..., T{.9 Ti%+29..., T{.+2 constituent un
système connexe, donc, d'après les hypothèses faites sur Tii9..., T€.9

{Th+2,..., Tij+2} c {Th,..., Ti.} et, par suite, E3 Et. Et ainsi de

suite. Finalement, après un nombre fini t — 1 d'opérations analogues,
on obtient les t suites
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(l 1,2,...,$) de cycles provenant de la suite Tt, T2,..., Tm, telles

que les cycles de la suite l) forment un système connexe et permutent
un ensemble Ex d'éléments de E, tel que Ex E2 • • • ~Ët et que S
transforme E% en El+1 (l 1,2,...,$ — 1) et Eten Ex. Il s'ensuit que,
si E1 + E2-{->'--\-Et^E, comme tous les éléments du cycle
T (bxb2.. .bt) font partie de 2^, que les substitutions $ et ï7 ne sont

pas connexes, ce qui est contradictoire. Et si E1-\-E2Jr-'--\-Et E,
S et T sont imprimitives et admettent pour systèmes d'imprimitivité
les ensembles E1, i?2,.. Et, ce qui est également contraire à notre
hypothèse que les substitutions 8 et T sont connexes et primitives.
Donc les cycles du septième ordre T1, T2,..., Tm permutent tous les
nombres de la suite l,2,...,w et constituent un s}Tstème connexe.
Ils engendrent donc, d'après la proposition 1, le groupe %n. Or le groupe
engendré par Tx, T2,..., Tm est un sous-groupe du groupe engendré

par S et T. Si donc S est de classe impaire, S et T engendrent le

groupe Qn, et, si S est de classe paire, S et T engendrent le groupe
9Iw,c.q.f.d.

Remarque 2. Par un raisonnement tout à fait analogue à celui effectué
dans la démonstration de la proposition 3, on démontre que quels que
soient les entiers u > 2 et n>u, si S et T sont deux substitutions
connexes et primitives du groupe Qn dont l'une T est un cycle d'ordre
u, les substitutions S{ TS'* (i 0,1,..., m — 1, m ordre de S)
forment un système de cycles d'ordre u qui permutent tous les éléments
de la suite 1, 2,. n et qui constituent un système connexe.

(Reçu le 9 novembre 1948.)
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