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Uber eine Klasse Riemannscher Flichen

Herrn R. Nevanlinna zum sechzigsten Geburtstage gewidmet

von H. WrrTicH, Karlsruhe

Fiir die neuere Theorie der meromorphen Funktionen ist charakteri-
stisch, daB3 mit der gegebenen Funktion w = w(z) gleichzeitig die von
ihr erzeugte Riemannsche Fliche F betrachtet wird, und daB die neuen
analytischen Begriffe wie Charakteristik, Defekt u. a. in # geometrisch
gedeutet werden. Danach liegt es nahe, bei gegebener einfach zusammen-
hingender Riemannscher Fliche F nach den Eigenschaften ihrer in
|2 | < R <oco meromorphen Erzeugenden w(z) zu fragen, ein Problem,
das von E. Ullrich in seinem Salzbrunner Vortrag ,,Flichenbau und
Wachstumsordnung bei gebrochenen Funktionen’!) klar formuliert und
von ihm und seinen Schiilern unter verschiedenen Gesichtspunkten unter-
sucht wurde. Die ersten umfassenden Resultate in dieser Richtung hatte
zuvor R. Nevanlinna in seiner Arbeit ,,Uber Riemannsche Flichen mit
endlich vielen Windungspunkten’ 2) erzielt. Danach ist die Erzeugende
einer einfach zusammenhingenden Riemannschen Fldche mit p > 2
logarithmischen und endlich vielen algebraischen Windungspunkten in
| 2 | < oo meromorph und vom Mitteltypus der Ordnung A = p/2. Jede
Stelle w = a,, iiber welcher mindestens ein logarithmischer Windungs-
punkt liegt, ist fiir die Erzeugende ein defekter Wert. Jeder logarithmische
Windungspunkt in F gibt den Beitrag 2/p zur Defektsumme, so daB

Zq' d(a;) = 2 gilt, wenn ¢ die Zahl der Grundpunkte bedeutet. Auch fiir
=1

:ﬁe von E. Ullrich eingefiihrten Flichen mit endlich vielen periodischen
Enden - sie enthalten neben endlich vielen logarithmischen Windungs-
punkten, die positive Defekte bewirken, unendlich viele algebraische
Windungspunkte mit beschrinkter Blattzahl — lassen sich Ordnung,
Defekte und Verzweigungsindizes der in |z | < co meromorphen Erzeu-
genden angeben. Im folgenden méchte ich auf eine Flichenklasse hin-
weisen, die im AnschluB an P. J. Myrberg?) frither schon einmal be-

1) Jahresbericht DMV 46 (1936) 2) Acta math. 58 (1932)
3) Myrberg, P.J.: Uber die Bestimmung des Typus einer Riemannschen Fliache. Ann.
Acad. Sci. fenn. A45, Nr. 3 (1935)
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trachtet wurde?). Die Flidchen sind iiber drei Grundpunkten verzweigt
und enthalten neben einem logarithmischen Windungspunkt unendlich
viele algebraische Windungspunkte, deren Ordnungen nicht beschrinkt
zu sein brauchen.

1. In J ¢ > 0 werden das Kreisbogendreieck mit den Ecken {=0,1, co
und alle durch fortgesetzte Spiegelung entstehenden Moduldreiecke be-
trachtet, die J ¢ > 0 einfach und liickenlos iiberdecken. Aus den Seiten
des Ausgangsdreiecks entstehen Halbkreise K,, die wir kurz Modul-
kreise nennen. K, hat mit J ¢ = 0 die Modulpunkte &, und &, , ge-
meinsam. In R &> 0, J ¢ > 0 wird eine unendliche Folge K,, K,,...
von Modulkreisen mit folgender Eigenschaft ausgewihlt: K, trifft die
reelle Achse in &, =0 und &, K, in & und &,,..., K, in £, und

£ni1> Wobel 0 =&)< & < ... und lim &, = co gelten soll. Durch Spie-
n—> oo

gelung an M = 0 erhilt man in der linken Halbebene eine Folge von

Modulkreisen K/ mit den zugehoérigen Modulpunkten &, = — &, und

&o1=—E&,,. K,und K,,n=0,1,..., beranden ein einfach zusammen-

hingendes Teilgebiet B von J{ > 0, das bei Identifizierung der Punkte

teK,und — ¢ eK ! durch die elliptische Modulfunktion w=A2(¢) auf eine
einfach zusammenhéngende, unendlich vielbliattrige Riemannsche Fliche
F abgebildet wird, die nur iiber den Grundpunkten w = 0,1 und oo
verzweigt ist. Durch die imaginédre Achse wird B in zwei symmetrische
xebiete B, und B, zerlegt, B, in R { > 0. Die Funktion 2z = 2({),
2(0) = 0, bildet B, schlicht und konform so in Jz> 0 ab, daB die
positiv imagindre {-Achse in die negativ reelle z-Achse iibergeht. Nach
dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip 1at sich z = 2({) in B, fort-
setzen und bildet B schlicht und konform in |z | < oo ab. F ist also vom
parabolischen Typus, so dal ihre Erzeugende eine in |z | < oco mero-
morphe Funktion ist. # 148t sich durch einen Streckenkomplex darstellen,
dessen Aufbau aus der Zerlegung von B in Moduldreiecke — sie entspre-
chen Halbblittern der Fliche F — gewonnen werden kann. Abb. 1 zeigt
den Fall &, =n/2,n=0,1,.... Die zugehorige Flache ist wie folgt ver-
zweigt :

w = (0: Ein zweiblittriger und unendlich viele vierblattrige Windungs-
punkte.

w == 1: Unendlich viele vierblittrige Windungspunkte.

w=o0: Kin logarithmischer Windungspunkt und unendlich viele
schlichte Blatter.

4) Wittich, H.: Uber den EinfluB algebraischer Windungspunkte auf die Wachtums-
ordnung. Math. Ann. 122 (1950)
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Da alle Fliachen F der betrachteten Klasse genau einen logarithmischen
Windungspunkt besitzen, der iiber w = co liegt, ist nach dem Rand-
stellensatz von Ahlfors-Denjoy die Ordnung ihrer Erzeugenden stets

=)
=

S I A T T A

° - ° S o2
A\ dan)
¥ " Abb. 1 K c\j L}oo

>1/2. Uber w =0 und w =1 liegen nur algebraische Windungs-
punkte. Beriihren sich in &, > 0 g, Modulkreise, so hingen in F im
Punkte w = A(¢,) = A(— &,) ¢, Blitter zusammen. Im Falle g, — co
bei » — co erhdlt man Flichen F mit algebraischen Windungspunkten
beliebig hoher Ordnung. Durch passende Wahl der Zahlen ¢, lassen sich
Flachen angeben, deren Erzeugende von beliebig hoher Wachstums-
ordnung sind. Wie bei Flichen mit endlich vielen doppelperiodischen
Enden kann es auch bei der hier betrachteten Flichenklasse vorkommen,
daf3 der logarithmische Windungspunkt iiber w == co keinen positiven
Defekt d(co) zu erzeugen vermag. Schliefllich kann man durch Wahl der
g, noch meromorphe Funktionen mit dem Ho6chstwert 1 fiir den Index
der algebraischen Verzweigtheit eines Wertes konstruieren. Diese Behaup-
tungen sind anschaulich evident. Zum Beweis braucht man Verzerrungs-
aussagen iiber die Abbildung { <« z.

2. Der Durchschnitt von B mit dem Kreisring ¢, < | { | < t,, { = te'?,
ist ein Ringgebiet B, mit dem Modul M,, = M. {y } sei die Menge
aller in B,, verlaufenden ideal geschlossenen und streckbaren Kurven,
die die in B gelegenen Bogen von || =1¢, und |{|=1{, trennen.
Ist 0(&,7n) > 0 eine in B,, definierte Funktion mit der Eigenschaft, daf3

foldl| existiert und = 1 ist, dann heifit A(y), definiert durch T (ly) =

inf {f o*d&dn, die extremale Linge der Kurvenschar {y }. Sie ist eine
e Bi:
konforme Invariante und mit dem Modul M,, durch die Beziehung

1 M,y verkniipft. Aus {y'} < {9y} folgt 7 L <l Tine

Ay) 2w @) = i)
118
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solche Kurvenschar {7’} bilden offenbar die in B,, verlaufenden Bogen
der Kreise | (| =1f,t, <t <t, Aus

1< (fo VtVtdo)® < [tdb | p*db < nt | o*tdb
v’ ¥’ .yl y?
oder -;:—t— < § 0%tdf folgt durch Integration nach ¢ von ¢, bis ¢,
=

o log —= < |f o?¥dédy ,

1 By
giiltig fiir alle zuléssigen ¢. Man erhilt daher

1 1 1
=1 < inf edEdy — < . 1
x 8 t] 1? if,{g sy = AlY') T Ay) M

Wiéhlen wir eine spezielle zuldssige Funktion ¢ = go(£, n), so gilt nach

1 < ff o2d&dy. Ist B,, der Durch-
Ay) By, .
schnitt von B,; und J¢ = 1/2 und Bj, = B,, — B,,, dann geniigt

Definition der extremalen Linge

L L e reB,

00(&,m) = “ l

L > 1 (2)
0 fir CeB), ,

den gestellten Bedingungen. Bei dieser Wahl von (&, %) ist ff of d&dy
Bis

gleich dem Inhalt desjenigen schlichten Gebietes der w-Ebene, das als

. — 1 v ) 34
Bild von B,, durch w = - log (C — —2~) — 5 @ (—2~\) = 0, erzeugt

/

wird. Das Integral wird also majorisiert durch den Inhalt des Rechtecks,
das die Geraden Jw =+ 1, Ro —wlog(t — %) und Reo =
-log(Vt2 + } — 1) bestimmen. Es gilt danach fir ¢, > 1:

1 1
1+ —
1 1 V 4t} 2
Ty < ff o2 dfdn S——mlog —{wwlog ‘2 ] fa
( B2 Tt ] ——
2t
1. ¢ 1 1 1. ¢ 1 1 1
< 2 log 2 L " log— < loglE 4 |
zﬁlogt1 | ”logla : gnlo t1+75 T ] o also
28 24



1 1 ts 11
— L = —_— ¢
Aly) T = 1o ty w (3)
M, 1 )
Aus 5m  A) (1) und (3) folgt :
M, — 2 log ——2 (4)

—

Ausdemin B,, gelegenen Bogen von |{|=1¢>1 entsteht in der z-Ebene
eine einfache geschlossene Kurve I';, die z = 0 umschlingt. Mit

’rl(t):Min‘zl ’ 'rg(t):MaaXlZ|

zel't zeI't

folgt aus (4) nach dem Modulsatz

lim log 1( ) — lim log -2

t—>o0 t—> o0

= ¢ oder

72 (t)
2

lim r’(t)::C——-ec, 0<C<oo und j§=1,2,

t —>o0 t2

d. h.
r;t) = Ct*(1 + (@) , limeg(E)=0,7=1,2 (5)

t—> o

= |/—’OL(1 + mylry)) , ¢ = I/%?— (1 + na(ry)) (6)

lim 7, (r)) = lim 7,(ry) = 0 .

Ty—>» 00 g —> ©

3. Fiir jeden Wert a £ 0, 1,00 gilt m(r,a) = O(1), also
T(r,w)= N(r,a) + 0(1) .

und

Danach wird die Ordnung A der meromorphen Funktion w = w(?),

die F erzeugt, durch 4 = lim log N(r,2) :-I.ﬁlogl:%

r—> o0 log r 7—> 00

Die Zahl der auf B gelegenen Wurzeln {, von w(z({)) — a = 0, deren
Betrag hochstens gleich || > 1 ist, wird mit »(f, a) bezeichnet. Dabei
wird jede Wurzel so oft gezahlt wie ihre Vielfachheit angibt. Aus (5)

gegeben.

log n(r, a) -— log (¢, a)
und (6) fol Lim — 2% —= "7 also
) gt,__>°° log r % e logt
17 logw(t,a)
=i @

Mit &, =n,n =0,1,..., erhdlt man eine Fliache ¥, deren Erzeugende
wegen v(f,a) =1t -+ O(1) vom Mitteltypus der Ordnung 1/2 ist. Die
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gleiche Aussage iiber A gilt auch dann noch, wenn in jedem Modulpunkt
&, sich hochstens ¢ Modulkreise berithren und die endliche Zahl g von =»
unabhingig ist.

B wird nun in folgender Weise aus Moduldreiecken aufgebaut : Das
Dreieck D, mit den Ecken P:( = 4j,P,:{=j+ 1 und oo wird an

N
dem Kreisbogen P P, gespiegelt und ergibt ein Dreieck D, mit den Eck-
~
punkten P, P,, P,. Durch Spiegelung von D, an dem Bogen PP, ent-

2

;L

@ e X @
311 " | l Abb. 2

Koo @ =

,E

Ko @ = X = @

[ o 1 Tors g

x

steht D, mit den Ecken P, P,, P, usw. Nach m; — 1 Schritten erhilt
man in § <R <j + 1 m; Moduldreiecke mit dem gemeinsamen Eck-
punkt P. Bei gegebenen m,,j =0,1,..., ist B; und damit B fest-
gelegt. Abb. 2 zeigt den Streckenkomplex der Fliche F fir m; = j + 1.

Zu t; =74 % und festem u,1 < pu < oo, kann man die Zahlen m
so wihlen, daBB »(f;, @) = t§ + O(1) gilt, a fest und +# 0, 1, co. Daraus
folgt fiir beliebiges ¢ > 1,¢, < ¢t <{¢;,,

(t—1p—K<tt —K<v(t,a)<ti,, + K< (t+ 1+ K, also

log»(t, a) B

" ..
Togi plSnit) >0 fir t - oo,

d. h.
1—Tm log 7' (r, w) _
r—>w lOgT 2

Mit m; = 27 erhilt man wegen v({;,a) = 2/+1 4 O(1) = C2% + O(1)

logv(t;,a) ;. log 2
log ¢, " logt

(1 +¢()) >0 fir ¢, > o0,

also A = co. Durch Wahl der m; lassen sich also Flichen F angeben,
deren Erzeugende von vorgegebener Wachstumsordnung 4 sind, 3} <A< co.

4. Mit den Bezeichnungen aus 3. setzen wir my =1, m;, = m = 2x= 2,
My =1, my=m,..., My =1,Mp,,, =m,...;x Ist eine natiirliche
Zahl. Fir gegebenes a wird »,(f, a) gleich der Anzahl der mehrfachen
Wurzeln ¢,,|¢,1<t, auf B gesetzt, wobei eine k-fache Wurzel nur
(k — 1)-mal gezihlt wird. Dann folgt aus dem Aufbau von B aus Modul-
dreiecken
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v(t,a) = (m + 1)—%—}—0(1) , a#0,1,00,

2

wmm=m~n§+mn,nmww{ﬁmqg+mn,
&+ 0,

mmnzm%+0m, hmm:@%+q

und zufolge (5) und (6)
wlr,@) = 0+ Vi) . mireo) =
nlroo) = m — D Vrhy) . mir,0) =
n,(r, 1) = m Virkg(r)

mit limh;(r) =A4,0< 4 <oco. Wegen m(r,a) = O(1) erhalten wir
7 —3 00

nach Definition der Defekte und Indizes der algebraischen Verzweigtheit
aus (7)

2 3
5(°°)=m+1, 19(00)2%‘“m’
00) =} + g+ V=1, ®)

d(c0) + #(o0) + #(0) + (1) = 2 .

Danach wird man vermuten, daf3 unter den betrachteten Flichen F solche
vorkommen, deren Erzeugenden w = w(z) die folgende Defektvertei-
lung aufweisen:

d0) =0, #1)=1, &0)=0(o)=13. (10)

Das 1af3t sich in der Tat folgendermaflen
einsehen. Mit m,, = 1, myy,y = 2(a + 1)
o— x——o——x—-eo— €rhilt man (Abb. 3)

1 i I

H o —X—@ O X e X @

Abb.3 T ] | 1] RN
' x——-.—’i K—O—X-—O——T

R » x ® X L

WMo =1, Maxpt = 2 (x+1)
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2
v(t, a) =%—+0(t) n(r,a) =rh,(r), a#%0,1,00,

v(t,00) = 2+ 00 n(r,00) = rhy(r)

v, (t,00) = % + O(t) und nach (5), (6) n,(¢,c0) = —;— by (7) (9)
nt,0) =< +00) ma(r, 0) = o hy(r)

v (1, 1) = -t£-+ O(t) ny(r, 1) = rhg(r) .

Daraus folgt die Behauptung (10). w = w(z) ist vom Mitteltypus der
Ordnung 1. Es ist ohne weiteres moglich, meromorphe Erzeugende der
minimalen Ordnung 1/2 mit der Defektverteilung (10) zu konstruieren.
Mit myy = my,,, = 1 erhdlt man (Abb. 3)

dec)=1, H#O0)=d4(1)=31 und 1=1%.

Die Verzweigtheit 0(co) =1 — Tim Y% ger Stellensorte w = oo
rs>w 1 (r,w)
fallt bei den betrachteten Beispielen mit d(co) + #(co) zusammen. Sie

erreicht ihren Maximalwert 1 fir my,, = my,,; =1 und hat fir
m

5 t1

m —+ 1

Schranke 1/2 wird fir my, = 1, myy; = 2(a + 1) erreicht. In diesem
Falle gilt 6(co) = d(co0). Die eingeschalteten zweibldttrigen Windungs-
punkte iiber w = co bringen den Einfluf} des logarithmischen Windungs-
punktes auf die Defektverteilung zum Verschwinden, wihrend gleich-

zeitig die zusitzlichen algebraischen Windungspunkte wachsender Ord-
nung iiber w = 1 den Maximalwert #(1) = 6(1) = 1 erzwingen.

Mgy = 1, Mgy y =m = 22=2 den Wert § < 0(c0) = -< 1. Die

(Eingegangen den 19. Mirz 1955)

123



	Über eine Klasse Riemannscher Flächen.

