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Die Grundgleichungen der Flâchentheorie II
von W. Schebrer, Bem

§ 1. Einleitung

Im ersten Teil1) habe ich die Grundgleichungen der Flâchentheorie fur ein
beliebiges Parameternetz dargestellt mit Hilfe des Dreibeins r, t, 3t. Dabei
bedeutet

T~Dux resp. t Dvx (1)

den Tangentenvektor der -u-Linien (v konst.) resp. der v-Linien (u konst.)
und

Tr tlM=-^l (2)sinô v '

die Flâchennormale, falls man den Netzwinkel mit 8 bezeichnet. Speziell habe
ich die Ableitungsgleichungen, das heifit also die Darstellung der sechs nor-
mierten Ableitungen Dux, Dut, DM3t, Dvt, Dvt, Dv3t als Linearkombina-
tionen der Basisvektoren r, t und 31 so geschrieben, daB die sechs Linienkriim-
mungen yx, y2, xl9 x2, rl9 r2 des Parameternetzes neben dem Netzwinkel 0

explizite in Erscheinung treten. Dabei bedeuten yx, y2 die geodâtischen Krûm-
mungen, xl9 x2 die Normalschnittkrummungen und rl9 r2 die geodâtischen
Torsionen der u- resp. v-Linien. Die dermaBen gewonnenen Ableitungsgleichungen,

die wir hier nicht mehr benôtigen, sind angegeben als die Système (6)
und (7) in I, § 3. Sie bilden zusammen mit (1) ein totales System zur Bestim-

mung der Vektoren x, r, t und 31. Als zugehôrige Integrabilitâtsbedingungen
ergaben sich unter Beachtung der Definitionen I, § 3 (5)

ri y1 + DJ ; A y, - DV6 (3)

nacheinander folgende Gleichungen :

xx cos 6 + xx sin 6 x2 cos 6 — t2 sin 6 (4)

(5)

(EyJ, - (Gya)u + 6Ui) KEG sin 0 (6)

*) Dièse Zeitschrift Bd. 29, S. 180—198 (1955), im Text zitiert unter I.
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und
(Exx)v — [G(x2 cos 0 — r2 sin 6)]u

EGtr2rx — yx(x2 sin 0 + t2 cos 0)]
(#«2)u ~ \E(xx cos 0 + rx sin 6)]v ¦ * '

GE[rxr2 — y2(— ^ sin 0 + rx cos 0)]

In (6) ist K, die GAirsssehe Krûmmung, definiert durch

K x x 4- t t -\- (x x x t cotff 0 • (8)

Denken wir uns jetzt die GrôBen E, <? und 0 vorgegeben als Funktionen der
Parameter m,i;, so ist die Bedeutung der Integrabilitâtsbedingungen (4) bis (8)
folgende :

1. Die Relation (4) ist der Ersatz fur die Symmetrie der von uns nicht be-

nutzten zweiten Grundform.
2. Die Gleichungen (5) liefern Fx und F2, worauf sich aus (3) yx und y2 er-

geben.
3. Die Gleichung (6) liefert die LiouviLLEsche Darstellung der durch (8)

definierten GAtrssschen Krûmmung K.
4. Die Gleichungen (7) schlieBlich stellen das CoDAzzische System dar.
Insbesondere ergibt sich nun folgender SchluB : Fûhren wir (3), (5) und (8)

in (6) und (7) ein, so verfûgen wir in (4), (6) und (7) ûber vier Gleichungen zur
Bestimmung der vier Linienkrûmmungen xl9 x2) rx, r2. Damit ist die erste

Etappe in der Aufstellung der Grundgleichungen abgeschlossen.
Wir wenden uns jetzt zur zweiten Etappe, die auch schon in Teil I eingeleitet

wurde. Wir ziehen die mittlere Krûmmung H heran, welche sich nach I, § 3 (17)

ergibt aus der Formel

Definieren wir jetzt einen Hilfswinkel co durch

(10)
— r2

und machen wir auBerdem Gebrauch von der Abkûrzung

-K, (11)

so kônnen wir aus den Gleichungen (4), (8), (9) und (10) die vier Linienkrûmmungen

xx, xa, r1 und t2 berechnen. Es folgt :

(12)
H
H

+
+

J cos

Jcos
(10

(co

+ 0); r
-0); r

1 J sin

2 J sin

(co

(co

+
—

0)
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Dièses System unterscheidet sich vom System I, § 7 (10) nur dadurch, daB

aus Griinden der ZweckmâBigkeit das Vorzeichen von co umgekehrt worden ist.
Durch (12) werden die Linienkrummungen xl9 x2, rt, t2 auf die Flâehenkrum-
mungen H und J und den Hilfswinkel co reduziert.

Jetzt sind wir in der Lage, die geometrische Bedeutung des Winkels co zu
ermitteln. Betrachten wir nâmlich eine beliebige Flâchenkurve durch den
Punkt (u,v), deren Richtung daselbst mit der u-lÀide (v konst.) den
Winkel oc bildet, so gehen die Gleichungen I, § 7 (11) nach Ànderung des Vor-
zeichens von co ûber in

(13)

Dabei ist x die Normalschnittkrummung und r die geodâtische Torsion der be-
trachteten Kurve im Punkte (u,v). Wir erhalten somit

Satz 1. Dreht man eine Winkelhalbierende des Parameternetzes um den

Winkel — so fâllt sie mit einer Hauptkrûmmungsrichtung zusammen.
2»

Wir wollen daher den Winkel kurz Hauptwinkel nennen. Wir kônnen jetzt
das Ziel der weiteren Untersuchung folgendermaBen umschreiben : Es sollen
die Beziehungen zwischen mittlerer Krûmmung und Hauptwinkel bei vor-
gegebenem Linienelement ermittelt werden.

§ 2. Iiitegrabilitâtsbediiiguiigeii zweiter Stufe

Fuhren wir die Ausdriicke (12) des vorausgehenden Paragraphen in die
CoDAZZischen Gleichungen (7) daselbst ein, so verwandeln sich dieselben in ein
totales System fur den Hauptwinkel co, welches neben co nur noch die mittlere
Krûmmung H als unbekannte Funktion enthalt, da wir ja das Linienelement
als gegeben voraussetzen :

0)u Pu COS CO + P12 gîn

O)v P21 COS CO + ^22 gîn

^isrtj"+cotg0"ôj

OJ

shid-OJ

(2a)
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sii

ihôri

Qi

\ta fi>i>g o

0Jt

gel

cos

W.

EJ

EJ
1 i
771 J 1

ntegr
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sin 0-J

abilitâtsbedingu

Q2sin co + R

or
ng hat

0

die

(2b)

(3)

wobei die nur bis auf einen gemeinsamen Faktor /\(u,v) festgelegten Koeffi-
zienten vermittels der BELTEAMischen Operatoren V und A sowie weiterer an-
schlieûend zu definierender Operatoren Vi, Au V2 > A2 folgendermafien ge-
scbxieben werden kônnen :

A O — ^ —

2 V2{H,J)

-2Z

(4)

Die eben erwâhnten neuen Operatoren sind fur irgendwelche vorgegebenen
Invarianten 0(u,v) und W(u,v) folgendermaBen definiert :

—|-)*. + #(2/*, + -^-(2

cos

sinô suid ^ sinflj •
(5*)

sin2 6 V2(#, f) {Q*®«V» - E^0vWv) sin 0

FurUmrechnungszwecke notieren wir noch die BBLTRAMischen Operatoren :

(6)
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SchlieBlich erinnern wir noch an die Abkûrzung V^ fur S/(0,0). Wir
werden analog von den Symbolen Vi^ und V^ Gebrauch machen. Will
man (6) mit den traditionellen Formeln vergleichen, so ist zu beachten, daB

wir fur das Linienelement die Gestalt

s* E2ù2 + 2E0 cos 6ùv + G2v2 (7)
gewâhlt haben.

Will man explizite zum Ausdruck bringen, daB die Koeffizienten von (3)

nur vom Linienelement und von H(u,v) abhângen, so hat man in (4) das in
§ 1 (11) definierte Symbol

J=eVH*-K (8)

zu eliminieren. An Stelle von (4) tritt dann folgende Tafel :

A 1A 1

_AlH1- J

_ Aa-H
a"~ J

?- J2

A K
2J2

¦ 2H\/1H-V1{
J3

' 2H V2# - V2(

H 2H[HWH-
J*

¦ ¦
«> K

2J* "A

K,H)

K,H)

,B)] (9)

In (9) haben wir die Abktirzung J stehenlassen, soweit sie die Ûbersicht nicht
beeintrachtigt. Die Gleichungen (3) und (9) stellen nun die endgiiltige Fassung
der Integrabilitàtsbedingung zweiter Stufe dar. Wenn wir ihren EinfluB auf das

totale System (1) abklaren wollen, miissen wir beachten, daB die Operatoren (5)
im Gegensatz zu (6) keine Invarianten liefern. Unsere nâchste Aufgabe wird
also darin bestehen, die Wirkung der Parametertransformation auf die Operatoren

(5) zu ermitteln.

§ 3. Parametertransformation

Wir betrachten die in (5) des vorausgehenden Paragraphen in bezug auf die
Parameter u,v definierten Operatoren

Fûhren wir nun dureh eine Transformation
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u u{û, v)

v v(û, v)

neue Parameter û,v ein, so treten an ihre Stelle die Operatoren

(2)

P), At0, A2# (3)

Da die Funktionen 0 und W als Invarianten vorausgesetzt sind, ist die Be-
zeichnung durch (3) ausreichend. Die Frage ist jetzt, wie die Operatoren (3)
mit den Operatoren (1) formelmâBig zusammenhângen.

Da die Operatoren Vi und V2 nur erste Ableitungen enthalten, bietet die
Berechnung ihres Transformationsgesetzes keine Schwierigkeit. Das Gesetz

lautet

(4)

wobei die Koeffizienten oc, P definiert sind durch

cos 0

EG

EG

sin 6

Da, wie man leicht nachrechnet, gilt

oc2 + P2 - 1 (6)

stellt (4) eine orthogonale Transformation dar.
Die Verkoppelung der Operatoren Ai und A2^ den Operatoren Vx und V2

in den Formeln (4) des vorausgehenden Paragraphen und ihr gemeinsames Ein-
gehen in die invariante Relation (3) daselbst Iâ6t schon die Vermutung auf-
kommen, da8 sich die Ai > A2 kogredient zu den Vi, V2 transformieren kônnten.
Tatsâchlich zeigt die Berechnung, da6 die Vermutung zutrifft. Es gilt somit das
Gesetz

(7)

Normiert man den willkiirlichen Faktor in § 2 (4) auf A 11 so folgt aus
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(4) und (7) die weitere Transformation

Qi «Ci + PQt >
I

79

(8)

Fûhren wir (8) in § 2 (3) ein, so ergibt sich wegen der Invarianz von R auch das

Transformationsgesetz fur den Hauptwinkel o> :

cos ô> oc cos a) + P sin <o

sin cô — /? cos co + a sin co

Aus (9) und (6) schlieBlich folgt

« cos (co — co) j

/S sin (ô> — a>) I
(10)

Hieraus ergibt sich wegen § 1, Satz 1, die geometrische Bedeutung der Trans-
formationszahlen oc und fî.

Die zur Gewinnung von (7) erforderliche Rechnung ist ebenso verwickelt wie
umfangreich. Ich gebe daher einige Hinweise auf das von mir eingeschlagene
Verfahren.

1. Die algebraischen Umformungen werden ubersichtlicher, wenn man das
Linienelement § 2 (7) in seine ùbliche Gestalt ûberfûhrt, indem man setzt

=E*; B EG cos G2; D EG sin 6

so da6 also gilt

(11)

(12)

Die in § 2 (5) angegebenen Operatoren Ai, A2 lassen sich dann folgender-
maBen schreiben :

- 2AC<Puv]

+ [D(CAV - BBV) + B(BDV - CD

+ [D(ACU - BBJ + B(BDU - ADv)]0v

D(C0au -A0vv)
+ [DBV - (CDU + BDv)]0u

- [DBU - (ADV + BDtt)]0v

(132)

2. Es ist wichtig, die in den Fonneln (5) sich ankûndigende Zeichenbelastung
zu mildem. Wir gebrauchen daher die Abkûrzungen
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(14)

Es ergeben sich so die Transformationsformeln

ab0uu + (ad + bc)0uv + cd0vv + U20u

und

U30U

A =Aa* + 2Bac + Oc2

B Aab + B(ad + bc) + Ccd

G =Ab* + 2Bbd + Cd*

D D(ad - bc)

(15)

(16)

AuBerdem empfiehlt sich die Aufstellung derjenigen Tabelle, welche die acht
Ableitungen _ _(A-,.,.,1^) (17)
auf die 14 Ableitungen

(A^,...,D^,U1,...,Vt) (18)
reduziert.

In einer ersten Etappe werden nun die den Gleichungen (13) entsprechenden
Gleichungen

S^SA!*^... 52IÔA2* (19)

auf die Ableitungen (18) umgerechnet. Dabei zeigt sich, daB aile mit Ul9..., F3

behafteten Glieder herausfallen.
In einer zweiten Etappe werden dann die noch verbleibenden acht Ableitungen

(18) auf die acht Ableitungen

(AU,...,DV) (20)

reduziert. Jetzt kann man an Hand der mit &uu, &uv, &vv behafteten Glieder
feststellen, daB der lineare Anteil der Transformation von der Gestalt

(21)
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sein muB, wobei <x* und /S* gegeben sind durch

* _ B(Aab + Ccd) + AC(ad + bc)

„, D(ad - 6c) ' (22)

p AC

Hierauf kann man verifizieren, daû auch die mit &u und <PV behafteten Glieder
sich der Transformation (21) fûgen. Da nun aus (11) und (22) folgt

EGot* EÏÏoc ; EG$* EGp (23)

geht (21) liber in (4), w. z. b. w.
Das wesentliche Ergebnis dièses Paragraphen ist nun also, daB die beiden

Paare Vi^ï*), Va^^O und Ai*> A2* orthogonale Vektoren bilden.
Fur unsere Zielsetzung speziell wichtig ist die daraus sich ergebende Transformation

(8). Wir formulieren daher dièse Folgerung als

Satz 2. Die Koeffizienten Qly Q% der IntegrabiliiMabedingung zweiter Stufe
bilden einen orthogonalen Vektor.

§4.Folgerungen

Wir kehren jetzt wieder zurûck zum totalen System §2(1)

cou Pn cos co + Pu sin œ + Pt
P21 cos o> + P2a 8în co + P *

und der zugehôrigen Integrabilitâtsbedingung § 2 (3)

Qx cos co + Qt sin m + R 0 (2)

Wir haben nun zwei wesentlich verschiedene Fâlle zu unterscheiden, je
nachdem Qx und Q% auf der ganzen Flâche verschwinden oder nicht. Wir treffen
daher die

Définition 1. Eine Flâche heifie integrabel, wenn auf ihr libérait gilt

Qx Qt 0 (3)

DaB es sich dabei um eine invariante Eigenschaft der Flâche handelt, folgt
unmittelbar aus Satz 2, § 3. Infolge von (2) muB dann auch R tiberall auf der
Flâche verschwinden. In anderen Worten : Auf einer integrablen Flâche ist die

6 Commentarli Mathematici Helvetici
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Integrabilitâtsbedingung (2) identisch in u,v und œ erfûllt. Fur das totale
System (1) ist somit die klassische Voraussetzung erfûllt, und es ergibt sich

Satz 3, Auf einer integrablen Flàche kann der Wert des Hauptwinkéls w in
einem beliebigen Punkt der Floche vorgegeben werden, falls dieser Punkt kein
Nabelpunkt ist,

Auf Orund dieser Vorgabe ist nun durch das totale System (1) der Wert des

Haupturinkels fur jeden weiteren Punkt der Flàche festgelegt, falls dieser weitere
Punkt mit dem Ausgangspunkt durch eine Flàchenkurve verbunden werden kann,
welche keinen Nabelpunkt trifft.

Wichtig ist nun, dafi durch eine beliebige Ânderung des Anfangswertes von
a) weder das Linienelement noch die den Gleichungen

Qi Q* R o (4)

genûgende mittlere Krûmmung H(u,v) beeinfluBt wird. Da weiter durch
Linienelement, H und œ nach den Formeln (11) und (12) von § 1 die Flàche bis
auf Kongruenz festgelegt ist, ergibt sich als Folgerung

Satz 4. Jede integrable Flàche gestattet eine einparametrige Schar von Ver-
biegungen, bei welcher die Werte der mittleren Kriimmung erhaUen bleiben.

Natûrlich ist dieser Satz «im kleinen» zu interpretieren. Wie ein Blick auf
die Tafel (9) in § 2 zeigt, bilden die Flâchen konstanter mittlerer Krûmmung
die einfachsten Vertreter der integrablen Flachen. Der bekannte Satz liber die
Verbiegung der Flachen konstanter mittlerer Krûmmung ist daher in Satz 4

enthalten.
Wir wenden uns jetzt zu den nichtintegrablen Flachen. Nach Satz 2, § 3

ist nun neben R auch

Q=VQl + Ql^O (5)

eine Invariante. Jetzt kann man den Hauptwinkel œ aus der Gleichung (2) be-
rechnen. Setzt man abkûrzend

S VQ2 ~ R2 (6)
so findet man

cos (o — -^—^ ^8 ; sm m —

8
(7)

A r ctg %- + A r ctg -^-
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Aus den Relationen (5), (6) und (7) in Verbindung mit der Tafel (9) von § 2

erhalten wir also den

Satz 5. Ist eine Floche nicht integrabel, so kann mon ihren Hauptmnkél 6e-

rechnen aus dem Linienelement und der mittleren KriXmmung durch elementare

algebraische Prozesse in Verbindung mit Differentiationen bis zur zweiten Ordnung.

Da nun, wie schon erwâhnt, eine Flâche durch Linienelement, H(u,v) und
(o(u,v) bis auf Kongruenzen festgelegt ist, folgt weiter

Satz 6. Eine nichtintegrable Flâche ist durch dos Linienelement und die
Funktion der mittleren Krilmmung bis auf Kongruenz festgelegt.

Hieraus folgt nun unmittelbar die Umkehrung von Satz 4, nàmlich

Satz 7. Oestattet eine Flâche eine einparametrige Schar von Verbiegungen, bei

welcher die Werte der mittleren Krilmmung erhalten bleiben, so ist sie integrabel.

Fuhren wir sehlieBlich die Ausdrûcke (7) in die Gleichungen (1) ein, so
erhalten wir unter Beachtung von (5) und (6) das System

(8)

in das wir der Kûrze halber die Werte (7) fur cos co und sin co nicht einge-

tragen haben.
Es gilt somit

Satz 8. Ist eine Floche nichtintegrabel, so besteht ihre Integrabilitàtsbedingung
zweiter Stufe aus zwei partiellen Differentialgleichungen dritter Ordnung filr die
mittlere Kriimmung, deren Koeffizienten durch das Linienelement bestimmt sind.

§ 5. Zusâtzliche Formeln

Da es sich empfiehlt, die eingefûhrten Operatoren dem jeweiligen Zweck an-

zupassen, gebe ich sie hier noch in einer dritten Gestalt an, welche die in Teil I
gebrauchten absoluten Âbleitungen

- 1 *
¦ D =±_L (1)=¥ du ' v~ G dv

verwertet.
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W) (2)

P) (2,)

Um die A-Operatoren ûbereichtlich zu sohreiben, gebrauchen wir die Ab-
kûrzungen

Damit erhalten wir

sin2 0A# (DUDU + DvDv)0 - cos 0(DuD
\ (4)

2 sin 6 - tx cos 0)Du& - {yt sin 6 + t% cos 6)DV0

sin» 0Ai* cos 9(DuDtt + DVDV)& - (DuDv + DVDU) J

- (yt sin 0 + h)Du0 + (yt sin 0 - *,)!),* '

in2
(4a)

(cos 6yi-)D0 J

sin

Dièse Darstellung gewâhrt offenbar den besten EinbHck in den formalen Bau
der Operatoren. Sie wird allerdings dadurch erkauft, daB man beim Rechnen

vom Kommutator

DVDU — DUDV —~— Dv £?— Du (5)

Gebrauch maehen mu6.

(Eingegangen den 8. Mârz 1957.)
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