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Remarques

En principe, le tracé d'une droite par deux points donnés est un probléme linéaire
et projectif; il est soluble avec la régle seule. C’est bien ce que donnent les solutions
de LAMBERT et de D'OCAGNE. Cependant, si l'intersection des droites c_lonnées
s’éloigne indéfiniment, 1'une des droites données est inutile; le probléme perd son
caractére projectif; devenu métrique, il exige I'emploi du compas ou de ’équerre.
C’est ce qui ressort des procédés orthocentriques et des triangles semblables, qui
d’ailleurs deviennent I'équivalent des artifices classiques de tracé des paralléles, ou
méme perdent tout intérét.

Du point de vue de la briéveté des constructions avec la régle seule, le procédé
D'OCAGNE est supérieur a celui de LAMBERT, mais il conduit facilement A des cons-
tructions encombrantes, et on ne voit pas d’'un coup d’ceeil, & 'avance, I'ensemble de
la construction.

Si 'on emploie I'équerre, le procédé orthocentrique est excellent et généralement
peu encombrant, d’autant moins que les droites données convergent en un point
plus éloigné. I1 conduit en outre & ne marquer que deux points sur les droites don-
nées; peu encombrant du point de vue de la place exigée, il I'est aussi par le petit

nombre de tracés.
PauL Rossiker, Genéve

Kleine Studie zum Tangentialpolyeder

Es bezeichne V das Volumen und F die Oberfliche eines Tangentialpolyeders.
Unter einem Tangentialpolyeder verstehen wir hier ein konvexes Polyeder, dessen
Seitenflichen alle die Inkugel beriihren.

Eine in der Theorie der Polyeder wichtige Mafzahl, nimlich die sog. Kanten-
krilmmung, ist eng verwandt mit der folgenden GréBe K:

K :Zs,- - cotg —;l‘-.

Hierbei bezeichnet s; die Linge der i-ten Kante des Polyeders und ¢, den im In-
nern des Polyeders durchmessenen Neigungswinkel der beiden an der i-ten Kante
zusammenstoBenden Seitenflichen; die Summation ist liber simtliche Kanten des
Polyeders zu erstrecken.

Das Ziel der vorliegenden kleinen Mitteilung ist es, durch zweckmiBige Verwen-
dung einiger beim Tangentialpolyeder bestehenden stereometrischen und trigono-
metrischen Beziehungen gewisse Relationen abzuleiten, die zwischen den oben
eingefiihrten PolyedermaBzahlen K, F und V bestehen. Diese Relationen stehen in
engem Zusammenhang mit den allgemeinen Hauptformeln der Minkowskischen
Theorie der konvexen Kérper. Die vorliegende Studie zeigt, daB diese fraglichen
Relationen, insbesondere die isoperimetrische Ungleichung, im Falle des Tangential-
polyeders einen durchaus elementaren Charakter haben.

Mit den beiden klassischen Ungleichungen von MiNKOWSKI eng verwandt sind
die Beziehungen

K:—4aF >0 (1)
F:_3KV =0. (2)
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Durch Elimination von K (man quadriere etwa (2) und ersetze dann K2 nach (1))
entsteht aus (1) und (2) die beriihmte isoperimetrische Ungleichung

F3_36aV2> 0, (3)

welche bekanntlich die Tatsache ausdriickt, daB eine mit dem Polyeder oberflichen-
gleiche Kugel ein groBeres Volumen aufweist.

Eine fiir allgemeine Polyeder giiltige Ableitung von (3), die restlos mit elemen-
taren Mitteln arbeitet, liegt m. W. bis heute nicht vor. Zeigen wir jetzt, daB sich
im Falle eines Tangentialpolyeders fiir alle in den Ungleichungen (1), (2) und (3)
auf der linken Seite stehenden Ausdriicke sichtbar positive einfache Ausdriicke
ergeben:

Multiplizieren wir die Definitionsgleichung fiir K mit dem Inkugelradius  und

beachten wir, daB sich 7 cotg -%1 deuten 148t als Hohe in einem Teildreieck der an der

i-ten Kante anschlieBenden Seitenfliche, dessen Scheitel im Berithrungspunkt der
Seitenfliche mit der Inkugel liegt und dessen Basislinie durch die ¢-te Kante ge-
geben ist, so ergibt sich die Beziehung

yK =F. 4

Zerlegen wir andererseits das Polyeder in Pyramiden, deren Scheitel im Zentrum
der Inkugel liegen und deren Basisflichen durch die Seitenflichen des Polyeders
gegeben sind, so ergibt sich im Hinblick darauf, daB alle diese Pyramiden den In-
kugelradius r als Hohe besitzen, die Relation

rF=3V. (5)
Die Verbindung von (4) und (5) liefert endlich
K =3V. (6)

Wenn wir jetzt in dem in (1) stehenden Ausdruck F nach (5) und K nach (6)
ersetzen, so resultiert

9V 4
K’—4RF=7“°(V——§£73). (7)

Unterwerfen wir den in (2) stehenden Ausdruck der analogen Verwandlung, so
ergibt sich
F:—3KV =0. (8)

Indem wir noch im isoperimetrischen Ausdruck auf der linken Seite von (3)
F nach (5) ersetzen, so erhalten wir schlieBlich

F3—-36av:— 2" (V* 5-3’—‘ r’) , (9)

y3

Da nun V- %’1 3 den VolumeniiberschuBl des Polyeders gegeniiber der Inkugel

darstellt, ist hiermit gezeigt, daB di¢ drei MiNnxowskischen Defizite (1), (2) und (3)
fiir Tangentialpolyeder in der Tat nicht negativ sind. Insbesondere hat sich fiir das
isoperimetrische Defizit ein einfacher expliziter positiver Ausdruck ergeben.

H. HADWIGER, Bern
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