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Ein wichtiger Begriff der additiven Zahlentheorie

Als HiLBERT 1909 den schon 1770 von WARING vermuteten Satz bewies, daB jede
natiirliche Zahl sich als Summe von A-ten Potenzen natiirlicher Zahlen darstellen
laBt, deren Anzahl eine bestimmte, nur von 4 abhingige Schranke nicht tibersteigt,
hatte damit eine lange Entwicklung einen vorldufigen AbschluB gefunden. Heute
erscheint der WARING-HILBERTsche Satz als Spezialfall folgender allgemeiner Frage-
stellung, die als Hauptproblem der additiven Zahlentheorie bezeichnet werden kann:
Welche Eigenschaften muB eine Teilfolge 4 ={a,,a, ...} der Folge N ={1,2,3,. }
aller natiirlichen Zahlen besitzen, damit sich jede natiirliche Zahl » durch eine be-
schrinkte Anzahl von Summanden a; aus A darstellen 148t ? Es ist bemerkenswert,
daB die arithmetische Natur der Zahlen a; gar keine Rolle spielt, sondern nur die
Art ihrer Verteilung beziiglich N. Diese wird beschrieben durch den von SCHNIREL-
MANN eingefiihrten Begriff der Dichte einer Zahlenfolge. Da durch diese Begriffs-
bildung eine allgemeine Einsicht in die Darstellungsprobleme mdglich wird, ist
ein kurzer Uberblick gerechtfertigt. Fiir ein eingehenderes Studium sei auf den aus-
fithrlichen Bericht von RoHRBACH!) verwiesen, der die ganze einschligige Literatur

beriicksichtigt.
Es bedeute A(x) die Anzahl der a; < x aus der Folge A. Unter der Dichte « von 4

versteht man die untere Grenze der Quotienten — —~ ( ) . Es ist also A(x) = a # fiir alle

x>0, wobei 0 <a < 1. « kann nur positiv sein, wenn a, =1; das sei deshalb fiir alle
betrachteten Folgen vorausgesetzt.
3

Beispiel: 4= {1 2,4,7,11,18, 23, 25,28,31,31+3¢,...}3), a= 77

A(x
\’Vegen ? < P fur p < q hat — ( %)
einem emzelnen a, oder einer «Sequenz» mehrerer aufemanderfolgender Elemente

ein relatives Minimum unmittelbar vor

-1 erklaren Somit ist

a. Man kann « also auch als untere Grenze der Quotlenten

i—1=a(a;—1) und 1

a1+ [,

wo [w] die groBte in der reellen Zahl w enthaltene ganze Zahl bedeutet. Stellen wir

1) H. Roursach, Einige neuere Untersuchungen iber die Dichte in der additiven Zahlentheorie,

Jber. dtsch. Math. Vereinig. 48, 199—236 (1938).
2) Hier wie in den folgenden Beispielen soll # die Reihe der natirlichen Zahlen durchlaufen.
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die Elemente a; der Folge A als Gitterpunkte (a,—1; 7—1) in einem Kartesischen
Koordinatensystem dar, so liegen diese alle innerhalb oder auf dem Rand des von den
Geraden y=ax und y= x im ersten Quadranten abgegrenzten Winkelraumes. Dabei
muB auf y=ax neben (0; 0) mindestens noch ein weiterer Punkt der Folge liegen.
Man kann also die Elemente a; unter Beibehaltung der Reihenfolge weitgehend ver-
schieben, ohne die Dichte der Folge zu d4ndern. Aus a=1 folgt A=N.

Zu jeder positiven rationalen Zahl « = %! p<gq, (p, q)=1 laBt sich eine Folge A
der Dichte « so konstruieren, daB
1 [ g ei=h)
a=14 [0 =14 [ £2
i % 1—1 v s
Hier 1st P = % nur fir i=mp+1 (m=1,2,3,..)).

Diese Folge heie Normalfolge der Dichte «. Jede andere Folge A der Dichte «
hat mit der Normalfolge sicher ein Element a,,,,,=mg+ 1 gemeinsam. Man kann A
aus der Normalfolge ableiten, indem man dieses Element festhilt und die iibrigen
geeignet nach links verschiebt.

Beispiele fiir Normalfolgen: a= A={1, 4, 8, 12, 15, 19, 23, 26, ...}.

[ :lw

Arithmetische Reihe: a= — (4 ganz) a,=1+(1—1)d.

Um den Zugang zu dem in der Einleitung erwihnten allgemeinen Darstellungs-
problem zu erhalten, definiert man als Summe von s = 2 beliebigen Folgen 4, ={“(,}»
Ay,={a,},... die Folge C aller verschiedenen positiven Zahlen von der Form

C;=64; +&a; + - +&a;  (e,=0 oder 1).

Beispiel: A={1’6’7'15'l7’18‘ 18+¢, } = %—
B={1,7,16,17,17+¢, ...}, ﬁzii'
C=A+B={1,2;6;7:8»13n14'14+t‘"'}’ V= §

Die so definierte Summenbildung ist assoziativ, es ist also symbolisch geschrieben
C=A4,+ (Ay+As+---+A)=A;+4,+-- -+ 4,.

Man kann sich beim Studium der Summe somit auf den Fall s=2 beschrinken. Von
besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall 4;=A4,=:--=A4,. Man schreibt C=s4.
Es lassen sich alle natiirlichen Zahlen mit einer beschrinkten Anzahl von Summan-
den aus 4 darstellen, wenn es eine endliche Zahl % gibt, so daB 24 = N. Die kleinst-
mogliche Zahl % heiBt Ordnung von A. Die allgemeine Losung des Darstellungs-
problems wird gegeben durch den

Hauptsatz: Jede Folge von positiver Dichie besitzt eine endliche Ordnung.
Als ersten Schritt zum Beweis des Hauptsatzes hat man die Dichte y der Summe
C=A + B mittels der Dichten « und § der Summanden abzuschitzen. Nach Laxpaugilt

(*) yZa+f—ap
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Beweis: Man erhilt sicher folgende verschiedene c,<x:

1. A(x)=ax Zahlen aus 4: a,=1, a, ..., a4y,
2. je B(agy—a;— 1) = f(a;.4—a;—1) Zahlen a;+ b, zwischen a; und a,,,, 1<1<A(x),
3. B(x—ay ) 2P (x—ay,) Zahlen a,,)+0,<x

Durch Addition ergibt sich

C(x)ZA( )+/3(aA(z) —(A(x) 1)+ x—a,y)
z)+pB(x—A(x )) Bx+(1—p)A(x)
Eﬂx+(1 Plax=(a+pf—ap)x w. z. b. w.

Ist a=p, so folgt y=2a—a?t=1—(1—«)2
Wegen a+1—(1—a)*—a[l—(1—a)*]=a+ (1—a)[1— (1—a)*]=1—(1—oa)*+!
erhilt man fiir die Dichte y, von kA4 durch vollstindige Induktion

y=1—(1—a)*.

Fiira+ g =1 4Bt sich sofort y =1 nachweisen. Wir diirfen « >0 voraussetzen, weil
sonst #=1 und B=N. Liegt x>1 nicht bereits in 4, so ist A(x—1)=A4(x)=
ax >a(x—1). Es gibt B(x—1) positive Zahlen x—b,<x— 1. Wegen

A(x—1)+B(x—1)>(a+p) (x—1)=x—1

ist einmal a,=x—b,, also x=a,+ b,, w.z.b.w. Hat A4 eine Dichte a =4, so ist somit
24 =N, dasheiBt 4 hat die Ordnung 2. Ist 4 zum Beispiel die Folge der abundanten?)
Zahlen inklusive der vollkommenen Zahlen, so ist nach BEHREND A (x)< 0,47x. Die
Folge der defizienten Zahlen, die neben 1 auch alle Primzahlen enthilt, hat somit
eine Dichte $=0,53. Es 148t sich also jede natiirliche Zahl als Summe zweier defi-
zienter Zahlen darstellen.

Ist «<4, so bestimme man die kleinste natiirliche Zahl m, so da 1— (1—a)™ =,
dann ist 2(mA)=2mA =N, und fiir die Ordnung von A gilt: £ < 2m. Damit ist der
Hauptsatz bewiesen.

Aus der m bestimmenden Ungleichung folgt

Izl-o)™, —Inis-mln(l—a),

In 2 1 In 2 In 2
mg——lnx(ll—a):‘&” o na‘ < o °
1+'—2*+ *3“'1“""

Das liefert eine neue, allgemein giiltige Abschitzung fiir die Ordnung % aus «:
E<2m= [21n2]+1_ [1 39] +1.

Fiir geniigend groBe « ist diese Abschdtzung genau, zum Beispiel o= % , k=2

Will man die Schranke fiir 2 verbessern, so muf3 die Abschitzung (*) fiir die Dichte
y von A + B verbessert werden. Wegen y=1 fiir a + #=1 erscheint es wahrscheinlich,
daB allgemein y=>a+ g gilt. Fiir spezielle Folgen, zum Beispiel Normalfolgen, kann

1) Eine Zahl heit abundant, vollkommen oder defizient, je nachdem die Summe ihrer echten Teiler
(multiplikativer Inhalt) gré8er, gleich oder kleiner als die Zahl selbst ist,
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diese Vermutung leicht bestitigt werden. Merkwiirdigerweise ist aber bis heute noch
kein allgemeiner Beweis bekannt geworden, obwohl sich zahlreiche Autoren mit der
Untersuchung von y beschiftigt haben. Nur fiir den Spezialfall = # hat KHINTCHINE
durch eine komplizierte, aber elementare Induktion y=2« und damit y,=%« be-
weisen konnen. Aus diesem Resultat ergibt sich als Verbesserung der oben hergelei-
teten Abschitzung fir die Ordnung von 4

p< [—1—]+1.
[0 2

Die hier mitgeteilten Resultate haben eine Bedeutung nur fiir Mengen positiver
Dichte. Fiir diese ist das Darstellungsproblem vollstindig elementar. Die klassischen
Folgen F (Quadratzahlen, #-te Potenzen, Polygonalzahlen, Primzahlen inklusive 1)
haben jedoch verschwindende Dichte. Man kann aber zeigen, daB mF bei geniigend
groBem m positive Dichte hat. Fiir die Folge der Primzahlen inklusive 1 ist nach
SCHNIRELMANN m=2, somit hat diese Folge eine endliche Ordnung . (Aus der
Richtigkeit der GoLpBACHschen Vermutung wiirde 2= 3 folgen.) Fiir die Quadrat-
zahlen ist bekanntlich 2=4, wihrend die Dichte von 2 F noch verschwindet. Es ist
also moglich, daB die Summenfolge zweier Folgen der Dichte 0 die Dichte 1 hat.

Zusammenfassend stellen wir fest, daB die Hauptaufgabe beim Beweis des Dar-
stellungsproblems fiir eine gegebene Folge die Berechnung ihrer Dichte oder der-
jenigen einer Summenfolge ist, doch ist dies meist nur mit analytischen Hilfsmitteln
moglich. E. TrosT, Ziirich

Mathematische Aufgaben
aus dem Gebiete der Gasreaktionen?)

Reaktionen vom Typus A—>B: i = 0.

Beispiele?): Cest+ Oz > CO,
3 Fej+ 4 H;O >Fe,O,+ 4 H,

Bei beliebigen Anfangswerten der Gasphasen erhilt man lineare Gleichungen fiir die
UmsatzgréBe x, sowohl in molaren Konzentrationen als in Partialdrucken. Die ¢ sind
direkt berechenbar, ebenso M.

Reaktionen vom Typus A>2B: 1= —1.

Beispiele: Cly,>2Cl
H,>2H
N0, >2NO,
Crest+ 0, >2CO?)

1) Siehe Heft Nr. 3, S. 46-53.
3) Die festen Phasen scheiden aus der Gleichgewichtsgleichung aus, da ihre Dampfkonzentration ver-

nachlissigbar klein ist.
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