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Eine Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar ist

Gewohnlich wird nur gezeigt, daB einige klassische geometrische Aufgaben, wie
die Dreiteilung eines Winkels, die Volumenverdoppelung eines Wiirfels, die Kon-
struktion gewisser regelmissiger Polygone, die Quadratur eines Kreises, mit Zirkel
und Lineal nicht gelost werden konnen. Zahlreiche andere Fragen der elementaren
Geometrie fiihren ebenfalls auf solche Probleme.

Ein Ingenieur berichtete mir, daB er sich schon lange vergeblich bemiihe, einc
Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten ¢ und b und dem Inkreisradius p zu
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finden. Es soll gezeigt werden, daB es eine solche Konstruktion mit Zirkel und Lineal
nicht gibt.

Es sei @ = b. Als viertes Stiick bestimmen wir dic halbe Seitensumme s — a-+2 te .
dann gilt bekanntlich

o - (s—a) (s—b) (s—¢) _ (s—a)(s—b) (@4 b—25)
. : p .

Wir erhalten daher fiir die Unbekannte x==s die Bestimmungsgleichung dritten
Grades [(9)= (- ) (x—b) (5 a—b) + g2
—~x3-2x%a+b)+x(p?=-3ab+at+b%)—abla+ b)=0. (1
Hieraus folgt
f0)=--abla+b) <0, [(b)=0*b, [(a)==p%, fla+b)=g%a+D). (2)
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Die Gleichung (1) hat daher immer eine reelle Wurzel 0 < x, < 6.
In einem Dreieck gilt stets

und <. < aotb

a=b, 3 5 , also

fj—'—;jg—c—- <a+b, oder a+4b>x=5s>u.

Loésungen unseres Problems licfern daher nur Wurzeln der Gleichung (1), die dem
Intervall (a;a+ b) angehéren. Da die Gleichung (1) stets eine reelle Wurzel besitzt,
die auBlerhalb dieses Intervalles liegt, so hat unsere Aufgabe nur Lésungen, wenn die
Gleichung drei reelle Wurzeln hat.

Die Kurve y=f(x) schneidet nach (2) die Gerade y=p2x immer in den drei
Punkten 4 (b|p?b), B(a|g*a), C(a+b|p?(a+b)), da auBerdem f(0) <0 ist, kénnen
die weiteren Nullstellen von f(x) nur zwischen @ und a+ b liegen. Unser Problem
hat daher fiir ein gegebenes Wertetripel a, b, ¢ entweder 0, 1 oder 2 Losungen, jc
nachdem die Gleichung (1) eine reelle Wurzel, eine Doppelwurzel oder drei ver-
schiedene reelle Wurzeln hat.

Die allgemeine Gleichung dritten Gradcs

a4 dgx+ay =0
hat drei reelle Wurzeln, wenn ihre Diskriminante
D=alai+ 18a,a,a;~4atag—4al-27a2 =0
ist. In unserem Falle ist
ay=—2(a+b), ay=p*+3ab+a%+06% ag=—abla+b).

und somit ergibt sich

D=—4p%—4p%(2a%+7ab+25?)

—4p2 (a*—adb—a?b?—ab3+ b4 +a?b2(a—b)2= 0.
Zu jedem Tripel a, b, p, welches dieser Ungleichung geniigt, gibt es Dreiecke mit den
Seiten a, b und dem Inkreisradius g, aber ob dieselben mit Zirkel und Lineal ge-
funden werden konnen, ist damit noch nicht entschieden. Fiir die speziellen Werte
a=2 und b=1 wird
=—4(0%+24p%+3p2—-1) = 0.

Nach der Zeichenregel von DESCARTES hat die Gleichung
08+24p%+3p%2—-1=0.

eine positive Wurzel, und zwar ist g, & 0,388.
Mit a=2, b=1 gibt jedes 9= 0,388 ein Zahlentripel, das zu einem reellen Dreieck
gehort. Insbesondere fiir a=2, b=1, p=0,3 nimmt die Gleichung (1) die Form an

x3—-62x2411,092—6=0.
Diese Gleichung multiplizieren wir mit 1000 und setzen

10x=y+20,
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dann erhalten wir eine Gleichung in der Normalform mit ganzzahligen Koeffizienten
g(y)=vy3-91y4+180=0. (3)

Eine solche Gleichung hat entweder reelle ganzzahlige oder irrationale Wurzeln.
Wegen

g(—11)=—150, g(—10)=90, g(2)=6, g(3)=—066, g(8)=—36, g(9)=90,
gilt fiir die drei Wurzeln der Gleichung (3)
—11<y, < —10, 2<y,<3, 8<y;<9.
Die Gleichung (3) hat demnach keine rationalen Wurzeln. Eine kubische Gleichung
y3+ay+b=0

mit rationalen Koeffizienten, die keine rationale Wurzel hat, ist aber auch nicht
durch eine Kette von Quadratwurzeln 16sbar?). Die Wurzeln der Gleichung (3) sind
daher nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar, daher gibt es auch fiir die allgemeine
Aufgabe keine solche Konstruktion, denn diese miiBte unser spezielles Beispiel mit-
umfassen.

Natiirlich ist das nicht so zu verstehen, daB es keine Tripel a, b, g gibt, aus denen
das zugehorige Dreieck konstruierbar wire. Ist zum Beispiel a=5, b=3, g=1, dann
heiBt die Gleichung (1)

x%3-16x2+80x — 120=(x—6) (x2—10x+ 20)=0,
das heiBt sie ist reduzibel geworden. Die Losungen
Zy=58=6 und x,=s5,=5+}5

fiithren zu den Dreiecken mit den Seiten a=5,b=3,c=4unda=>5,b6=3,¢c=2+42 V5
die aus den gegebenen Zahlenwerten leicht konstruierbar sind. Es gibt aber keine
Konstruktion mit Zirkel und Lineal, die in jedem Falle zum Ziele fithren wiirde.

P. BUCHNER, Basel

Schweizerische Mathematische Gesellschaft

35. Jahresversammlung, 8. September 1946, Ziirich

Programm

J.-P. SybLER (Ziirich): Hyperquadriques de révolution et droites associées.

I5. SPECKER (Ziirich): Uber den Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppen und
zweiten Homotopiegruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten.

H. Bierr (Bern): Eine neue Methode zur Losung von Randwertproblemen der Varia-
tionsrechnung.

I>. BipaL (Lausanne): Déterminants, dont les él¢éments sont des formes a multiplication
extérieure.

Yy WeBer-WELLsTUIN, Encyklopidie der Elcmentar-Mathematik, 3. Aufl., § 109.
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