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8 P.BucHNER: Bemerkungen zum Satz von Bernoulli

Es seien P und Q die beiden gegebenen Punkte und K der durch 4;(:=1,2,...,5)
bestimmte Kegelschnitt (Figur 4). Der gesuchte Kegelschnitt soll durch die Punkte
A,, A,, Pund Q gehen und auBlerdem K teriihren. Er gehort also zu dem durch diese
vier Punkte bestimmten Biischel. Nach Satz III schneidet K jeden Kegelschnitt
des Biischels noch in je zwei Punkten, deren Verbindungsgeraden durch einen auf
PQ gelegenen Punkt S gehen. Wir kénnen diesen Punkt S mit einem beliebigen Exem-
plar des Biischels konstruieren und nehmen deshalb den durch die Geraden A4,Q und
A, P gebildeten entarteten Kegelschnitt. Der gesuchte Kegelschnitt ist also durch die
vier gegebenen Punkte und den Berithrungspunkt der Tangente von S an K bastimmt.
Es gibt somit zwei Losungen. Die Beriithrungspunkte finden wir als Schnittpunkte
von K mit der Polaren s von S beziiglich K.

I'. THoMissSEN, Heerlen, und G. Tromp, Sittard.

Bemevkung dev Redaktion: Im Anschlu3 an die obige willkommene Mitteilung méchten

wir auf den schonen Aufsatz von K.ROHN, Ableitung einiger Kegelschnittsitze mit Hilfe
von Schnittpunktsdtzen (Jber. dtsch. Math.-Ver. 76, 359—-377 [1907]) aufmerksam machen.

Bemerkungen zum Satz von Bernoulli

Der Satz von BERNOULLI kront die elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung,
daher sollte dieses Theorem auch im Schulunterricht die Wahrscheinlichkeitsrechnung
beschlieBen. Im folgenden soll ein Beweis skizziert werden, der nur Begriffe und Sitzz
verwendet, die iiblicherweise behandelt werden.

Aus einer Urne werde eine Nummer x gezogen. p sei die Wahrscheinlichkeit, diese
bestimmte Nummer x zu ziehen, und ¢ die Gegenwahrscheinlichkeit, so daf3

p+qg=1

ist. Dieses Experiment werde, bei gleichbleibender Wahrscheinlichkeit p, #-mal wie-
derholt; dabei kann die Nummer » =0, 1, 2, ..., #n-mal gezogen werden. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein »-maliges Eintreffen des Ereignisses bei #n-maliger Wiederholung
ist nach NEwWTON

w1 = (1) v

wotei
Yw) =X () pr o= +9n -1 &)

ist. Zum Beweise unseres Satzes benétigen wir den Mittelwert oder Erwartungswert
E(r) = r und die Streuung ¢%(r) dieser binomischen Verteilung. Die Umformung

n nly (n—1)! . n—1
'(r) T m=nt =D [(n=1) = (r—1)]! *"(7_1) (2)

erlaubt die Berechnung des Mittelwertes

r 272: rw,(r) = 2:' r (’:) PrgtT=mn p'é";’ (7: :i) pr-1g(n-1-(r-1),

r=
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somit nach (1)

7=mnbp. (3)
Ebenso einfach ist die Berechnung der Streuung
o%(r) = 2 (r —n2w,(r) = 2 r2w,(r) — 2 72 rw,(7) + ?22 w, (7).
r=0 r=0 r==0 r-0

Nach (1) und (3) folgt hieraus
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Verwendet man wiederum die Umformung (2), so folgt

a2(r) = 2:’,, " (’;:i) T —mpie=mn 152”’,. (7::1) pr-1gn-1 (-1 _ 42 p2,
r= r=1

Wir setzen » — 1 = ¢ und erhalten

a¥r)=mn pni'l(t +1) (n-t—l) ptgin-1—t _ y2 p2

Z’lt (nt—l) Ptq(n—l)-—t_*_"z_,l (nt—l) pt q(n—l)—t} — n2p2,
£=0

t=0

Mit (1) und (3) ergibt sich hieraus

0'2(7)=np{(1z—1)p+1}—n2p2:nﬁ(1——p)::npq.

Entsprechend seiner Definition ist der Mittelwert  die Abszisse des Schwerpunktes
der Einheitsfliche, die von

:n?

wafr) = (1) 474"
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umschlossen wird. Unschwer kann bewiesen werden, daB r auch die Trefferzahl mit
der gréBten Wahrscheinlichkeit ist, jedoch ist diese Tatsache fiir den Beweis nach
BienayME!) und TSCHEBYSCHEFF2) unerheblich.

Der in Figur 1 schraffierte Bereich iiber 7 — % bis 7 + & umfaBt ein Gebiet um den
Schwerpunkt. Fiir irgendein positives % gilt dann die Abschitzung

”

F—k "
o) =) (r = 12w, (r) > Y (r — N2war) + ] (r — 7)2w,(r), (4)

r=0 r=r+k

da die zum schraffierten Bereiche gehdérenden positiven Summanden weggelassen
wurden.

Die Summanden auf der rechten Seite der Ungleichung (4) beziehen sich auf die
Trefferzahlen 7, die zum nichtschraffierten Gebiete gehoren, fiir die also

|lr—7| >k

ist. Daher kann die rechte Seite der Ungleichung (4) abermals verkleinert werden
dadurch, daB der Faktor | — 7| durch seinen kleinsten Wert % ersetzt wird:

o?(r) > k? {Ewn(r) + 2’: w,,(r)lI . (5)
r=0 r=r+k

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Trefferzahl » zum schraffierten Bereich gehort,
daB also

lr —7| <k
gilt, heile
r+k
S(k) = wy(r)
r=t—Fk

Damit bringen wir die Ungleichung (5) auf die Form

o%(r) > k2[1 — S(k)]
oder aber

gl
Sth) > 1~ . (6)
Diese Ungleichung von BieNaAYME und TsCHEBYSCHEFF wenden wir auf die bino-
mische Verteilung an, wo g% = » p ¢ zu setzen ist. AuBerdem setzen wir fiir die halbe
Breite des schraffierten Bereiches

k=mne,

wobei ¢ eine beliebig kleine positive GroBe bezeichnet. Dann folgt aus (6)

Sy >1- 221 _ 1 _ P9 (7)

n? g2 n &2

1) J. 1. BiIENAYME, Considérations & Pappui de la décowverte de Laplace sur la loi des probabilités dans la
mdthode des moindres carrés, C. r. Acad. Sci. Paris 37, 159-184 (1855).
%) P.L.TscHEBYSCHEFF, J. Liouville [II] 12, 177-184 (1867).
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Fiir das #-mal wiederholbare Experiment sind p, ¢, ¢ vorgegebene, feste Zahlen. Wie
klein & auch gewiahlt wird, so wird dech S(e) mit wachsendem # gegen 1 streben. Die
Wabhrscheinlichkeit S(g), daB die Trefferzahl » zwischen #n (p —¢) und n (p + ) liegt
oder daB die relative Trefferzahl »/»# sich von p um weniger als ¢ unterscheidet, da3
also

4
;i‘—p|<8

ist, geht mit wachsender Versuchszahl » gegen 1.

Beispiel. Die Zahl 6 trete beim Wiirfeln mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 auf. Wie
groB3 muB die Zahl der Wiirfe » gewahlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit 0,999
dafiir betrdgt, daB die relative Trefferzahl »/» sich von 1/6 um weniger als ¢ = 1/60
unterscheidet ?

Nach (7) gilt

1 5

6 6
1

" 3600

S(e) >1— > 0,999

oder
n > 500000.

Wird dieser Wiirfel 500000mal geworfen, so kann man 1:999 wetten, da die
beobachtete relative Trefferzahl /500000 sich von 1/6 um weniger als 1/60 unter-
scheidet, das hei3t, da3

4 1 1
500000 ~ 6| < 60

ist, oder daB fiir die wirklich beobachtete Trefferzahl gilt
75000 < 7 < 91667.

Eine schirfere Abschitzung zeigt, daBl nur » > 5 415 sein muB.
P. BUCHNER, Basel.

SOR——

Eine kombinatorische Systematik der Punktmengen

In Erginzung zum sonst iiblichen Vorgehen bei den Grundbegriffen der Punkt-
mengenlehre sei hier eine von kombinatorischen Gesichtspunkten getragene Syste-
matik gegeben.

Wir nehmen einen gewshnlichen euklidischen Gesamtraum (Gerade, Ebene) an und
in ihm eine Punktmenge M, deren Komplement auf den Gesamtraum M heiBen
moge. Wir klassifizieren nun einen beliebigen Punkt des Raumes nach folgenden drei
Fragen: 1. Ist er Punkt von M ? 2. Ist er Hiufungspunkt von M ? 3.Ist er Hiufungs-
punkt von M? — Die rein kombinatorisch vorhandenen acht Mdoglichkeiten treten
nicht alle auf, weil ein Punkt sicher mindestens Hiufungspunkt von M oder von M
sein muB. Die gleichzeitige Verneinung der 2. und 3. Frage scheidet also aus.
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