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Eine charakteristische Eigenschaft der Rotationsflichen
zweiten Grades

Herr W. BLASCHKE hat kiirzlich folgenden schénen Satz bewiesenl): Die einzigen
Eiflichen, auf denen die Schattengrenzen bei Parallelbeleuchtung eben sind, sind die
Ellipsoide. Uberlegt man sich einen Beweis dieses Satzes fiir den Spezialfall rota-
tionssymmetrischer Flidchen, so erhidlt man folgendes Resultat: Die einzigen Rota-
tionsflichen, auf denen die Schattengrenzen bei Parallelbeleuchtung eben sind, entstehen
durch Drehung eines (eigentlichen oder uneigentlichen) Kegelschnitts um eine seiner
Achsen. Dass die Eigenschattengrenze einer solchen Rotationsfliche zweiten Grades
eben, also selbst ein Kegelschnitt ist, ist eine bekannte Tatsache, die sogar bei einer
im Endlichen liegenden Lichtquelle gilt. Die Umkehrung scheint hingegen weniger
bekannt zu sein. Die folgende Darstellung lasst sich aber vielleicht in jedem Fall da-
durch rechtfertigen, dass sie ein sinnvolles, im Unterricht verwertbares Beispiel fiir die
Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades gibt. Der Formalismus dieser
Diskussion wird als bekannt vorausgesetzt?).

Wir benutzen das in der Darstellenden Geometrie gebrduchliche, in der Aufriss-
ebene 7, liegende Koordinatensystem x, z. Die Lichtstrahlen sollen senkrecht von
oben, also parallel zur z-Achse einfallen. Die Gleichung der Rotationsachse sei
z=1p x. Die Fille p =0 und p = oo konnen als trivial beiseite gelassen werden.
Ferner kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit » > 0 annehmen. z = f(x)
sei die Gleichung der Meridiankurve, die als differenzierbar vorausgesetzt wird.

Zwei zu m, symmetrische, im Aufriss in einen Punkt Py(x,; z;) zusammenfallende
Punkte der Eigenschattengrenze erhilt man nach der «Kugelmethode» in folgender
Weise: Py(x,; f(xo)) sei ein Punkt der Meridiankurve. Die Kurvennormale in F,
schneide z = p x im Punkt Pj(x,; z,). Dann schneidet die Horizontale z = z, das Lot
von P auf z = p x im gesuchten Punkte P,. Man erhilt
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1) Math. Nachr, 15, 258 (1956).

2) Vergleiche etwa L. LocHER-ERNST, Differentsal- und Inlegralrechnung (Birkhauser Verlag, Basel 1948),
S.477-483.
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Soll die Eigenschattengrenze eben sein, so miissen die Punkte P, auf einer Geraden
z = q x + k liegen. Setzen wir fiir x,, f(x,), f'(x,) wieder x, z, 2’, so ergibt sich nach
einiger Umformung die Differentialgleichung

z’(z——qx——k)——-qz-l—-g—lpp‘—ﬁix—}-—g—. (1)

Durch die Substitution ¥ =2 —¢x — k, 4’ = 2z’ — g geht (1) iiber in

L dw _ o g—p)(pgt)) | k(pa+1)

Z dax """ p ot =y (2)
Die Integration von (2) liefert
(z—qx— k)= (q—ﬁ);Pqul) x2+-—-—-—-——~———2k(7bpq+1) x + K, 3)

wo K eine Integrationskonstante ist. (3) erhdlt nach Umformung die Form der all-
gemeinen Gleichung zweiten Grades

g(x,2)=Ax*+Bx2+C22+Dx+Ez+F =0, 4)
wobei

pP—qa+1q 26
= ee——— = — 5 .—_1’ = ——,
A tPe, B=-2q, C D A

E=-2k, F=k—K.

Die Diskriminante von (4) hat den Wert

A=B'_4AC= 4(q—1>)p(M+1).

Es sei zunichst 4 # 0. Der Mittelpunkt M des durch (4) dargestellten Kegelschnitts
hat die Koordinaten

k

xszl‘—(ZCD—BE)=-m,

b.lb—l

ZM==

M liegt wegen zp = p xp = q xpy + k sowohl auf der Rotationsackse als auch in der
Ebene der Schattengrenze. Fiir die Richtungen m,, m, der Achsen von (4) erhilt

man aus N
2m B 2p
1-m* A-C  1-9¢°

tg2a =

die Werte m, = p und m, = —1/p. Damit ist gezeigt, dass die Rotationsachse z =9 x
eine Achse des Kegelschnitts ist. Sie sei die §-Achse eines (§, {)-Koordinatensystems
mit dem Ursprung in M. In diesem System hat die Meridiankurve eine Gleichung

von der Form
Ug+Vit=W. (5
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In unserem Fall ist, wenn vy das Vorzeichen von B bedeutet,

1

U=7(A+C+vBV(A—C)2+Bz)=L;q»

V= (A+C—v,V(A -0 1 BY) = pg+1,
kA

W=—g@u ) =K - g—0w-

A <0 (Ellipse): ¢ — p und p g + 1 miissen verschiedenes Vorzeichen haben. Da
g>$p>0, pg+1<0 unmoglich ist, gilt ¢ —p <0, p¢g+1>0. Hieraus folgt
—1/p < g < p. Fur W > 0 ist die Ellipse reell.

A > 0 (Hyperbel): In diesem Fall ist entweder ¢ > p > 0 oder ¢ < —1/p < 0. Ist
W= 0, so ist die durch (5) erzeugte Rotationsfliche je nach der Grésse von K ein
einschaliges oder ein zweischaliges Hyperboloid. Ist W= 0, so liegen zwei reelle
Geraden durch M vor, die einen Rotationskegel erzeugen.

A =0 (Parabel): a) ¢ =p > 0. Bei Drehung des Koordinatensystems um den
durch tga =B/2 A = —1/p bestimmten spitzen negativen Winkel « geht (4) iiber in

2RVPE+1E =0 (p2+1) 24+ p (B2 —K). (6)

Die Parabelachse fillt also mit der Rotationsachse zusammen. Ist 2 =0 und K > 0,
so zerfdllt (6) in zwei zur Rotationsachse parallele reelle Geraden, die einen Rotations-
zylinder erzeugen.

b) pg+1=0, ¢=—1/p. (4) erhdlt die Form

Li—k)=K
(z + ? X — ) =,
Fiir K = 0 sind das zwei parallele, zur Rotationsachse senkrechte Geraden, die zwei
parallele Ebenen erzeugen. E.TrosT, Ziirich

Uber Geraden in allgemeiner Lage

Endlich viele Geraden in der euklidischen oder projektiven Ebene, unter denen
keine Parallelen vorkommen und von denen keine drei durch einen Punkt gehen,
sind Geraden in allgemeiner Lage. Wir sagen auch, sie bilden eine einfache Konfigura-
tion. In diesem Aufsatz soll iiber die wenigen bekannten Eigenschaften solcher ein-
facher Konfigurationen und der durch diese hervorgerufenen Teilungen der Ebene
in Gebiete (Zellen) berichtet werden.

Bereits im Jahre 1826 zeigte J. STEINER!), dass m Geraden in allgemeiner Lage die
euklidische Ebene in (";') + 1 Zellen zerlegen, von denen 2m unbeschrinkt sind.
Dies ergibt sich leicht durch vollstindige Induktion nach der Anzahl der Geraden.
Wir nehmen die Aussage fiir eine einfache Konfiguration & mit m Geraden bereits

1) J. STEINER, Einige Gesetse tiber die Theilung der Ebene und des Raumes, Crelles J. reine angew. Math. 1,
349--364 (18286), oder Gesammelte Werke I, S.77-94 (Bérlin 1881).
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