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Aufgaben

Aufgabe 489. Jedem Punkt P einer Ellipse werden die drei von P verschiedenen
Punkte Px, P2, P3 zugeordnet, deren zugehörige Krummungskreise durch P gehen.
Krummungszentrum fur Pt sei K% (i 1, 2, 3). Man zeige, dass die Flächeninhalte der
Dreiecke PXP2PZ und KXK2KZ konstant bleiben, wenn P die Ellipse durchlauft. (Fur das
Dreieck PXP2PZ ist diese Eigenschaft bekannt, siehe Enzyklopädie der Math. Wiss. III
C 1, S 75 C. Bindschedler, Kusnacht

Losung Zeichnet man m einem Ellipsenpunkt P (a cos<p; b sm.(p) P(q>) den
Krummungskreis, so schneidet dieser die Ellipse (von den Scheiteln abgesehen) in einem von P
verschiedenen Punkt Q und die Krummungssehne PQ, die Tangente tm Pund die Hauptachse

bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis auf der Hauptachse Daraus ergibt
sich fur die Krummungssehne PQ die Gleichung

b x cosg? — ay smy ab cos 2 <p (1)

Fur Q (a cosu; b smu) folgt dann cos (u + 9?) cos 2 cp und damit u — 3 <p. Man kann
also sagen, dass die Krummungssehnen von Px(<p), P2{q> — 120°), Pz(q> + 120°) durch
Q (— 3 cp) gehen Das Dreieck PXP2PZ ist die Projektion eines regelmassigen Dreiecks im
Hauptkreis und somit ist seine Flache Ax konstant, namhch

3ab ,/—- .„.^1 =-4-K3- (2)

Der Krummungsmittelpunkt K, der dem Ellipsenpunkt P zugeordnet ist, hat die
Koordinaten

e2 e2 e2

xk — cos3* —— (cos3 2+3 cost) und y* —7-1- (3 smt — sm3 /).
a 4a 4b '

Bildet man die Werte fur t <p, t <p — 120° und t — <p + 120°, so erhalt man ohne
grossere Rechnung fur die Flache A2 des Dreiecks KXK2KZ

"•--£¦ TT 1^- <3>

Aus (2) und (3) folgt Ax A2 3 • 0,754 e4, also fur alle konfokalen Ellipsen derselbe Wert.
Dreieck Px P2 P3 ist übrigens das grosste einbeschriebene Dreieck.

Fur den Krummungskreishalbmesser q gilt allgemein
(a b e)2/a b% cos2/ + a2 sm2/.

Setzt man nun fur t die obigen drei Werte em und addiert, so erhalt man fur die Punkte P%

(* *' 2' 3) Z QV* 1>5 (a* + &2) (* b)~2,z const-

Auf weitere interessante Eigenschaften dieser Punkte-Konfiguration hat schon Steiner
hingewiesen (vgl. Werke II, S. 377). K. Schuler, Rottweil

Weitere Losungen sandten W. Janichen (Berlin), O. Reutter (Ochsenhausen),
A. Wahl (Stuttgart), K. Zacharias (Berlin).

Aufgabe 490. Ist pn(n 1, 2, die Folge aller Primzahlen, dann gilt fur alle reellen
x > 1 die Ungleichung «, «,

Y"T 1 1 yr 1

^Ti Pn e £?x n% O. Reutter, Ochsenhausen

/. Lösung. Ist pn die n-te Primzahl und exp u eu, so gilt fur x > 1

JV* =jj(l - ft*)-* exp(-2>(l - pA
n-1 »-1 { n-1 J

exp J>-* + 2_1 Pnix+-•)) > exp J>j*|.
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Da die Funktion x~x ex für x > 0 bei x 1 ein Minimum hat und dort den Wert e

annimmt, ist

foo
"i oo

ZPnj^eZPnX
n-1 J w-1

und daher
00 oo

JTV* > e Ypn*
w i n i H. Meili, Winterthur

2. Lösung: Bekanntlich ist logw < u — 1 für u > 0, also

oo oo

n-1 ™ n-1 ™

<-l-flog(1-^)-.logi + log>|^,
also oo oo

-T-? 1 1 y» 1

n=i ^" e n~i n* J.H. van Lint, Eindhoven

Der Aufgabensteller beweist und benutzt die allgemeine Ungleichung

r r

Exn'JJ^ ~ x-) ^ rr+1/(r + l)r+1 <l/e, 0 < xn < 1.
n-1 n=l

Weitere Lösungen sandten L. Carlitz (Durham/USA), H. Harborth (Braunschweig),
E. Teuffel (Stuttgart), K. Zacharias (Berlin).

Aufgabe 491. (£ sei eine kubische Parabel (y a x3 + b x2 + c x + d) und 901 {g, g',...}
die Menge der Geraden, die (£ in drei (reellen) Punkten schneiden. Man begründe folgende
tfineindeutige Abbüdung g <-> g' von 90t auf sich: In den Schnittpunkten von g mit (£ werden
die Tangenten an (E gelegt. Diese Tangenten schneiden (£ in Punkten von g'. (g-+ g' gilt für
jede Kurve 3. Ordnung. (Vgl. B. L. van der Waerden, Algebraische Geometrie, S. 89)).
Zeige ferner:

e_ll£2=>S_llg_- (1)

DV(gtgzgsgt) DV(gig'zg'sg't), DV - Doppelverhältnis (2)

W. Janichen, Berlin-Zehlendorf

Lösung: Die Abbildung von S01 auf sich lässt sich erweitern auf die Abbildung der
Menge aller Geraden der Ebene auf sich. Eine beliebige nicht zu 501 gehörende reelle
Gerade g der Ebene schneidet (£ in zwei konjugiert imaginären Punkten (nebst einem
reellen), deren «Tangentialpunkte» ebenfalls konjugiert imaginär sind und deshalb eine
reelle Verbindungsgerade g' haben, g' ist die sogenannte «Begleiterin» von g (Cayley:
«satellite line»). Die inverse Zuordnung g' -> g ist nur für diejenigen Kurven 3. Ordnung
eindeutig, die auch von 3. Klasse sind, also eine Spitze haben (im vorliegenden Fall ist
diese der unendlich ferne Punkt der Kurve). Denn für solche Kurven gibt es aus jedem
Kurvenpunkt P nur eine nicht in P berührende Tangente.

Für die rechnerische Behandlung im vorhegenden Fall beziehen wir die (£ auf ein
schiefwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt im Wendepunkt liegt, während
die eine Achse die Wendetangente ist und die andere nach der Spitze gerichtet ist. Die
Gleichung der (E wird dann, wenn der Einheitspunkt (111) auf der Kurve angenommen
wird, y x*. Für den Tangentialpunkt P' eines Kurvenpunktes P(x\y) erhält man
x' — 2 x und y' — 8 y. Die Zuordnung der Kurvenpunkte P -> P' lässt sich also in
eine affine Transformation der Ebene einordnen, welche die (E in sich überführt. Daraus
folgen sofort g-+g', g' -> g sowie (1) und (2).



Aufgaben 139

Fur eme allgemeine Kubik mit Spitze (die ja projektiv äquivalent ist mit (£) ist die
Abbildung g -> g' m einer ebenen Projektivität enthalten, deren Doppelpunkte der Wendepunkt,

die Spitze und der Schnittpunkt der Wendetangente mit der Spitzentangente smd.
C. Bindschedler, Kusnacht

Weiter Losungen sandten O Reutter (Ochsenhausen) und K. Zacharias (Berlin).

Aufgabe 492. Es seien a, b, c, d natürliche Zahlen und (p(a) die Eulersche Funktion.
Man beweise unter der Voraussetzung (b, c) 1 die Kongruenz

£? (t) LrJ
~~ i) - ° (modac) •

fg \ d J \c d - 1/ E Trost> Zunch
Solution' Put

a\a

r(_.-.e,-A5(_,..c,_.^(±)Q.
Then, smce <p(m) Y r u(s) (u Mobius function),

rs=tn

5(_.-.o- 27*">£2:_)- Z^w^zD-Z^iC-.».«).
dm a drs a rm a

where

ds =w
Similarly

T(a, b, c) y7 r Tx(m, b, c),
rm=a

where

rl(«.M-2>)Q.
ds =tn

Now for p prime and e > 1 we have

Similarly
fipe-l\ (bp-1-^, ,_t ?- - l) ^ t J— - l) (mod^>'

Therefore if m />f* Pi* --• Prr an(l 5 I £2 £s • ¦ • Pr we have

^.^-^K^li^^^g^!:!)}^^^-
It follows that

5x(w, 6, c) 0 (modw), T^w, &, c) 0 (modw)
and therefore

S(a, b,c) 0 (moda), T(a, b, c) 0 (moda). (1)

From the last congruence we get

b S(a, b,c) 0 (mod a c). (2)
Put a ax a2, where
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Then, smce (b, c) 1, (2) implies S(a, b, c) _= 0 (modax c), while (1) gives S(a, b, c) 0

(mod a2) Smce (ax c, a2) — 1 we have S(a, b, c) 0 (mod a c)

L Carlitz, Duke University, Durham/USA
Unter der Voraussetzung (b, c) 1 ist T(a, b, c) (ab)-1 die Anzahl der «verschiedenen»

Halsketten, die aus a c weissen und ab — a c schwarzen Kugeln gebildet werden können
(vgl J Riordan, Combmatorial Analysis, p 162) T(a, b, c) ist also durch a b und S(a, b, c)
durch b c teilbar

Eme weitere Losung sandte W Janichen (Berlin)

Neue Aufgaben
Aufgabe 513. If

.j. _
x2 — 6 x y -{¦ y2
x2 - 10 x y + y2 '

where x, y are integers not both zero, iV a positive integer, then iV is representable m the
forms s2 + (s + l)2 and 2 r2 + (r ± l)2

M N Khatri, Bhilupur/India, A Makowski, Warszawa/Poland

Aufgabe 514. Gegeben sei em Kreis k und auf k em Punkt 5 Man ermittle jene
kubische Parabel p, vom Typus a2 y xB, von der 5 ein Scheitel und k der zugehörige
Schmiegkreis ist R Bereis, Dresden

Aufgabe 515. Es sei (£ em «einfacher» Kurvenbogen (die Tangente ist in jedem Punkt
von (£ eindeutig und variiert kontinuierlich und monoton) Das von einer beweglichen
Sehne s abgeschnittene Segment habe die Flache 5 und X sei die Flache des von s und den
Tangenten m den Endpunkten von s gebildeten Dreiecks Man zeige, dass die Parabelbogen

die einzigen (£ sind, fur die S/T einen konstanten Wert hat E W Stein, Graz

Aufgabe 516. Es sei r der Inkreisradius, 2 s der Umfang und R der Umkreisradius
eines reellen ebenen Dreiecks, also

2r^—^L-^i? (1)
3 J/3 '

Man zeige, dass zwischen 2 r und R beliebig viele m s quadratische Terme in folgender
Weise eingeschoben werden können

2r***%lStit's**%l_-T2T'&B{-~<t*TZll) (2)

I Paasche, München

Aufgaben für die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalität der Aufgaben erhoben, Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt Die Daten fur Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie smd durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des lmken Randes emes Blattes vom Format A4 gewählt
werden soll, «-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Emheit 1 cm Anregungen und

Beitrage smd zu senden an Prof Dr Willi Lüssy, Büelramstrasse 51, Winterthur

1. Die gleichseitige Hyperbel, die durch die Ecken des achsenparallelen Tangentenrechtecks
einer Ellipse geht, enthalt auch deren Brennpunkte

2. Gehen die Hauptdiagonalen emes Sehnensechsecks abcdef durch denselben Punkt, so
gilt ace «= bdf
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3 Tt (i 1, 2, 3, 4) smd die Berührungspunkte des Inkreises und der Ankreise des Dreiecks

ABC auf der Seite BC Es gilt

ZÄ~T2= 3 (62 + c2) - a2

y Die Dreiecke ABC, ATXT2, ATZT± besitzen dieselbe Mittellinie ma Drucke m\ auf
drei Arten aus

4 Konstruiere die gemeinsamen Tangenten an zwei Kegelschnitte mit einem gemeinsamen

Brennpunkt

\ Der Fusspunkt des Lotes vom gemeinsamen Brennpunkt auf die gemeinsame
Tangente ist der Schnittpunkt der Hauptkreise
Beispiel Ellipse Zentrum Z(0 0), Brennpunkt F(6, 0), Scheitelpunkt A(7, 0)
Parabel F(6 0), Scheitelpunkt 5(4, 2)

5 Die Tangenten in den Punkten Pt (i — 1, 2, 3) einer Parabel dritter Ordnung schneiden
die Kurve in den Punkten Qt Die Flache des Dreiecks S1Q2Ö31S* das 16-fache der Flache
des Dreiecks PXP2PZ O Reutter, Ochsenhausen

^ Da jede kubische Parabel durch zwei Affinitäten aus y xz erzeugt werden kann,
genügt es, den Satz fur diese Kurve zu beweisen Man findet Pt (ut u\) Q% (— 2ut,
-8«?)

AQl=\\-2ul,-%u\ l|=i-(-2)(-8)|t*ffi*;f 1| 16JP,

Bericht

Abschiedsvorlesung von Herrn Prof. Dr. Heinz Hopf

Am Nachmittag des 6 Juli 1965 fand an der ETH die Abschiedsvorlesung von Herrn
Prof Heinz Hopf statt Um seine bedeutende Lehr- und Forschertatigkeit zu würdigen,
war der Tag zu einem Symposium ausgestaltet worden, indem am Vormittag zwei
prominente Topologen Vortrage hielten

Prof F Hirzebruch, Bonn, beleuchtete in meisterhafter Form verschiedene topologische

Probleme, die bekannten Sätzen der Zahlentheorie äquivalent smd Prof J Milnor,
Princeton, gab eme Übersicht uber die 4 Arten von Mannigfaltigkeiten, die er als Objekte
von Kategorien darstellte und beschrieb die zugehörigen Isomorphismen

Prof Hopf selbst schilderte m seiner sympathischen Art die Entwicklung der Topologie,

wie er sie miterlebt, und man darf ruhig hinzufügen, mitgestaltet hat Sem erstes
Zusammentreffen mit der Topologie erfolgte 1917 in den Vorlesungen von E# Schmidt m
Breslau Damals wurde der Reinheit der Methode zuliebe in der Topologie nur der
Stetigkeitsbegriff verwendet Eme zweite wichtige Phase war das Zusammenarbeiten mit
P Alexandroff 1925-26 m Gottingen Dessen Arbeiten waren ausgesprochen
mengentheoretisch Alexandroff riet aber seinem Freund, mehr Algebra zu verwenden Hopf
interessierte sich in der Folge immer mehr fur die algebraischen Eigenschaften, die mit
einem geometrischen Gebilde topologisch invariant verbunden sind Diese Haltung wurde
m der dritten Periode der Entwicklung noch verstärkt, als er zusammen mit P Alexandroff

- damals als einzige Auslander - an der Universität m Princeton weilte, wo er mit
Veblen, Lefschetz und Alexander zusammentraf In seiner Arbeit «Zur Algebra der

Abbildungen von Mannigfaltigkeiten» (1930) verwendete Hopf den Begriff der Produkt-
manmgfaltigkeit von Lefschetz als wesentliches Hilfsmittel

Em besonders wichtiges Jahr fur die Entwicklung der Topologie war das Jahr 1935
Damals fand m Moskau das erste internationale Symposium uber Topologie statt Dort
begründeten Alexander und Kolmogoroff unabhängig voneinander die Cohomologie-
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