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Bemerkungen zur Geometrie des Dreiecks

1. Einleitung

Bei der Untersuchung der Eigenschaften von Verfolgungsbahnen und des Uber-
tragungsverhaltens von Gelenkmechanismen ergaben sich Besonderheiten, die
eng mit Sitzen iiber Dreiecke zusammenhingen. Im folgenden werden zwei Er-
gebnisse mitgeteilt.

Fillt man von einem Punkt des Umkreises die Lote auf die Dreiecksseiten, so
liegen die drei Fusspunkte auf der Simsongeraden ([1, 2]). Die Gesamtheit aller
Simsongeraden des Dreiecks besitzt eine dreispitzige Hypozykloide als Einhiillende
(Steiners Dreispitz) mit dem Mittelpunkt des Feuerbachkreises als Zentrum.
Betrachtet man die Hiillkurve als Ort der Schnittpunkte infinitesimal benachbarter
Simsongeraden, so liegt es nahe, nach dem Ort der Schnittpunkte zweier Simson-
geraden mit konstantem Schnittwinkel zu fragen. Im Abschnitt 2 wird die zuge-
horige Kurvenschar abgeleitet und untersucht.

Im Abschnitt 3 werden die Scharen gleichseitiger Dreiecke betrachtet, deren Ecken
auf den verlingerten Seiten eines Basisdreiecks liegen. Die Mittelpunkte dieser
gleichseitigen Dreiecke bilden ein Paar paralleler Geraden, die auf der Eulerschen
Geraden des Basisdreiecks senkrecht stehen.

2. Verallgemeinerung des Steinerschen Dreispitzes

Satz 1. Auf dem Umkreis eines Dreiecks ABC seien zwei Punkte P, und P, mit dem
Zentriwinkel 6 gegeben, und es sei S der Schnittpunkt der zugehirigen Simsongeraden.
Durchliuft das Punktepaar P, P, bei konstantem 6 den Umkreis, so beschreibt S eine
verldngerte Hypozykloide. Mit § als Parameter hat man eine Schar von verliingerten
Hypozykloiden, deren Festkreisradius das Dreifache des Rollkreisradius ist. Fiir 6=rn
erhdlt man den Feuerbachkreis, fiir 6=0 den Steinerschen Dreispitz, der zugleich
Einhiillende der Schar ist.

Zum Beweis wird eine von Dorrie [3] angegebene Darstellung fiir die Simsongerade
w eines Punktes P zugrunde gelegt. Es seien w,,y,, w3 und ¢ die Polarwinkel der
Ecken A, B, C des Dreiecks und des Punktes P beziiglich einer Polarachse mit dem
Umkreismittelpunkt als Pol. Die Polarachse wird so gewihlt, dass

wity,tys=2nn

ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. In einem kartesischen Koordinatensystem
mit dem Mittelpunkt des Feuerbachkreises als Ursprung, dessen x-Achse zu dieser
Polarachse parallel ist, nimmt die Gleichung der Simsongeraden die Form

w=xsin—¢—+ cosﬂ—-ﬁsin}—-
SXS YOSy =y sy e
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an, wobei R der Radius des Umkreises ist. Hieraus folgt unmittelbar wie bekannt,

dass die zu P, und P, gehorenden Simsongeraden sich unter dem Winkel §/2
schneiden ([1, 4]). Sind

ot X o9
P1=9 2 =@ )

die zu dem Punktepaar P, P, gehérenden Winkel auf dem Umkreis, so lauten die
Gleichungen ihrer Simsongeraden

w=xsinl( +§—)+ cos—l— +—5— A +(5

w=xsin—1—< _2 + coL ONaRn3 0
2=EXSI\Y 2) ¥ Sz(‘” 2)‘"25“12("’ )

Fiir die Koordinaten x und y des Schnittpunktes von w; und w, erhilt man

x=R -sin-—3—<+£c—l- ~ 9 s 0 : LA
2sine | TP \? 2)052(‘” 2) S‘nz(‘”'2)°057<"’+2]>’

YT 2sine 02 \? z)“‘z("’ z) S"‘z(‘” z)““z(“"?)]

oder nach elementarer Umformung, wobei sich der Nenner sind weghebt,

R )
x= [2cos— cos¢+cos2qo] 2

2 2
R 0
y= > [Zcos? sing —sin2 (p].
Setzt man
R 0 R
a-—3—2—COS"5‘, b—“z—COS‘i—, C-—--2—~,

so erhilt man daraus mit

a
x=(a—b)cosp +ccos A

a—b
b @

y=(a—Db)sing—csin

die Parameterdarstellung einer verldngerten Hypozykloide mit a als Radius des
Festkreises, b als Radius des erzeugenden Kreises und ¢ als Drehwinkel.
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Fig. 1 zeigt die Kurvenschar in Abhingigkeit vom Parameter §, wobei der Uber-
sichtlichkeit halber das Achsenkreuz weggelassen ist. Die oben definierte x-Achse
lauft durch eine der drei Spitzen des Steinerschen Dreispitzes.

Figur la-d. Steinerscher Dreispitz als Einhiillende der verlingerten Hypozykloiden mit dem Schar-
parameter 9.

Fir 6=0 erhdlt man als Grenzfall die Steinersche dreispitzige Hypozykloide, die
zugleich Einhiillende der Schar ist. Es seien namlich

R R
Xg= —2—-(20038+c0523), ys=-2—(2sin9—sin29)
und

R 0 R o . .
x= L) (ZCOS? cos¢+cos2(o), y= E (2c057 smgo~s1n2(p>

die Gleichungen des Steinerschen Dreispitzes und einer Scharkurve. Aus der For-
derung, dass in den Berithrungspunkten die Koordinaten und die Steigungen beider
Kurven iibereinstimmen, folgen drei Gleichungen, die durch die Werte

5 8
S0 e=n10°F L (1=0,12)

=n-120°+
9=n-1 5

erfullt werden.

Fiir 0.=120° ergibt sich eine Kurve, bei der die drei Doppelpunkte im Mittelpunkt
des Feuerbachkreises zusammenfallen. Ihre Beriihrungspunkte halbieren den zu-
gehorigen Halbbogen des Steinerschen Dreispitzes, wihrend ihre Schnittpunkte mit
dem Feuerbachkreis zusammen mit denjenigen Punkten, in denen dieser den Drei-
spitz berithrt, den Feuerbachkreis in neun gleiche Bogen teilt (siehe Fig. 1d).

Der Fall 6 =120° ist ferner durch folgende Eigenschaft ausgezeichnet. Die Simson-
geraden dreier Punkte, die auf dem Umkreis mit dem Winkelabstand 6= 120°
aufeinander folgen, bilden ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecken auf der ver-
lingerten Hypozykloide mit § = 120° liegen. Genau eines dieser Punktetripel besteht
aus den Boutinschen Punkten, deren Simsongeraden den durch sie gehenden Um-
kreisradien parallel sind [2]. Thre Lage auf dem Umkreis in dem oben definierten
Koordinatensystem ist durch die Werte ¢,=n - 120°(n=0, 1,2) bestimmt, ihre drei
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Simsongeraden gehen daher durch den Mittelpunkt und die Spitzen des Steiner-
schen Dreispitzes.

Im Fall 6==, wenn also P; und P, Endpunkte eines Umkreisdurchmessers sind,
geht die Scharkurve in den Feuerbachkreis iiber, der im Intervall 0=¢ =2n zwei-
mal durchlaufen wird. Die zugehoérigen Simsongeraden schneiden sich dann auf
dem Feuerbachkreis unter einem rechten Winkel [4). Das Maximum des Abstands
einer Scharkurve vom Zentrum berechnet sich zu

R
e @)= 5 (1+2005-(—;—)-

Daraus folgt fiir die drei betrachteten Fille
2n
'max (0): rMax('—3—>: Fvax ()=1:2:3.

3. Scharen gleichseitiger Dreiecke auf einem Basisdreieck

Im &lteren Schrifttum werden Dreiecke untersucht, die zu einem gegebenen Dreieck
in einer besonderen Beziehung stehen [1]. Unter einem Indreieck versteht man ein
Dreieck, dessen Ecken auf den verlingerten Seiten eines im folgenden Basisdreieck
genannten gegebenen Dreiecks liegen. Die Gesamtheit aller gleichseitigen In-
dreiecke weist, wie gezeigt werden soll, einige bemerkenswerte Eigenschaften auf.

Satz 2. Die Mittelpunkte der zum Basisdreieck ABC gleichsinnig orientierten gleich-
seitigen Indreiecke liegen auf einer Geraden b,, die Mittelpunkte der gegensinnig
orientierten Indreiecke auf einer Geraden b,. Die beiden Geraden sind parallel und
stehen senkrecht auf der Eulerschen Geraden.

Zum Beweis werden auf das Basisdreieck bezogene Flichenkoordinaten ¢{(i=1,2,3)
eingefiihrt [5]. Es bezeichne G die Fliache des Basisdreiecks ABC. Aus Figur 2 ent-

5, =58
8, =06 +y-e60°

c” A\ ¢ B

Figur 2. Gleichseitige Indreiecke mit Mittelpunkt P und Umkreisradius 7 im Basisdreieck ABC; 44’B'C’
gleichsinnig, 44” B”C” gegensinnig orientiert (Symbole P und r nicht eingezeichnet).
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nimmt man die Koordinaten des Mittelpunktes P eines gleichsinnig orientierten
gleichseitigen Indreiecks A’B’C’ mit dem Umkreisradius r

t,(P)= -Z-’Easina, ty(P)= -Z%bsin(5+y—60°),

t;(P)= écsin(é—ﬁ+60°),

die der linearen Gleichung

in(a —60° in(f —60° in(y —60°
; sin(a )+t sin(f )+t sin(y —60°) _

1 0

" 2 ¥ "
sina sinf 3 siny

geniigen. Ist ein Winkel 60°, so geht die durch diese Gleichung gegebene Gerade b,
durch die zugehorige Ecke.

Man zeigt entsprechend, dass die Mittelpunkte der gegensinnig orientierten gleich-
seitigen Indreiecke auf der zu b; parallelen Geraden b,

in(a +60° i ° i °
sin(a ) o sin(f + 60°) I sin(y + 60°) _

. 2 . - 0
sina sinf 3 siny

41

liegen. Der Trivialfall eines gleichseitigen Basisdreiecks, in dem die Geraden
entarten, bleibe ausser Betracht.
Unter Verwendung kartesischer Koordinaten zeigt man, dass die Eulersche Gerade

ticosasin(f—y)+t,cosfsin(y —a)+t3cosysin(a—f)=0

auf den Geraden b, und b, senkrecht steht.

Sind ferner F und I die Mittelpunkte des Feuerbachkreises und des Inkreises
und g die Gerade durch F und 7, so folgt fiir den Winkel y zwischen den Eulerschen
Geraden und g die Bezichung

2 2 2
(cosa —c0s60°) (cos f — cos60°) (cosy — cos60°) .

‘tany =

Die Geraden b; und g sind also parallel, wenn einer der Winkel des Basisdreiecks
60° ist, wobei b; mit g zusammenfillt.

Ein enger Zusammenhang besteht mit dem bekannten Satz, dass der Feuerbach-
kreis und der Inkreis sich in einem Punkt berithren. Sind nidmlich B; die Schnitt-
punkte von g mit b;(i=1,2), so lisst sich zeigen, dass die Umkreise der gleichseitigen
Indreiecke mit B; als Mittelpunkten Inkreis und Feuerbachkreis im gleichen Punkt
beriihren.

Ferner lisst sich zeigen, dass den Schnittpunkten einer Geraden mit den verldnger-
ten Seiten eines Dreiecks ein Miquelscher Punkt [6] zugeordnet ist, der auf dem
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Umkreis des Dreiecks liegt. Die Miquelschen Punkte der parallelen Geraden b; und

b, liegen dann auf dem Umkreis des Basisdreiecks einander gegeniiber. IThre Sim-

songeraden schneiden sich daher rechtwinklig auf dem Feuerbachkreis (siche
Abschnitt 2).

E.A. Bockemiiller und W. Kleinschmidt,

DFVLR, Institut fiir Flugmechanik, Braunschweig
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Kleine Mitteilungen

On a number-theoretical problem of Erdos

P. Erdos asked ([1], problem A 15) for the least prime number p for which there exist
a, kla k2 and k3 such that

ki ky ky
I_Il(a+i)5 l:Il(a+k1+i)E _];[l(a+k1+k2+i)sl(modp), (1)

1.e.

(a+k)! /a'=(a+k+ky)! [(a+ky)!
_=.(a+k1+k2+k3)!/(a+k1+k2)!El(modp). (2)

Evidently (1) is equivalent to

kl k2 k3
Zlind (a+i)= Zlind (a+k;+i)= Zlind (a+k+ky+i)
1= 1= [=

=0 (modp—1). 3)

With a table of indices I found that (in the form (2))

5!1=11!/5!=15!/11'=1(mod 17)
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