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Bemerkung zu einer Arbeit von M. Vignati

Georg Unger
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Fig 1

In der Arbeit von M Vignati [1]
ergab sich aus einer Überlegung uber
harmonische Funktionen das

folgende rein geometnsche Resultat
(siehe Figur 1):

Man betrachte zu einem gegebenen
Kreis r und einem inneren Punkt
A die Kreise k durch A, welche T
orthogonal schneiden Dann gehen
die zu den Schnittpunkten von k und

r gehörigen Sehnen alle durch
einen gemeinsamen Punkt A"
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Es wurde in jener Arbeit die Frage nach einem elementargeometnschen Beweis dieses
Resultates aufgeworfen In der vorliegenden Note geben wir einen solchen Beweis und
schhessen einige Bemerkungen zu den bekannten Modellen der hyperbolischen Ebene

von Poincare und Klein an

Beweis Man projiziert T und A stereographisch auf die Kugel mit dem Äquator T aus

dem Pol N (siehe Figur 2) Das Bild k' des Orthogonalkreises k von T durch A schneidet

— wegen der Winkeltreue der Abbildung — T orthogonal Der Kreis k' hegt also m einer
vertikalen Ebene durch den Bildpunkt A' von A Durchlauft k alle Orthogonalkreise von

r durch A, so erhalt man auf diese Weise ein Ebenenbuschel, dessen Schnitt mit der
Ebene von T das fragliche Strahlenbuschel durch A" erzeugt

N

Ao

Fig 2

Bemerkung 1 Die hier verwendete stereographische Projektion, gefolgt von einer
orthogonalen Parallelprojektion zurück auf die Aquatorebene, wird verwendet bei der
Umwandlung eines kreisförmigen Modells der hyperbolischen Ebene nach Poincare, in
welchem die in r liegenden Bogen von Orthogonalkreisen die nicht-euklidischen Geraden

sind, in ein Modell nach Klein mit den offenen Strecken im Innern des Kreises als Bilder
der nicht-euklidischen Geraden

Die Figur bestehend aus T, A und dem orthogonalen Bild A" von A', stellt also die

Superposition eines ebenen Strahlenbuschels der hyperbolischen Geometne in den
Modellen von Poincare und Klein dar
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Bemerkung 2 Der plammetnsche Beweis kann so gefuhrt werden Die Sehnen der
Orthogonalkreise k von T sind die Polaren von O bezuglich der Kreise k Die Orthogonalkreise

bilden ein Kreisbuschel durch A und seinen bezüglichen T inversen Punkt _40

Der Schnittpunkt einer Polare mit der Geraden O, _4,_40 ist daher der vierte harmonische
Punkt zu O bezuglich A, Ao und somit fest
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