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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. Mai 2006 erbeten und konnen auf postalischem Weg (bevor-
zugt) an
Dr. Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, Rieden, CH-5415 Nussbaumen
gesandt werden. Losungen, die in einem gingigen Format abgefasst sind, konnen als

Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse h . widmer@alumni.ethz.ch eingereicht
werden.

Aufgabe 1224: Ist f die Identitét, so besitzt die Differentialgleichung
Y+ foy=0 (1)
bekanntlich keine Losung, welche im Intervall [0, 00) nur positive Werte annimmt. Man
zeige, dass fiir jede fiir x > 0 stetige positive Funktion f mit liminf f(x) > 0 keine
X—>00

Losung von (1) auf [0, co) nur positive Werte annimmt.
Vicentiu Rédulescu, Craiova, RO

Aufgabe 1225: Fiir welche Polynome p, ¢ € R[x] mit gleichem Grad n > 3 und p # ¢
gilt pog=qop?
Roland Wyss, Flumenthal, CH

Aufgabe 1226 (Die einfache dritte Aufgabe): Wir betrachten vier Punkte A, B, C, D in
allgemeiner LLage im Raum und einen weiteren variablen Punkt X. Mit | P QR S| soll der
Inhalt des Tetraeders mit den Eckpunkten P, Q, R, S bezeichnet werden. Die Menge S
bestehe aus allen Punkten X, welche der Bedingung

|ABCX|? + |BCDX|? + |CDAX|*> + |DABX|*> = |ABCD/|?

geniigen. Zeige, dass S eine Ellipsoidfi4che ist, welche die Punkte A, B, C, D enthdltund
unter allen solchen den kleinsten Rauminhalt umschliesst.

Hans Rudolf Schneebeli, Wettingen, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 4, 2004

Aufgabe 1212. Es bezeichnen a, b, ¢ die Seitenldngen, r und ¢ die Lingen von Um- und
Inkreisradius eines Dreiecks. Zudem sei T = 2(r — 20)/r (r — 2¢). In [1] gab Blundon
als schirfste Abschitzung fiir a® + b? + ¢? die Ungleichung

)\,17”2 + Apor +}»3Q2 — T < a2 +b2 + 2
< Mr? 4 hpor + A30® + AT

mit Ay = 4, Ap = 16, A3 = —3 und A4 = 2. Diese seither oft zitierte Ungleichung ist
falsch, was man schnell einsieht, wenn man ein gleichseitiges Dreieck betrachtet. Welches
sind die korrekten Werte fiir A1, Ap, Az, Agq?

Peter Niiesch, Lausanne, CH

[1] Blundon, W.J.: Inequalities Associated with the Triangle. Canad. Math. Bull. 8 (1965), 615-626.

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 11 Losungen eingetroffen, ndmlich
von Peter Bundschuh (Kéln, D), Walter Burgherr, (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern,
CH), Mihai Cipu (Bukarest, RO), Oleg Faynsteyn (Leipzig, D), Friedhelm Gétze (Jena, D),
Stefan Grieder (Ziirich, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Volkhard Schindler (Berlin,
D), Albert Stadler (Diibendorf, CH) und Michael Vowe (Therwil, CH).

Die meisten Einsender verwenden bekannte Gleichungen oder Ungleichungen zwischen
den Grossen r, ¢ und den Dreiecksseiten. Wir folgen der Losung von Walter Burgherr:

Nach einem Resultat von Euler, das von Fuss und Poncelet verallgemeinert wurde, gilt fiir
den Abstand £ zwischen dem Umkreismittelpunkt U und dem Inkreismittelpunkt 7 eines
Dreiecks die Formel

02 =r(r —20). (1)

(Wenn die Zentren zweier Kreise mit den Radien » und ¢ den Abstand £ = /r(r — 20)
haben, so gibt es auch immer Dreiecke, die den kleineren Kreis als Inkreis und den grosse-
ren als Umbkreis besitzen; jeder Punkt des grosseren Kreises taugt dabei als Dreiecksecke.)

Als erstes wird nun der Term a? + b? + ¢? fiir Dreiecke, die beziiglich der Geraden U I
symmetrisch liegen, bearbeitet. Anschliessend wird gezeigt, dass die extremalen Summen
der Seitenquadrate bei dieser symmetrischen Lage auftreten.

1. Es liege die Ecke A (mit dem Winkel «) auf der Geraden U1, und die Ecken B und
C (mit den Winkeln g resp. y) seien symmetrisch beziiglich U 1. Liegt U zwischen
A und 1, gilt in den folgenden Formeln das obere, liegt U ausserhalb der Strecke
Al, gilt das untere Vorzeichen. Man findet leicht

sin(g>: @ .
2, rt/¢
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Setzt man fiir £ den Ausdruck aus (1) ein, und rationalisiert den Nenner, so hat man

. (aN T FLrr—20) _ .

sin <§) = = cos(B) =cos(y), (2)
sin2 (%) I i 2:(r —20) _ cos?(8) = co(y),
cos” () = THEEVU 20 _ o) = siniy),

2ro — 02 F 20/7(r —2
sinz(a) = 4sin? <%) cos? (g> = fR—e ¥ 2@ ( Q) :
r

2

Nach dem Sinussatz
a b &

sin(@) _ sin(B) _ sin(y) o

folgt nun
a2+ D% + % = 4r2 <sin2(a) +sin?(B) + sinz(y)>

und nach dem Finsetzen der obigen Ausdriicke

a*+ b2+ 2 =4r* +12rp — 40> £ 40 = 20)r(r — 20). (3)

2. Es wird nun die Summe der Seitenquadrate beim allgemein liegenden Dreieck ABC
durch r, ¢ und den halben Umfang s dargestellt:

@+ b*+c? =45* —2(ab +be +ca).

Aus den Flachenformeln

Fzsgz/s(s—a)(s—b)(s—c)za—brc

findet man
2s 4rso
2 3 T L2 -
s =G —a)ys—b)y(s—c)y=s"—(@+b+c)s“+ (ab+bc+ca)s — abc
und damit
ab+bc+ca:s2+4rg+92,

was schliesslich zur Darstellung
a’ +b*+c? =252 — 8rp — 20?

fiihrt. Der fragliche Term ist also genau dann extremal, wenn s extremal ist.

Der halbe Umfang s wird nun bei gegebenem r und ¢ als Funktion des Winkels «
beschrieben: -
a = 2r sin(«), b+c:a+29c0t<§>,
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und somit gilt
o
§ = 2rsin(a) + o cot <§> .

Aus Symmetriegriinden wird s fiir die im ersten Abschnitt berechneten Lagen ex-
tremal; dabei handelt es sich um Randextrema. Um innere Extremalstellen zu finden,
leitet man ab;

@

d
il = 2rcos(a) — g _ .
1 — cos()

—— =2rcos{a) —
da 281112(%) )

Fiir das Verschwinden der Ableitung muss
2r cosz(a) —2rcos(e)+o0=0

gelten, was auf
r+ i =20

2r
fiihrt. Der Vergleich mit (2), wo fiir cos(8) dieselben Werte gefunden wurden, zeigt,
dass auch hier die Dreiecke in symmetrischer Lage (mit anderer Beschriftung) liegen.
Sie allein liefern den maximalen und minimalen Wert.

cos(a) =

3. Minimum und Maximum der Summe werden also durch (3) angegeben. Es gilt unter
Verwendung der Abkiirzung T = 2(r — 20),/r(r — 20)

4r2 + 12rp —40% — 2T < a®> + b + ¢ < 4r? + 12rp — 40° + 2T.

Die gesuchten Werte sind also A1 =4, Ap = 12, A3 = —4und Ay = 2.

Aufgabe 1213. Es bezeichne S, die Menge der Permutationen von {1, 2, ..., n}. Jeder
Permutation o € S,, ordnen wir die Zahl

n—1

d(o) = Z(o(i +1)—0@))?

i=1

zu. Man berechne a, = . d(o).

oSy

Jany C. Binz, Bolligen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 18 Zuschriften eingegangen, ndmlich
von Ulrich Abel (Wettenberg, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), André Calame
(Sauges, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Mihai Cipu (Bukarest, RO), Aldo Dalla Piazza
(Courtelary, CH), Stefan Grieder (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther
Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Dieter Koller (Ziirich, CH), Harald
Merk (Biberach, D), Volkard Schindler (Berlin, D), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Jiirgen
Spilker (Freiburg, D), Albert Stadler (Diibendorf, CH), Michael Vowe (Therwil, CH) und
Roland Wyss (Flumenthal, CH).
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Wir folgen den Uberlegungen von Fritz Siegerist: Gemiss Definition besteht d(o) aus
n — 1 summierten Differenzquadraten. Weil S, genau n! Elemente besitzt, summiert sich
a, somit aus (n — 1) - n! Differenzquadraten. Letztere konnen durch ihren Mittelwert
m ersetzt werden. Dieser berechnet sich aus den (’é) moglichen Differenzquadraten 12,
22...., (n — 1)%, welche mit den Hiufigkeitenn — 1, n — 2, ..., 3, 2, 1 auftreten:

n—1 n—1 n—1
Z:(n—l)~i2 nZiz—Zi3 n2(n? —1)>2
- _ _i=l =1 ® 12 _ nn+1)

<n> n(n —1) nn—-1) 6

2 2 2

Bei (%) wurden die bekannten Formeln fiir Quadrat- und Kubikzahlsummen verwendet.
Somit gilt:

adpn=n!-n—1-m

_+Dln-n-1) ‘ (n+1>
= 2 =n!- 5 )

Aufgabe 1214 (Die einfache dritte Aufgabe). Es seien ay, ap, ..., a, (n > 2) nichtver-
schwindende Zahlen. Zeige, dass die beiden Ausdriicke

n
n—1 Hae

=1
(anajz1(ar — 1) —araj(an — D) -
=1 ajdj+i1
J_
und
n
.o
=1
@ —an | [Tac =3 ==
=1 j=1
iibereinstimmen.

Ernst Herrmann, Siegburg, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 16 Zuschriften eingegangen: Jany
C. Binz (Bolligen, CH), Mihai Cipu (Bukarest, RO), Aldo Dalla Piazza (Courtelary, CH),
Friedhelm Gotze (Jena, D), Stefan Grieder (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Peter Hohler (Aarburg, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Dieter Koller (Ziirich, CH),
Harald Merk (Biberach, D), Volkard Schindler (Berlin, D), Beat Schweingruber (Ziirich,
CH), Itrgen Spilker (Freiburg, D), Albert Stadler (Diibendorf, CH), Michael Vowe (Ther-
wil, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH).
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Die eingesandten Losungsideen stimmen weitgehend iiberein. Wir folgen Frieder Grupp
n
und Michael Vowe: Der Term [] ag lasst sich bei beiden Ausdriicken ausklammern und
£=1
muss deshalb nicht berticksichtigt werden. Es gilt:

n—1

1
(anaji(ar — 1) —aaj(a, — 1))
=1 4jdj+1
n—1 1 n—1 1
=@ -1Yy —-—alap—1)Yy —
=14 j=1 %+
n—1 1 1 n—1 n—1
—0n Y (7o) e e
JZ\; aj  dj+1 JZ_; j 1 4j+1
11 L | < |
= a1y <—~—> —an Yy —+ary —
an ™ Clj - aj
j=1 j=1
n
1
= —ay)|1l- =i
aj
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