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EQUIVALENCE DU MOUVEMENT
D'UNE LIGNE DROITE INVARTABLE ¢ AU DEPLACEMENT
D’'UNE POSITION DONNEE o
A UNE AUTRE POSITION DONNEE g,

4

1. — Le vecteur,

§ 1.— Soit un vecteur A F==0 passant d’une maniére quelconque
de la position o, B, =a, a la position H,B,=ua,, les points o
o, et oy, B, B, et B, étant les pomts homologues de a, o, et o,
et les deplacements des extrémités du vecteur o, soient o, Jlg et
B,B,, étant de grandeur finie.

Lorsque le vecteur passe de la position o, = JL) , ala poéition

o, == b, B, (fig. 1), on a, & cause de ’
Pinvariabilité de sa longueur,

(1) el 2,2 = a,.

Les extrémités de o ayant pour
déplacements

on a ,
N
al+02—a2-81=0,

de sorte que la différence des dépla-
cements des extrémités B et A du vecteur o est

(2) ' T 0y — 0, = o, ——'ai,

« La différence des déplacements totaux des extrémités d’un.
vecteur o, quand 1l passe d’une position e, en une autre «, d’une
maniére quelconque est égale ala dlﬂ'erence des veoteurs o, eta,

-De ce que | \

(3) : % Ou == aa: ‘
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on tire par quadrature intérieure des membres de cette équation

(2 + am)%: a2,
ou

a2 2 (o Sa)+ 02 = a2, .
d’ou 1l suit par considération de I’équation (1)
(4) (2a, + 82) } 8 =0,

et, s1 nous avons égard a I’équation (3)

&) ‘ : (g + a) | 8 = o.

« La différence des déplacements totaux des extrémités d’un
vecteur est continuellement perpendiculaire a la somme des vec-
teurs o, et a,. » | ‘

On a aussi

« Les projections des déplacements totaux des extrémités d’un
vecteur o sur la direction de la somme (o, a,) des vecteurs
a, et az sont égales entre elles. » o

De Véquation (2) résulte en multipliant ses membres par

(a2 - d‘i)

de sorte que
(6) o [(3y — 8,) ()] = o,
et s1 nous prenons

[6,—3,) :V TemB) = e,
il vient ' '

(6) | B, —8)le=o, 3 le=3]e.

« Les projections des déplacements totaux des extrémités du
vecteur a sur la direction du vecteur de position des plans paral-
leles a a, et a, sont égales I'une a I'autre. » ‘
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_ § 1, — Sl le vecteur o passe de la pOS1t10n &, & la position infi-
" niment voisine az, on a 8, =dp,, 6,==dp,; 0u = ch 11 résulte donc

du paragraphe 1-

(7) - da=dpy—dp=ay—ay,
o ,_ de _ dpy . dpg
T TR T

a':——lvl

s

-« La derwee du vecteur o par rapport au temps est égale a la
différence des vitesses de son pomt extréme et son pomt initial.

En négligeant des quantités -infiniment petites d’ ordre elev
devant des quantités d’ordre moindre, nous obtenons de I’ equq-
tion (4} -

2 (e, | da) = o, (o, | dat) = o,

ou ,
(a] da) = o, o =a, o

de sorte que

da .

o 7;0, a‘(vz—vi):O.
et aussi
cldm=uldoy  aim=a o

« La différence des déplacements infiniment petits, ainsi que
celle des vitesses des extrémités d'un vecteur lui est perpendi-
culaire. Les projections :des déplacements: infiniment.petits des
extrémités d’un vecteur, ainsi-que les projections des vitesses de
ces points sur la direction du vecteur sont égzﬂes I'une al’autre. »

- 11 résulte de plus de I’équation (6)
(dps — dp) (& (24 da)] =

ou | _ »
: (doy — do,) (ada) = o.
Sl nous prenons : co
M (ada) VW> I(aoc) /W:la,
| nOﬁs .obte‘noném ; |

o, —dp)fe=0,  dp|e=1dp|e,

(o, ——-v1)| =6 ;ala:.?};_la.

Enseignement math. 23
[}
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 « Les: projections- -des-déplacements: infiniment. petits, ainsi |
que-ceux:des Vltesses des extrémités d'un’ vecteur o surla direc-:
tion du vecteur de position ¢ des. plans paralleles a.0. dans. ses.
positions originale etlﬁnale__sont égales entre elles. »

- § 2. — Avec m’:gi‘:"(ﬁg. ) on a B'R, By==04,

Vo, 35 =\ Ty, = a.

Posons: <) B'do, B, =w. Alors do, B’ peut btre. transporté par
rotation’ autour-du point db, eni-du, By, I'angle de rotation-étant
égal -a w; 'axe de rotation ‘passant par b, et étant une .droite
perpendiculaire--au plan: des pomts oy 53’~et’532.~. Nous -avons
alors les relations | RS

¥ 4y = cos wa, 4 sin w| (cay),

(8) Ou = @y — g = (cos w—1) , —If«s‘in‘w] (e,

Si 3, est considéré comme donné, il s’ensuit pour amplitude
de w de la rotation - .

{ (cos w— 1) e, sinw| (ea,) ;Q_: 8:1%

d’ou finalement

@ - d@snt A e=da=@,02 .,

équati‘on‘ qui- -détermine: l’angle de rotation:
Le deplacement total de. 1’ extl émité du vecteur o est r1101's

S, = +oa, 4 )
82:‘01—{—[(cosw—x)al—{—smwl( )J

ou

w 't

v(xo) Sgi[(cosw——l)cxi‘—]—sin w| (ex,)]+ 3,

et nous obtenons cette proposmon el
« Chaque mouvement. d un vecteur. oc,,.d une p0s1t1on o, en une
autre o, est équivalent a une translation qm ‘est égale au dépla-
cement total de son élément origine et a une rotation d’un- angle:
égal a celui des vecteurs o, et a, autour de U'axe ¢ qui passe par
I’élément origine de.«-et est perpendiculaire aux vecteurs «, et a,.

o LI
R A
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La translation et la rotation d’aprés: 1’éqlia’ti0h (ro) sont liées
additivement -1fune ‘a I’autre, I'ordre de leur succession étant’ar-
bitraire ; par suite la tr ansIation et la rotation peuvent avoir lieu
en méme temps,. Paxe ¢ se deplacant parallelement a lui-méme
autour du vecteur egal au deplacement total de I element orlgme
dea. » : ‘

On a cos (2;»——w) ——_cos w, sin (2ﬁ—w)4:— sin w. Par consé-
quent le vecteur o prend aussila direction du vecteur a, s’1l tourne
autour de 1’ axe e qui passe par le pomt fo =, , d'un angle dont
I'amplitude est égale a (w — aw) ; mais nous entendons toujours
par I’angle des directions de deux droites celur de leurs parties
positives, de sorte que méme pour le mouvement le plus simple
il ne soit’question que de la premiére amplitude. '

§ o/. — Si les déplacements totaux des extrémités du vecteur o
sont infiniment petits, la différence des directions des vecteurs
a, et o, est ausst infiniment petite, <)w ==dw. Des équations (8)
(9) et (10) 1l résulte pour ce cas ‘spécial

ap = o; - dwl (eay)
do=o,—a,=dw| (ex,) = dw]| (e2)
C— . dw

=v,— v, = = —— [ (ea) =10 | (c2)

L - : 1 —_—
Ldw = 7\/da%, W= —;\/(vz —,)?,

ou dw est le déplacement angulalre et s1 W= — Y est la vitesse-

d

“dt

angulalre du vecteur o. '
Le deplacement total et la vitesse du point extréme du Vec- '"

teur a sont
doy=dp;+dw| (c2), v, =0, 4] (ca).

« Si les extrémités 'd'un vecteur o subissent, dans leur pas-
sage d’ une position o, en une autre a,, des deplacements infini-
ment petlts leur mouvement est equ1valent aune translatlon qu1 :
est égale au deplacement total de leur élément origine ét A une
rotation, d’'une angle infiniment petlt egal a celul des dlrectlons
des vecteurs o, et a,, autour de 1'axe ¢ qu1 passe par lelement
origine de a==ua, et est perpendiculaire & o, et.¢,. L’ordre de la
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suite de la translation et de la rotation est-arbitraire; celles-ci
sont liées additivement 1'une-h ’autre et les deux peuvent avoir

lieu én méme temps. »

§ 3. — Dans le cas génér:al‘ des déplacements d’un vecteur dont
nous avons parlé dans les paragraphes"précédénts sont compris
tous les cas particuliers, dont neus allons examiner les plus im-
portants maintenant, / |

1) 6,=o,lepoint o}b_—o}b du vecteur o =0, est sans deplacement
On a alors
Ou = o, — &, = 8,, ,|e=o,. 6,]e=o,
o, = cos wa, + sin w| (ex,),

Ry (cosw—1)a —+ sinw| (eay), ' 4a? sm2—-;-w = 58

d'p‘i =0, .
do = a,—a, ='dg,, dp |e=o, dp, |e =o,
Ca, oy -Fdw|(eay) ou oy —=a - dw| (ea), a=a,

do, = dw|(ea), ©v;=o0, vy=mw | (e2),

I -—
= — Vdp.2, — .
dw - Y/ P QQ P
Le déplacement total de l'extrémité du vecteur a==a, est per-
'pendiculaire a 'axe ¢; dans le cas 1) il est aussi perpendiculaire
au vecteur a==a,. Le vect_eur o peut étre transporté de la posi-
tion o, a la position a, par rotation autour de ’axe ¢ passant par

le pomt o, = Moy ,
2) G, =11, lextremlte RB=37B, du vecteur oc__a est sans depla—

cement.
On a alors -
So=—2,, &le=o, 8, |e=o,
ay = — [(cos wa, 4 sinw | (ea,)], .
o8, =—[(cosw—1)a, + sinw|(ex))], 4a> sinzé— w1202

dp, = o donng :

\‘dp:—dpi, dozla_o dpl|e__o
“2:’[“1+d“’|(3“1)] 0‘1.0“24— [—I—dwl[ea)] qiéa,
doy=—dw| (), H=—w|fs). -

. \

' T
dw — —\dp,2, W= —0,..
7 P1= . a Vt
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‘Le vecteur o passe de la position «, a la position «; par rotation
autour de 'axe e qui passe par son extrémité si Iamplitude a le
sens opposé comme dans 1). - . - |
3) Les déplacements o, et 8, sont dans un plan si ’on a
, ‘[“laiaéj =H
et alors on a aussi
A (238,8,) = o,
car

oy — oy = 0, — 0,
)
on a donc ,
[2,8,85] —[2,8,8,] = o,
et si ' ‘

| v e8] =0
- on a aussi |
' [aggigg].: o.

Le quadrilatere des points o, B,, ob,, B, est plan.

3') Pour 8, = dp,, 0, = dp,, dp,, do,, v,, v, sont dans un plan,

27
sl
a,do,dp, = o, alav—ez o,
et alors on a aussi | |
aydpdp, =0, = a,v, = 0.

4) 6,=ps,, les déplacements des extrémités du vecteur o sont
paralleles I'un a l'autre.
Alors nous avons

8. = (p—1) 8, 0,8,0, =0,  049,8,= 0;
sl p==1, on a 8,==06, et aussi

o, oy —o, == 0, Ol = 0.

Le quadrilatére f,%,4,8, est plan. Le plus simple déplace-
ment du vecteur o de o, en-a, a lieu. en ce plan. Si les déplace-
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ments des. extrémités de o sont egaux '« peut éire transporté ‘de
&, en o, par-la translation , Tespectivement dp,. -

5) o, est perpen(hculalre au vecteur (o, —l—-a 5)e

Alors nous avons '

C oY) “81 =0,  (yta)id=o,

0, est aussi perpendiculaire a ce vecteur.

a, |8, =o et a,|8,=o0
donnent
oy | 8¢ = o.
218, =o. et ay |8, =0

donnent

“2[61:“1182-

5') S1 dp, est perpendlculalre A o, =0, Hious obtenons

dp,|a =0,  dpla=o.

v |a=o, v, |a=o,.

Si les déplacements des extrémités d'un vecteur o sont infini-
ment petits et si le déplacement de 'une de ses extrémités est
perpendiculaire a la direction de ce vecteur, le déplacement de
Tautre extrémité est aussi tel et alors les vitesses des extrémités
sont pre(nsement normales a cette direction.

e _ 2. — La ligne droite.

§ 4. — Considérons la droite A transportée de la position &, B,
a la position fo, B, ; o, M, €t %,531;532 étant des points homo-
logues. =~ '

Comme une droite est déterminée par deux quelconques de
ses points, la droite JoB =0 coincide avec les droites f,B,=oa,
et Aoy B, =g0,, .
des points correspondants de o, et 5, et alors a cause de l'inva-
riabilité de o tous les groupes de deux pomts ceto, o eta, coin-
cident respectivement. ' '

- Prenons un pomt fixe arbitraire de l'espace comme pole de

si déux points -quelconques de ¢ coincident avec
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- coordonnées. O et soit oo, ——O—]—oi, B, _O—}—pz,'(‘) =0 —-i—o un
pomt arb1tra1re de o, (ﬁg )

L’ equatlon generale des tra]ectones de la ligne g; est
. ‘:p—mpi%—np,, - m‘j— {2::1
J E ™ e
o P Eie—e),
'"”‘”9-——-Pk—ttna4, avee  (py—py) =

Soient alors do,o,==3,, 331552_—__52 les déplacemeritsdes points

- Mo et B de la droite o, 1equat10n de 1a drmte o}\g B,=a, est; en
=044, U,=U,;+4-¢, : R T -
| gb:p+a-m< ) n (o),

&;: mp,; —+ np, -+ mS —[— nod, |
ou :

b= (py +3) Fnllea—py) + (By— 3]

-9:@18J+M%+&L B =8y —3,

'*P — (Pi 3y) -+ e o g = & - Oy

Des équations des droites b, B, et fo,B, il résulte pourle dé-
placement ¢ d'un point arbitraire de la droite ¢




356 , . F.KRAFT
- L’équation

(11) ’ _ : 3:81—}— nd.

est avec & comme radiusvector celle de ’hodographe -des dépla-
cements des points de la droite ¢, quand elle est transportée
d’une maniére quelconque de la position o, a la position o, de
sorte que, comme elle ne contient que la variable n, cet hodo-
graphe est une droite parallele a la dlﬂ‘erence des deplacements
des points B et Jo.

Les déplacement 6, und ¢, des pomts et dela dro1te ¢ sont

Si: 81 + niga, Sk: 81 + nk8a,
de sorte que

Sk——— 85 — (ﬁk -_ Ili) 84‘, nkﬁi —_— n18;, — (nk — Ili) 81,

et nous obtenons, si nous remplacons dans 1’équation trouvée
b} TN N N

plus haut pour Phodographe les valeurs de 6, et o, par elles

données par ces derniéres équations

n—mn;

S=28& + (3 — 8.

ng — n;
« L’hodographe du systeme des déplacements de la droite &
est une droite parallele a la différence des déplacements de deux
quelconques de ses points, c¢’est-a-dire une droite qui passe par
les extrémités de ces déplacements considérés comme trajec-
toires. Lesdifférences des déplacements de deux groupes de.points
de la droite ¢ sont paralleles. Par les déplacements de deux
quelconques de ses points sont déterminés les déplacements de
tous les points de la droite s. »
Comme

8 =9, —["n(“z"'“i)A

nous obtenons en multipliant les deux membres de cette équa-
tion par (a,a,)
(12) . S () =38, (), = (8= 8) (x,2) = o, ,

-

d’ou
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sl nous posons e N L
‘ : (“1“2)‘\: ‘/m%: | €.

"« Les projections des déplacements des points de la droite ¢
sur la-direction perpendiculaire a ses déplacements o, et o, sont
‘égales entre elles. » ' o " |

Comme | |
8:8r = (8, + n:is) (3, + mide) = (nx — i) (8:8,),
[33,8] =0, [ = o,

les déplacemep‘ts des points de la droite ¢ sont pa‘ralléles a un
plan dont la position est déterminée par les déplacements de
deux quelconques des pomts de o.

§4. — S1 les deplacements des pomts Qb et B de la droite &
‘sont infiniment petits, on a8, = dp,, 0, = dp,, 0, == da, et alors
leur hodographe a pour équation, comme on a ¢ = dp, en vertu
- de I'équation (11),

dp = dop, 4-ndu,  da=dp,—dp,

et alors, I’hodographe des vitesses v de ses points a pour équa-
tion |

_ 4q _ -
b= 'g% =, +n (v, —wy);

ces lignes droites sont évidemment paralleles entre elles.
De plus, nous obtenons, puisqu’on a_a cause de (11)

dp — dp, = nda et alde= o,
avec o = d,,

(dp — dp,)| a = o, (v——o)la'_o

« Les hodographes des déplacements infiniment petits et des
vitesses des points de la droite & sont perpendlculalres a celle-c1. »
11 suit de la Cat e a

dple =dp,la,  v]a=1,]|a
« Les projections des déplacements infiniment petits ainsi que

celles des vitesses des pomts de la dro1te ¢ sur sa propre direc-
tion sont égales. » .
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Nous obtenons encore d’apres I'équation (12) - .
p—dg) ) =0, on (dp—dp) (uds) = 0
_ou, sl nous’ posons SR e b o

" (oda) |V (@daE = (o) : YR |,

et

(d‘ p—dp))|e=o, (v—wy) e =0, o
: dP!E:'dPJSf' 'Dle ”1!5

* « Les projections des déplaceméunrts infiniment petits ainsi que
celles des vitesses des lents de la droite o sur la d1rect10n per-
pendlculalre a o, et a g, sont,égales entre elles

§5. — Les équations des droites o/, B, et ;}1925‘3;‘57011‘5

L e=ectnm =) ey

L O

Ces’ hgnes se croisent en general* soit§ leur plus courte dis-
- tance. oo : t

Pour le vecteur 4, on doiAt—,avoir Iéquation
-e::,q" —p =8 +ny T
et comme § est normarlAé o, et d %y On doi’p avolr aussi
| 6 = % | (2,05),

et de 1a résulte la condition:
‘ O; ~+ myay — hi“l = x l (23y), <
d’otr il snit ‘ ' "
i (Srory05) = (@,05)2,
et enfin L o
| | o,y

= A2 (cxiaz)— —t——g,
PR S TR A 2- . B
’ O (el \/ (a,05)2
Nous obtenons de plus pour\les coeflicients n, et.n,
(Byxg) o) — g (ya2)2 =0,
(84“1)_ | (ayy) — 13 (“1?‘2>% =0,

X o . - s . . . 5 P
1 RREE Phae ey ol o AL I ERC I

et par suite

e B ) B ey
‘ | 0 — 81__ ( | 2)1( 1”2 al_l_ 1(;11‘5)‘21 2 g . .

(o 09)2
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Si Von effectue le prodmt intérieur des denx membres de cette
formule on peut, par le calcul des determmants modlﬁer un peu
sa forme On a ainsi

I .

' g [(o] 0;2) (23] 8y) —.a® (o | 0,)] %

,e:Oi—l— ar— (aila&,);"

1) (18— a (613} o |-
Pour les radii vectores Pe et {; des extrémités de la plus courte
“distance 0 on a, avec les valeurs trouvées pour n, et n,,

= ("81 “1d7)
pe=—20 (:zla,)’ .,
. 4 a 0 [+ 4 ‘ o, 0
3 =R : 1(2&(); ) 2
- - 1%2)=
et on a, comme cela doit etre (g};e — 09) — 0.

Pour les deplacements des pomts de la d101te 5, on a n —

s — n,

et par suite, le déplacement du point de la droite =, qui coin-
cide avec I'extrémité origine de 0 est

p— 1 + (Oiai) l (a.iag) (

N (22

oy — @),

de sorte que ce point n’est pas déplacé en général pour le vec-
teur 0 ; quand la droite ¢ passe de la position ¢, a la position g,
aucun de ses pomts n’admet le deplacement 0.

, 3 5. — S1 les deplacements des pomts A et B de la droite o
sont 1nﬁn1ment petlts nous obtenons A’z 'xpres le paragmphe 5,
pour la plus coul‘te dlst‘lnce 9 — df des dr01tes s, et o,

. adp,do, ‘o, ’U, e
,dﬂ;m— (edey= 1) («do), @ =1,
a2 (dp | da)—(dp,|a)do2 - a2 (de,|da)
CZ6~ 1 1 . T : :
ll-l— (cxda)_ o .Vai (O{dO’)g_ : a:!f

ou puisque o == o, o, = o - do, (ade)? = a’da?,
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Pour les tra]ectmres des extrémités de d0, nous trouvons

dw(do —a?(dp, |d
90:91__{_ . ll deaz ( pi' ).O!,.

dp1 | da

b —p; +dp; — (¢ + da),

g‘ ;
le déplacement du point de la droite ¢ coincidant avec 1'élément
origine de df est

-~ (doya, d .
dp = dps+ ( Pi?;zdl&(;j ?) (2 —ay),

ou

dao? (dp, |a)— a? (dp,| da
do =dp, + (dp, | - (dpy|da) da,

de sorte qu’en général ce point n’est pas déplacé autour du vec-
teur d0 ; aucun point de la droite s n’admet e déplacement df s1
o passe de la position &, a la posﬂ:lon Gy

§ 6. — D’apres 'équation
8 =38, + nd,
le déplacement 5 consiste en un déplacement 31 commun a tous les

points de la droite s et en un déplacement 28, qui est perpendi-
culaire a la direction de

e =[(ua,) : ‘/(“1“2)2—5

ces deuxiemes composantes des déplacements des points de la
droite s sont pardlleles entre elles et directement proportionnelles
en grandeur aux distances des pomts a I'axe passant par J, et
parallele a e. Ces deuxiémes composantes peuvent étre engen—
drées par la rotation de la droite ¢ = o, autour de 1'axe ¢ pas-
sant par Jo = Jb,, de sorte qu’elles forment un systeme de dépla-
cements rotatifs: Soit w l'angle compris entre les directions
des droites o, et o, ; d’aprés le paragraphe 2, nous devons

poser

O?

+n { (cosw —1)a, +sinw| (ea,) }
(cosw — 1) a, + sinw| (ex,) } + 3,."
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Le radrus»vector du point. U- auque«l corresp@nd le deplace- -
‘ment 8 est avant ce, deplacement | ‘ L

. ;.-‘ '. } ) — Pi + nai‘ ,'

~ sa trajectoire apresile déplaqement" autour ‘'du vecteur ¢ est -

Y= py 48y 4 n { coswa, - sini | (1)}

= ‘Pi«+'n',{ -cos> woy - sinw |, (5“91)}-..‘]7 0, ,

Commeona ,
=8+ (,";2 4_V9‘1,)> E 8{ - 81 + 7 (,%,-_ “1){

on a aussi ,
N 8:8i+(‘n;‘;ni) ("-“2"—0‘1)’
,8 = Si —{—(n—nz) { (Ac‘o.s W, —— ;1) oy + sin wrl (eé‘i) g,

et par suite, I’équation da radius vector d’'un point arbitraire

U = U, de la droite ¢ est, comme on le voit facilement, lorsque
/ .

e deplacement aeuliew .. - - ... o . . oL

b = pi+ (m—ni) 2y + 8,
b =pi + (n— ) { coswa, -+ sin w | (5“1)} -+ 9.

-« Le déplacemen«t‘ d’une droite &B = ¢ d’une position ¢, en
une autre position o, est equlvalent a une translation qu1 ‘est
~égale au deplacement total d’un quelconque de ses points et a

une rotation autour de I’axe passant.par ce point.et perpendicu-
laire aux directions originale et finale de.la droite. La translation
déplace en général de- point en pbiht la droite ; laxe. de. la
rotation a tou]ours la méme direction ; Pamplitude de la rotation
est.la méme pour. chaque.point. de, reductlon du systeme des
déplacements et egale a la différence des d1rect10ns des positions
orlgmale et finale de la ‘droite. L'ordre de la translation et de la
‘rotation est arb1tra1re et les deux peuvent avoir lieu en méme
temps. C’est pourquoi une ligne droite peut, 4 I'aide de rotations
et de translatlons étre transportee d’une pos1t10n dans une autre
d'uné- 1nﬁmte de mameres, )
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§ 6’ — Si les déplacements-des pomts de la: droite sont infini-
ment pet1ts, on . a ‘

dp = dPl + nda=dp, +-n (dP‘> — dp,) , |

et aussi d’apres le paragraphe 2/

dp = dp; +- ndw| (e2) = ndw| (ca) +df51’,
la trajec_toiré-du-p.(?)int’auqnel e‘st(relatif ce déplacement es"t
| p=py +na,
sa trajectoire aprés son déplacement autour du vector dp est
Y=p+n fatdwl| () | + do,

par suite, la vitesse de ce déplacement est

do

T=2 = Gl )
et la vitesse angulaire de la-droite autour de ’axe € qui passe par
le point b = oM, est

) I —_——3
w=— A (0,

' Si le point (O < p,) est point de réduction, les formules peu-
vent &tre écrites sans plus de difficultés. o ‘

'§ 7. = Mais une-rotation autour.d'un axe et une translation
gauche; outre cela, ~sont équivalentes a une rotation'de méme
amplitude autour d'un axe paralléle a’ cela et a une translation
parallele a cet axe.

“Avee fs == M, comme point de reductlon du systeme des dépla-
cements des pomts de 1a droite, on a - | '

,.8 e (% — %);‘iﬁ% —

Y=n {_k(cos w— 1) aj Fsinw| (eat,) } -+ ;.

Si 8, désigne la composante de J, paralléle 2 I'axe's mené par.
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le pomt Hor =, € egale a: 1& prr@»_;ectwn de 0 0y sur celui- ~C1, et 2
- 1’autre composqnte on a : :

‘“?o—(&l?lf-s)‘e:’.(grl'?) = | !

8 __ “d.tazal
0 — T/

Y (o@)2

et c’est premsement la translatmn pour le ‘mouvement a cher-.
cher, lqutrecomposqnte est

| 1:8 (8])3;(88&!8,

avec la valeur de ¢, nous tr_ouvons, puisqu’on peut metire aussi

T = %y + ya,,

"_—-————I-‘.-ozoc“o.[ '.,‘a X a&', '“"a)
= (o) | @) o F () | ()]s |
ou o | .

" (ai'aZ)-z g[aﬂ (2] 81) — (e o) (#3]8,)] oy

+mem—mwm%mn%}
| Par la rotation autour de I'axe z-: que nous cherchons doit étre
engendree Ia- composante T du deplacement 0, . Soit A la distance
pelpendlculane de laxe e, '1 laxe ¢ par le pomt fo == oo, on doit

avoir, lorsque 1e vecteur 7\ tourne de langle w qutour de son
e\tremlte '

- e e

T: x—xl . A =—fooswh sing [ ()],
de sorte que doit subsister 1_’équati0ﬁv o
P = (1 —cosw)h—sing () = ()
Ainsi nous obtenons de la maniere déja connue

2) = (e9,) B -+ cotang % \wi (€3)),

L’axe e, est ainsi déterminé, son équation est

e = e N b wl(ayas).
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Mais nous-pouvons aussi représenter A‘comme une somme mul-
tiple de o, et a,. Nous obtenons

sin w

'2)\ = (e9,) |le +———— I(e8,), _

I—COoSWw

ce qui est aussl avec la valeur de ¢

o (| (o, 25) 81] (ayp) T o) 18 i
2h = (o,00,)2 + az— (o] o) [(o25) 164],
ou
A= e e (1) (a1 (121
- [@® (5] 6,) — (o | @3) (o, ] 0] o z
+ az___(qila?j g‘(ailai) oy — (a3 | 8y) &y ¢
ou s 7
_ [1(2y8«) 84 (2,0.) a® 4 (a4, | a,) N
A= : «,0q) |8,
’ @z T T apar Lt 9]

ce qui donne

. ( Py N . N / a N N
2k = (aigg_)g  [a® g () + 8a) l Oy 2 (“1}?2) (.a1lol)——\a,1Ioi)ﬁ%l«oa)) Oa
e (o L) A (o 18] (321 B) — ([ 3) 82 o),
par qui A est represente par les grandeurs directement données.
Soit, avec un point de ’axe ; comme pole de coordonnees

er le radius vector d’un point quelconque de la droite a subi la
rotation d’angle w autour de 1’axe ¢, et la translation &,

p = (1—cosw)(e|o) e+c=oswol+sinoxil(\epl)‘-—}—‘ao.\

Avec 1e pomt extréme de X sur 'axe e comme le pomt relatif,
I’équation de la droite o, B, est
Lo = — A -F nay,

de sorte que les radu rectores des points de la droite &, si
celle-ci a subi le mouvement hélicoidal, sont, avec le pomt pré-

o cedent comme orlgme des coordonnées,

% = (1 — cos®) [¢ | (— A+ nex)] ¢ 4 cosw (—A+na)
+ sinw]|e(— )\—}-ndi)]-l-sm ‘

Y=n _[cos'wozi ~+ sinw|(ea;)]—cos wA — sinw| (e)\) + So
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ChO]SlSSOIlS mamtenant le. pomt Jbo, comme pole de coordon—
‘nees posons Y =p— A, 11 v1ent

p = n'[cos wa, - sm w] (sofzi)r_.ll—}- (I — cos w) A
—slnw | (e}) + 3,
c¢’est-2-dire |

o=n tc’os wd1+ sin w .l (eoci)] - 3'1.-

de sorte qu en effet, la droite ¢ par la rotation autour de l'axe e,
d’un anale w et la translation 8, peut étre transportée de la posi-
tion ¢, en la position o,, de telle sorte que les points de la
droite subissent la plus petite translation, et c’est évidemment
le mouvement le plus simple de o pour passer de la position 3,
a la position ¢,. Si la rotation et la translation ont lieu en méme
temps, l'angle de rotation et la translation croissent proportion-
nellement au temps, et alors les points de la droite ¢ décrivent
des axes d’hélice autour de I'axe e.

« La droite o passe de la plus simple maniére de la posi‘tio‘n v,
~ a'la position o, par mouvement hélicoidal. »

§ 7/, — Si la droite o subit un déplacement infiniment petit,
le déplacement d’un point arbitraire de cette droite est

dp = ndw|(ca) +do, a,=aq,

et le vecteur de translation dans le mouvement hélicoidal est

adp,dg
Ao =(dp|e)s=—_(5ct- | (uda),

la vitesse est

T e D

~

et la composante de translation perpendiculaire a Paxe ¢ est

- dt = (edp) |,

(hquelle doit étre engendree par rotation autour de laxe du
mouvément hélicoidal. '

Enseignement math, 24
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Pour la distance de Paxe s,au point &, nous obtenons
I | o e

A= dw l(édpi) = E‘l (8v1>’

de sorte que I'équation de cet axe est

. | | 1, =
L p =t | (eyy) - ue,

a I'égard des valeurs de € et w, nous en obtenons, ou en outre
nous tirons pour A de la troisieme formule générale,

o= b1 + oy [(aldp) da-(da| dpr)a] +u| (ade),

ou

Prenons le pole de coordonnées sur 'axe du mouvement héli-
coidal, on a g qpres ce mouvement pour le radius vector d’ un point
arbltralre de la droite

o= pr+ dw | (891) + dogy,
son deplacement total et sa Vltesse sont

do = dw) (691) -+ dpo»
v——wl(ePI) + ;-

§ 8. — L’équation de I’hodrographe du systéme des déplace-
ments des points de la droite o est

0=0,+n (a,——a)

Parmi les déplacements des éléments de la droite s, l'un est
le plus petit p0s51b1e il est égal a la perpendlculaue abaissée
du péle de I’ hodographe sur ce_lul ci.. :

Soit o, ce déplacement, on a

N ) N N N .
or = 0, + nyOq, ok log = o.
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11 s’ensuit
| 8,8l + md2 = o,..

de sorte que

3180 &
-81’::81_%8“?, Ous
. I
ISR::S%[(NZIBU ) 8, — (34 8a) 8,].

Le radius vector du point qui subit ce plus petit déplacement
- est ‘ : ‘
- 8,18,

Pr — Py — 8.2

-

di’

son radius vector, aprés que le déplacement a eu lieu est -

Uk—PlJFOL

Ce plus petit déplacement n’est pas égal en général a la plus
courte distance des droites o, et 5,; afin que cela ait lieu, il faut
que soit remplie la condition '

‘ O]C :0,

ce qui, avec les valeurs de o et 0,. donne

6,18

5, — 2L 8a__oc081

5.2 —Wl( 10a)s

| d’ou 1l suit
o (8“81) [(2,0,) = o, ou [(“2 —tly ) 81] | (“1“2) — 0,
de sorte qu’on doit avoir

(‘"281) | (oge5) — (2,0,) r(“i“%) = 0,
ou i

™
Gy I_“l Oyl ay

%l 8ylay

ce qui donne finalement

[(o1105) — 2] [+ 05)1 3] = o.
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[
PO

| Cette condition est remplie, si ’on a

(2 tap) |8, = 0y ou (o] @) —a?] = o.

1) (o, +a,)|8,=o0. Le déplacement 3, doit &tre perpendicu- §
laire a'la somme des vecteurs a, et a,.

De ce que généralement
| (2 +29) 18, = (“1‘1““2)1872”
on conclut agssi o
'(“1‘{—“2)]82 — &

- Mais on a

§ =38, + n(8,—38,) = (1 —n) 3, + nd,,
_ et par suite '

(@ + “g) 16 =(1— ”) [:(div+,’a2) 18] ’{‘D” [y + a5) 8],

- c’est-a-dire soit
| (ta) 13 =0, (518)=—(]?),

le déplacement de chaque point de la droite ¢ est alors perpendi-
culaire 2 la somme des vecteurs o, et a,. |
Avec cette condition, nous obtenons apres de faciles transfor-
mations | | ’
% |

T (i) =0

Sp=2¢, +

Les trajectoires des extrémités du déplacement J, sont main- §

tenant
' ALh
P -+ jusmiifo]'}
P P1 @ —a, |ay Po,
: o, |0 ‘
== 3 L g, =
b =—p,+ 0, + @ — o, la, o = Y ;
on a en ce cas
' 00,0
Sle=0le=0le= —2L,
K . (“1“2)

c’est-h-dire que les projections des déplacements des points de
la droite ¢ sur la direction de ¢ sont égalés a la'plus courté dis
tance de o, et o,. '

’ ” - 8 ¥ - - e £ . 1
LF SN g 4 - v, = .
- oL (I IR I i
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- - s
" £ ‘
.~ . o s o el o o

L equatlon generale AR

; | Szoz—-{—(n——n,)(

©

¢

dev1ent gl on prend 8k_6 comme translatlon generale de tous
les pomts de Ia d1‘01te , ' : .

' oc1,.l>8:

8:6-{—{12-— 1~——§ (’o.ezl———oci).

3 '
N . o !

2
E "‘“11“2

C est pourquoi le dep}acement de la droite o’ est dans ce cas
equlvalent a un mouvemen} hélicoidal dont I’axe &, coincide avec
la plus courte distance des droites s, et o,, et 'équation de cet
axe est - T o

ps = pr + us,
ou .

Nous arrivons au méme résultat si, dans la seconde équation
Ve ° ’ 7 . ’ ~N ~
donnée en général pour X, nous posons (g, | ocQ):‘_—‘- (6, |,).; nous
trouvons alors
1'061 [81 : ;
Ao,

A= Ay
) coincide avec la dr01te g, et I’ equatlon de 'axe du mouvement
hélicoidal est la méme qu’auparavant ; aussi pouvons nous écrire
celle-c1 -

oy | 81

. [(PSf Pi)—méﬂ;]l (aiag')":o,;
0. : A a

2) a2 = (ay| ag) =

P

On peut alors écrire

ay | (ag — “1) = Oa.

de sorte qu’on a (o, —a., )_0 c'est-a- due oa,==0a,, ol bien (ogz—: o)
doit &tre perpendlculalre a o, ' R

a) ay==d, Pulsqu on a ’COU]OHIS 0, — 0, =0, -——-aj, on a alors
82_..61, 6==0,==0,, tous les points de 1a droite ¢ possédent le
méme déplacement total.’ Le mouvement de la droite est alors

éqmvalent a une translatlon qu1 est egale au deplacement total
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d’un de ses points. Dans ce cas les droites g, et o, ne se croisent §
pas elles sont paralleles I'une a Pautre de sorte que o,==a, ne |
suffit pas. | ‘ i

Siici en particulier on a (3,|e,)==o0, on a aussi (“[oa) CAEAR
=o0, et alors les déplacements de tous les pomts de la droite &
~sont perpendlculalres a ses posmons limites de sorte qu a11531
aucun déplacement n’est minimum dans ce cas.

b) (a,—a,)|a,==0 ou («,|3,)=o0 sera encore satisfaite, si le |
déplacement ¢, est perpendiculaire a a,. De

5 =8, 4 nd
1l suit
8|ai = o, |«

les p"i'ojections des déplacements des éléments de o sur s, sont
égales entre elles. C’est pourquoi on peut poser

8, = ca; + b, 52:“1"}")2@,” ﬁla): )
et alors on a aussi

&y — &y

. — [N bi |
B—”b—z‘—_‘g’ 0= ¢% +<”+7;2‘:7,—1)(%—a1),
ce qui entraine “

(Saa5) = o, 0 =o,

les droites o, et o, se coupent, les déplacements des points de la
droite o sont en un méme plan. — La seconde h}pothese con-
duit donc aux mouvements plans.

~ Soit 8=o0, on a alors (2,0,0,)=0 et de ’équation de I’hodo-
graphé résulte (Sw,a)=o0; les déplacements des points de la
droite o sont alors dans un plan, le mouvement de la droite est
équivalent a une rotation dans ce plan autour d’un de ses points.

4

§ 8. — Si les déplacements' des points A et B de Ta droite &
" sont inﬁnimentsvpe'tits, on voit que d’apres la formule pour g, le
déplacement minimum.possible est

dp, | (do, — dp,)

S G (e AN T S
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de sorte qué la plus petite vitesse. possible es}

ou
Vq '01)] Uz ) :

g | (0a—,)] v, — [0, | (v
Le radius vector du point de & =1, qu1 subit ce plus petit

dephcement est o | |
v, | (v,

dp, | (dpy —dpy) = gy — ”1]_( 2

= 0, —
Pk == (dpy — dpy)?

pour son radius vector apres son déplacement, on a

do, | da 1
éag : a—]T Py { (dpglda) do, —

"P’f:xoi_‘,

ou - A |
Ig(-— ' —_ —-

Soit avec cela le plus petit déplacement égale a la plus courte

distance des droites o, et a,, nous devons avoir

(@l de) = (x| dp)) = o,

c¢’est-a-dire que les déplacements des points de la droite & doivent
‘ce qui est le cas, si le déplacement

lui étre perpendiculaires,
d’un de ses points lui est perpendiculaire
Dans ces circonstances nous obtenons _ -

dox—do,— ‘L’zl‘a—;‘l—“— da=de,

ou
dpe = - { (dp. | da) dp, — (dpy | da) dp, |
V= "R {(vala’)vi——(vila’)%},
solt a présent
o1 . — adoydp,

dole=db|le = s
| a‘/d_c@_
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c’est a-dire que les projections des déplacements: des points: de-
la droite ¢ sur la direction de la plus courte distance de ses po-
sitions limites sont égales a cette distance.

Avec dp,=dl comme translation générale de tous les points

de la dr01te v, lequahon de lhodographe des deplacements
devient

3

) - do,|da- :
ch:da+{n4~—§%—@d%

et I’équation de l’hodographe des vitesses de ces points devient

Z:;—[—gn—]—— '01[0( iac'..

Par suite, dans ce cas, le changement de position de la droite @
est équivalent 2 un déplacement hélicoidal infiniment petit au-
tour de la droite coincidant avec la plus courte distance de ses
positions limites prise comme axe, I’équation de cet axe étant

3 - pS:':p;f—«}—ua
ou '
- dp, | da
Pe =P g ¢ T e
v, | (v, — v, _ -
%:ﬂ—‘1%“~;>W+MW(Y”M}

(’02 "_7)1)_—

'Les lemmes. principaux sur le mouvement d’une ligne droite
sont ainsi développés. |

FerpINAND KRAFT (Zuri“ch).
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