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I’ALGEBRE DU CALCUL

Depuis son origine, il ya plus de deux siecles, on a cherché
7 donner au Caleulinfinitésimal une base purement arithmétique.
Avant d’exposer une méthode des plus simples pour atteindre ce
but, sans limites ni infinitésimales, nous allons démontrer que la
méthode en vogue est non seulement incommode mais erronée, en
tant qu’elle repose sur la contradiction dont on s’est servi pour
établir la loi de la dérivation partielle, loi d’autant plus fonda-
mentale qu’elle contient celles de I'addition et la multiplication
des dérivées commez cas particuliers : ce que on n’a pas méme
remarcque.

Si par exemple v =/f(v, w), ot ¢ =sinx, v =¢*, on obtient

du ” :
—— | en regardant la premiére comme variable, la seconde
s’

comme constante : ce qui est impossible, a moins que x ne soit en
méme temps variable et constant...

Nous ne tarderons pas a préciser en le généralisant le vrai
procédé de la dérivation partielle, déguisé sous celte sophistique
puérile, en posant cctte notation et ces définitions préalables,

1, Par
a o C
b~ d
il est entendu que @ ==¢, == d, en distinguant toujours une frac-
tion d'un quotient, ainsi :
X+ x 22

141 2

2, Par

WZ= Uy, W= Uy U= Uy, cte,
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on entend « est fonetion de ¢, w est fonction de ¢ et de ¥, « est

fonction de ¢, qui est fonction de a, ete.

o .
J. Dot

Iy » 9} s .

T T T e B T O e O

oy + i, + 5 + Uy = u (’W

ct nommons celle série ou son équivalent symbolique 111 (dont le
module, 1, indique que tous les n termes y sont compris un
resuliant.

Sin==p -} g, ¢t sil'onsupprime les termes d’ordre g, de sorte

que 'on ait
(1)
U +u,+ o Fu,=u (b

ou le module (1) = p :n, le résultant se dit partiel par rapport
au premier.

Ainst on a en général

M
a Fu, 4 Fupn= u (¢}
en posant
m -1
) rAgom (o
P+q o

ou m cst un entier a déterminer. Le cas ou m2 > 1 ot par consi-
quent go” =0 est analogue acelul d’'un déterminant (qui n esl
quunc espece de l*ésultant) ou l'on multiplie des termes par des
¢léments-zére.

4. Toule aulve série, ayant méme nombre de termes,

M u L = u (e
M

sc nomme, atusi que la premicre, un co-résullant,

5. St lout terme de la série est fonction de v, on la nomme

. 4 LY . . o
resultant en o, en l'éervant ainsi

X
oy = lpy = e F U = U, 0
R o o = 1\’1',,. )

‘;&’*ﬁm, o AA _
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ou le module se conforme i la lettre de la sous-fonction; et tout
résultant se dit homonyme ou hétéronyme sclon que la fonction
et la sous-fonetion sont identiques-ou non, en entendant d’ailleurs
que tout produit d’un résultant homonyme ou hétéronyme sc dit

anssl homonyme ou hétéronyme.

6. Si cn particulier pour toute valeur de v

X
uy - u
I(.)) o X
X

ott « est fonction de 2, on nomme le résultant co-résultant.de u
par rapport a x. Etil est évident que st par exemple «==u., etl'on
peut trouver des co-résultants de\ u 15:11" apporta ¢, et de ¢ par
rapport & ., on en aura aussi trouvé de « par rapport a a, ainsi

v X X
1L . n § e ll/; Ve o ?(./’l . ’(,[‘,
xr oy X o U, vy o Uz o Uy )
! X X
-. Définition. — St = u.,, w,., z,, o u est fonction 1immé-

diate de ¢, .. et ¢, 4., sont des fonctions immédiates de a, of

u u v u w3

- I e— — I e T = - —

1 v W 3
vV X WX Z X
U, p Uy Wy U= Z,p -
Hy Vo o Wy Wp . 0T sy =
v X W X 7 X .
voX v x 7z x 1

—_ He @ + U, b(l‘y.'l' -1 . ., '_‘}" Uz I U,r

O e I T AT T
VX W X Z X 1

ptgqom!

Py
termes homonymes, m le nombre des sous-fonctions immédiaies
d'une fonction donnée, de sorte que

et st dans tout module M = ~on suppose p le nombre des

7

A | W 1 S 1 {

Uy vy + Uy Wy "‘l" - —"'— - zZr .

— — — == ' o
Up Vo = e W=, . s 5, we ' (5]
Vot A\ Z 3 t

fes co-résultants a droite se nomment respectivement la dérivee
ct le dérivant de u par rappert & x, et en niéme temps tout résul-

Enscignement math, 23
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tant particulier dont ils se composent se nomme la déripée ou le
derivant (total ou paltlel selon le ¢ cas) de sa fonclzon respective
[)(l] Ta[)p()ll: LL Sa bOl[S—fOllCllon

8. De la formule () toutes les régles ordinaires de la dérivation
se déduisent au premier coup d'eceil; et 1l est a remarquer que
quelles que soient les valeurs de ¢, w, ete., on a toujours

Vi4+Wa+. . +Z210=1 (h)

c’est-a-dire [le résultant des modules est le module du co-résul-
tant.

9. Ainsi pour w =u,,, ou m,, le nombre de sous-fonctions
immédiates de «, est 1'unité, on a

t 1 1
U, Vr ",y
v — I (A)
uU ¢ Uy
11 1
d’oli, en posant « =y,
:| 1 1
Uy Uy T2 Uy Uy Ugp == Uy
1 1 1
1
et par conséquent «, = u,= 1, etc.
1
De méme pour v =u, ,m,=m, =1, et I'on a
y
1 1 1 1
Ny W Up$eWp U
xr Ty WX UpVewr Uy
I 1 ) 1
et ains1 de suite,
10. Pour u=—uw.,, w,, m,==2, et 'on a
M1t 1
Up vp - Uo W _ Ur (B)
Uy VF + Uy WV U
(1) 1 aj 1 !
d’ol en posantw =,
m 1 (1} !

Uy Vg Uz == Ug

- T ! TTY
ct, pour v, = 0,9 == — U, U .
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Pour «w=¢
11. Pour u=—¢ -+, ona
u w v uw
x v ox 0w X
t t
g+ @ ovp ¢y
o ¢ ve g W
1 1
1 1 1 1
. L Vo g _ux p — )
: T oyt wwr T ug ¢ - ¥
t 1 t {
g

en divisant le dénominatcur par ¢ -+ w au lieu de multiplier le
' numérateur, pour ne pas étre en contravention avec la définition
- du§ 4, puisque le produit de deux binémes est quadrinéme tan-
dis que leur quotient est bindéme. Et puisque

mEAme S ET v

1 1 1
Uz = vz —+ @,
1 1 1 1 1 1
Up == vy - Wy, Ue == Vo =Wy,
(1) 1 1 (1) 1 1
U, — Vv-}- Wy 0, Uy == ¥u O + (OFR

en multipliant tout terme Aétéronyme par o*~*'. Par conséquent

I
Yoo
(1) ~ , et
1 1
A L

2 4 31 1 1
UpVyp F UaWp == vy + Wy

ce qu’il faut constater. De méme pour. le dérivant. Et en géhé}‘al

1 1 .
n 1 n 1 1 1
Ushp == uzzy vr ..z,
Upe -+ oo+ tzzy ¥ z
1 11 ;u++—-—~x
n k n b
12. Pour « =v¢w on a
u wov oW
L vy xr W x
1 1
s P W
vV W Wy
1 i
1 1 1 1
U + I, Uy PO W
= = = (v)
Ve = Wy u, p o>

1 1 1 1
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Kt en général

! 1

oy N 1
Uy + ..~ usz, T e el T
LY ! 1 i
1 n
13, Pour wu== ¢ : wona
1 1 1 1
UM L YT Uy v
Vo —— W, T Uy - [
| 1 1 1

D’out deux corollaires importants.

a. Ladérivée d’une constante est nulle.

Ainsi
1 i
1 1 v -
1 TE WY TS = — — T2 0
' ¢ y2

1 1 1

‘ 1
n=1+1-+ ... +1==0-4+0+4 ..+ 0 =no

1 ! ' 1 1
De méme mo==mo, et n: m :——Zl— 0. Donc ¢ =c.o. ).I5.D.

. Le quotient de deux fonctions épanouissantes est le quolient
de leurs dérivées. Puisqu’une constante a laméme valeur pendant
deux instants consécutifs, et qu’il est impossible de changer de
signe en moins de deux instants, toute fonction qui change de
signe en passant par zéro est constante: et comme le quotient de

, 4 L ..
deux constantes est constant, — est constant, en écrivanl ainsi
oW 5 .

la fraction pour Ja-distinguer de ¢ : w; dont lavaleur est cénérale,
Fn égalant et différentiant ces deux expresions on a

.Y
Vo) T —
W
1 1
¢ Yy ¢
- Foe e e T e ()
1Y (1% iy
LI b
d’ou
1. 1
v iy
—— —— T2 Q)
y W
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ct
1
¥ 't .
—_ = —, Q. E.D.
e r-
W

14. En appliquant ces régles aux fonctions fondamentales

a”, sin,, cte,ona

¢
- wat
PRL Py ! an nx*=t oy,
x 1 T g n u,
1
Alnsi
xn g b xrat
x  xr @ x
nxn—! (a + by xat+b—1 xbaxtt - atharb -
n a-+b o a -+ b
1
at a®A U,
x  xA u,
1

ol A==loga, et xtA =U, A,=U,. Ainsi

(:L$:I+Ax—|——A2—.—E—:-+..

(G .
@ = o+ A 4 A2 4+ .. = @A

1
sinx cosxr Uy
x  xcotx Uy
Iy
Alnsi1
3 5
. x x
SINX ==& — 5 = — ..
D J.
t 2 o
§p T2 X — —— e, T2 CGOS X
¥ 2! 4!

It ainsi de sutte.

(@3
’v’"
(23

T

7.

(%)

15. Pour la dérivation successive on emploie le module 2 ou

(n), selon que 'opération est totale ou partielle. Ainsi

2 2 12
Up, = Ugp, — UpYeTy
{2} (2)

Uy, = Ug,
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On démontre la premicre :égalité en différentiant les identi-
tés

(O 1. 1 1 11
Uy = UpXp, Uy == UV

la premi‘ere par rapport a x, la seconde par rapporl a ¢, ce.qui
donne

2 2 1 2 1 1 2 1
Up =2 UpVy == WUpdly + Ugd Vs
2 21 2 12 1
Up, == UzXy = WUty “+ uvex,
d ou
1 2 14 121

UpXyVyp - Uy p Xy == O,

16. Pour lintégration successipe, opération qui ne parait pas
reconnue dans les mathématiques, on emploie le module 7, en
nommant toute fonction 'intégrale de sa deérivée ou ['intégrant de
son déripant par rapport i une sous-fonction quelconque; c¢’est-

1
a~dire u— 111:: «. Ainsi dans ce que 'on: peut nommer le déve-
11 o
loppement intégro-diltérentiel ou intérentiel

— 0’0 . 2 —2

U= UgwWy 4+ Uzy + ugwy, 4+ ..

on n’a qu’il mettre w =— 1 pour avoir
'.\.‘./ ? Py
[Lae

- 1 2
Up 4o =\ Uz + Uzv +Ue —+ ..
al

le soi-disant théoreme de Taylor. De méme on a

+ .

U= uw -+ uw -+ uy
o0 T 11 2

H
)
-,

17. Deux fonctions ¢, @ se nomment paronymes si l'on a
1 1

p=w. Ainsi &% : 2 =2 =¢".
Lo Y X | : P

t |

}

‘.

18. Quan‘t 2 la notation que nous avons ébauchée, elle se ratta-
che évidemment a celle de” Newton, d’ailleurs vague et délec-
tueuase, a laquelle nous avons cherché i donner une base ration-
nelle, en regardant la dérivée. tout *simplement comme /[a
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somme des numdérateurs d’un nombre convenu de fractions égales,
1dée aussi étrangéfe en elle-méme a 'algorithme de Newton
quau du : dx de Leibniz, qui n’a aucun sens, et que l'on ne
rend intelligible qu'en le transformant en du : », ou d, coeffi-
cient algébrique, est le déripant de la fonction, comme nous

venons de le définir. Ainsi

1 u

Upr —— Ugp —
.
puisque toute tangente (pour [nous rappeler l'origine géomé-
trique de ce genre de calcul) n’est que le quotient z : x multiplié
par un fenseur arithmétique qui-dépend de la forme de u«. Et
¢’est au moyen de cette fonction auxiliaire, dont le logarithme
bien entendu n’est qu’un cas particulier, que l'on parvient a
établir les regles du Caleul, et a remplacer par un mécanisme
simple et symétrique un péle-méle de procédés artificiels dont
Pempirisme et la sophistique font le scandale de la science. En
effet comme D'addition mene a 1lidée de la multiplication, et
celle-ci a I'idée du logarithme, ainsi

ot + a4 .. + pa = na
Ay X a; X .. X a, = a*

L 9 \ ’ . . v
d'olt ,a==0a, a,=a’, on n’a qu’d généraliser le logarithme pour
arriver a l'idée du dérivant, qui a son tour mene a celle de la
dérivée. .

W. Rexvox (Newecaste, Angleterre).
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