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REMARQUES SUR LES VARIATIONS D'UN POLYNOMIE

—— ————

Si 'on donne & une racine d’un polyndéme entier l'accroisse-
ment Az, les accroissements correspondants des coeflicients du
polynome deviennent :

Aa,=o
Ady = —a, Az
1/ \v i / — Ly \l s
(A A, =— (@, -} a, 1 Az
Aty =— (@, V22437t 4 a1 A

Aty = — (o ap2a—4t, 3 2* 4 . Fagar—1)Ax,

Nous voyons cela, soit en divisant le polynéme donuné par
r—o et multipliant ensuite le quotient par (x —a— A7), soil
en ayant égard aux relations entre les racines et les coelli-
cients, '

En observant que
ay+a{tp—t+tdap-22 4y 3+ Aagul)=o

nous écrivons les relations (A) comme 1l suit :

L
A, — —- A«
' 74
a, Uy
Aa, 1:( - -+ ) Ax
A= a
a, —1 ., 9 \
B! Aa, 21— i Rt RV
(B ‘ ey et
“y, (s A (-2 a,
AV ; + - - 5 + o =) A
al o oA
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REMARQULS SUR LES VARIATIONS D'UN POLYNOMLE

Des relations (A) on déduit la formule de récurrence

() ' Aa, ==—a,—1 da+a A,

d’ou suivent divers corollaires pour les variations des coclhetents
correspondants a la variation de la racine «.

. — Quand une racine positive devient négutivc et que dans un

gne du polyndome, un qucl-

conque d'entre eux diminue absolument ou change de signe,

tous ceux qui le précedent chungent nécessaitrement de

groupe de coellicients de méme si

S
SID[]C.

Dél)lOﬂSll'(Ltt.Oll. — SUPPOSOHS que nous ayons

a,—2 <0 a,—1 <o a, o
2>0 Ax<o mais | A% | >a Auw, > o.

de la relation (C) nous tirons alors

— -1 A% o Ay —1 > 0,
ou
a. Aa, 4> a,-1\1,

ou
a. A1 > | av—1 | .| Ax

et comme
a <! A |
o )
1l s’ensuit , .
Ady—1> | ay—1 |,
done
a,—1 -+ Aa, -1 > o0,
Paretllement de
Ad,- -1 >0
on déduit (que
a2~ Ad,- 2> 0.
On démontre de la méme maniere la proposition correspon-
dante, quand nous avons

A,-2>>0, d,-1>>0. d, 0.

9, —S1 dansun groupe de termes de méme signc un quelconque
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d'entre eux, le dernier excepté, ne change pas de sigue, il en
sera de méme pour le suivant, car autrement le pl‘écédent: ne
pourrait garder son signe.

2. — I.e chan gement duneracine positive en négative détruit au
moins une variation.

Démonstration. — Les coellicients du premier groupe conser-
vent lear signe, puisqu’il en est de méme du premier (car
Az ==0) (voir remarcque 2). Ceux du dernier groupe, au con-
traire, changeront tous de signe, puisqu’il en est de méme du
dernter terme

ap ! 3
car (a, 4+ Aa,).a, < o,

comme on déduit des relations (B), puisque

Az
/ b J— 2 -
N -+ _\(tway, = a,” (1 -+ -

mais

d’ou

1—}—._'}1<o.
%

Uor sy 50 3555 ap ) )
\\’()ll real (,1UC ]/

Quant aux autres groupes, trois cas peuvent sc¢ présenter :

.

ou tous les termes du groupe conservent leur signe;
ou tous changent de signe ;
"ou bien présentent une seule variation, desorte qu’ils peuvent
se¢ subdiviser chacun en deux autres groupes, dont le second
aura des cocllicients ayant conservé leur signe (c’est-a-dire de
méme signe que les coelficients correspondants du polynéme
donné).

Tout cela se voit d’apres la remarque I.

Soit v le nombre des groupes consécutifs du polynome
donné,

Ils présentent v— 1 variations, cherchons le nombre maximum
des variations des coeflicients correspondants du nouveau poly-

nome. Je dis que ce nombre maximum sera y — 2.
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Car on aura ce nombre maximum en supposant que chaque
groupe du polyndme donné a partir dur deuxieme jusqu’a 'avant-
dernier fut subdivisé en deux autres groupes. Le nombre des
groupes nouveaux, ainsi produits, sera 2 (v—1).

F'n représentant les groupes du polynéome donné par

(1) L, M, N, P... J K
ctpar L' ' vy g0, o9 K (2)

ceux dunouveau polynéme (¢’est-a-dire par L le groupe des coelli-
cients correspondants a ceux du (L), par p, u' les groupes en
lesquels fut subdivisé (M e. c. t., ete.). L’on voit que le signe des
coeflicients du groupe (1) coincide avec celui du groupe L, de
gne des coeflicients du groupe (v) coincidera avec
celui du groupe (¢/) et ainsi de suite.

Done les groupes (2) coincideront deux a deux en un groupe

méme le si

du nouveau polynéme et par conséquent ce dernier aura v-—1
groupes, c¢’est-a-dire v — 2 variations.
4. — De ce qui précede I'on déduit aussi le théoreme de Des-

cartes; car, pour chaque changement d’une racine positive en
négative, il faut qu’un nombre impair de variations se perde; ce
nombre impair de variations doit donc exister auparavant dans
le polynome. Du reste, apres le changement des racines posi-
tives en négatives, le polynome ne présentera pas un nombre
impair de variations, car, autrement, il aurait une racine posi-
tive.

~

5. — Dans ce qui précede 1'on supposait
| Aa | >q,

mais il est facile de montrer que les propositions: précédentes
seront vraies aussi pour

A= —a;

I'on verra ainsi que, si un coeflicient négatil devient positif, le
cocllicient suivant, s'il est positif, conservera son signe.
6. Soit le polynéme

) 4
agxr axr—ld- . far—trr—erl faxr—o . domt X porl - agrr—!
I o B e i n T o (TSN il B S M R B R S
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dans lequel nous supposons les coellicients

@y, @yy...  d,—1 positifs

Aoy Qyil,... (a;—1 négatifs
Az, Aspl.. .. (t-—1 positifs
A=y Aoply. .. (-t négatifs,

¢°]
o
—

Si dans le changement d’une racine positive en racine néga-
tive ou nulle nous avons
As—+Aat; | >0
(1 s +AdAa;, >o
n, \+4+Ada, 1 o0
a, +Aa, o0

¢’est-i-dire sile dernier terme de chaque groupe négatif devient
posttil, et que le premier de chaque groupe positif reste positif,
alors le polynome donné n’a d’autre racine positive que z; car le
nouveau polynome aura tous les termes positifs et cela parce que
le dernier terme de chaque groupe negahf devenant positif, il
s'cnsuit que tous ceux du groupe qui précedent, deviendront
posttifs; de méme le premier terme de chaque groupe positif
restant positil; 1l s’ensuit que tous ceux du groupe qui lui sui-
vent resteront postitifs.
Les inégalités (E) peuvent aussi s’éerire comme 1l suil

s -1 —(As—24As—3a 4 .. . ayas—2 . Ax>0

e — (As—14as—224 ... Fay2r—1) . Ax>>0

a, \—{a-2+4a, 304 ... fa,ar—2). x>0

i, —(ay 1+a,—2a4...4a,2x-1 . Ax>>o0

et comme la proposition précédente est vraic aussi pour

At = — «,

il s’ensuit que, pour que a soit la seule racine positive de poly-
nome, 1l suthit que
Uy A-fas-2a-4as—3a>4+ ... Fajas—1>o0

az +as—1o0+ta,—22°~ ... 4-a,%;, >o0
(y, —1 +(l~)'-,‘27'+a‘/»—~3 12 + NP +a~0 a"'“'1>_0

. . . - . . . . . a0y . . . . . . . -

L e
(3]
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mais comme de la premiere des inégalités (z) suit la scconde
‘d’apres nos suppositions) et de la troisieme, la quatrieme, les
conditions (z) se réduisent aux seules sulvantes :

Apt F g 22+ ae32> ... Fayar—1t>0
a, | +a-—9ata, 32>+ ...+ agt,—1>0

. - . . . . . . - . )

el en général, on montre de méme que le nombre de variations
«que présentent les expressions

fa, 1A, o, w4 Aa,y, ac— 14 Aae—1, a5+ Aa., a~—1-1(—-5a~~l. a-+ Aa-,
@y—1 -+ N, 1))

est précisément égal au nombre de variations que présenterale
nouveau polynome.
=. — Suivant Laguerre un nombre positif o est la limite supé-
ricure des racines positives, si tous les polyndmes suivants sont
posttifs
a, (= d'y),
a—ta, (= d|)
a4 a2 (= a?)
a,x? -+ a, 12—-}—a x—-{-oci (=)

(10/%—{— aan—I —{— ay, (E a'y)

Nous pouvons cxprimer celte proposition encore d une aulre
mantere

b4

Soit le méme polynome que celul de la sixieme obser\ix 1on
fe dis qu 1) suflit d’avolr '

ayurttaus—24 . F a1 >0
aget - ao—2 4L +a,—~1>0

- B . . . -

pour que soit la hmltc supcucure des racines p051t1ves Ldr
alors la série

ay Agot-ay, agat 4 @ X4 a,; apP a4 a0 4 ag, ...

sera aussi composée de termes positifs et cela parce que nous
observons (qu aussl pour ces polynémes est vrai: la fo.mule de
réduction

! — r .
Q, = ay;—. % + Ay s
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par conséquent, quand «',_;-est positif, &/, sera aussi posttif, .de
méme o/ _ 5, car

as = ds—1 94 a,,
et
({,rr-—[ = (l'a'-—z A + A5—2.
(Nous avons supposé a,> o a,_2<0).

De méme nous pouvons modifier la proposition de Laguecrre,
d'apres laquelle la limite supérieure du nombre des racines posi-
tives du polynéme donné; plus grandes que x; est le nombre de
variations de la série des expressions

) ; o con—1
gy, Qg+ ap@* Fam—-a,, .. ... a4 aa e -

Pour cela nous montrerons d’'une maniére analogue, que ce
nombre est le méme avec le nombre des variations de la série
des polynomes

o— .r——:)
ayas—l4-a a2 -

agar -l fa a2+ ... .. —+ st
agas—tda as—24- .. +a.—y

ayw—l4-a =24 ... + @, —1
) . . (
8. — Deux polynoémes complets, ayant 72— 1 racines communes

et une différente, différeront au moins dans la moitié des coci-
ficients; ecar s’ils ne different pas dans le coeflicient du
terme dont le rang est n, ils différeront dans celui du rangn -+ 1,
comme on voit de la relation

Aa, 4t =+ a.Aa,—a,, Aa,
mais

a, 7& oetda=FEo
R | Aa.,__1§&o.‘

done
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