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Mais la Géométrie s'est enrichie, depuis Euclide, d'un
heau domaine, d’ou est exclue I'idée de mesure.

On a d’abord établi, au commencement du dernier siécle,
sous lenom de Géométrie de situation ou Géométrie projective,
un ensemble de propriétés basées sur la seule idée de ligne
droite.

Plus récemment s’est constituée, sous le nom d’Analysis
sitds, une doctrine qui s'attache a des propriétés encore plus
générales des figures.

Tels sont donc les trois domaines : Analysis sitis, Géome-
trie projective, Géométrie vulgaire ou métrique, que nous
allons voir apparaitre par I'introduction de notions de moins
en moins générales.

I
ANALYSIS SITUS

REDUCTION DE LA GEOMETRIE A L'ANALYSE. — Le premier
des axiomes qui permettent P'application de I’Analyse algeé-
brique a la Géométrie est le suivant:

A L. Lespace ponctuel peut élre représenté par une variété
(ou multiplicite, Mannigfaltigheit) numérique triple.

Cet axiome ramene a des idées analytiques les notions de
continuité, de ligne. de surface, d’intersection, de conlact.
Mais rien n'empéche d’associer les idées géomélriques aux
expressions analytiques correspondantes.

Nous conserverons donc, comme concepts essentiels de la
Géométrie, les concepts de point, de continuité, de ligne et
de surface, c'est-a-dire ceux qui sont inhérents a l'idée de
figure. |

Pour pouvoir donner une interprétation géométrique a
Paxiome AL, il faudrait concevoir des géométries ou cet
axiome ne fut pas réalisé.

M. [lilbert! a établi une Géométrie, ou les points ne cons-
tituent pas une variété numérique (Géométrie non-pasca-
lienne), mais la théorie ainsi édifiée a une existence pure-

Y Hitserr, Grundlagen der Geometrie.
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ment analytique, et les éléments auxquels elle se rapporte
ne sont susceptibles de correspondre a4 aucune idée com-
parable a celle de point, tout au moins dans I'exemple donn¢
par le savant géometre.

CoorvoNNEEs. — Les (rois nombres qui, en vertu de
'axiome A, représentent un point de 'espace sont appelés
ses coordonnées.

L’¢tablissement d’un systeme de coordonnées nécessile
¢videmment lintervention d’opérations géomélriques, ou
« constructions », déterminant la correspondance entre les
points de I'espace el les systemes de valeurs des trois coor-
données.

A vrai dire, I'on ne voit guere le moyen de définir un sys-
teme de coordonnées en utilisant uniquement les notions qui
se ratlachent a 'axiome A1, les constructions géométriques
élant toutes basées sur l'emploi des corps solides, dont les
propriétés doivenl étre classées parmi les propriétés me-
lriques.

Mais rien n'empéche d'en admettre la possibilité virtuelle.

Un systéeme de coordonnées x, y, z, une fois défini, on en
oblient une infinité d’autres en effectuant des transforma-
tions de la forme

(1 = (rovz, VY =Y ey =y (e

i

ou g, et ¥ sont des fonctions quelconques.

Les équations (1 représentent, a volonté, un changement de
coordonnées ou une transformation ponctuelle, c’est-a-dire
une opération transformant un point de I'espace en un autre
point (avec possibilité de détermination multiple, 1magi-
naire, singuliere ou présentant toute autre particularité), de
sorte que l'on peut dire indifféremment que telle propriéte
est indépendante d'un certain changement de coordonnées
ou qu'elle est invariante par rapport a la transformation ponc-
tuelle correspondante a ce changement.

Les propriétés qui découlent uniquement de l'axiome Al
sont évidemment indépendantes du choix des coordonnées.

On peut encore dire qu’elles sont invariantes dans toute
transformation ponctuelle de l'espace. Autrement dit, les
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formules analytiques qui les expriment se conservent, lors-
qu'on opére sur les coordonnées une transformation (L.

Clest la leur caractéristique, et 'on est tenté, pour cela, de
les qualifier de générales et de désigner leur ensemble sous
le nom de Géomélrie génerale.

Ne se rapportant qu’a un petit nombre de notions — celles
que nous avons énoncées plus haut—, elles ne peuvent qu'étre
en nombre restreint.

Elles sont d'ailleurs, le plus souvent, fort simples.

Elles sont d'un ordre plus général que celles qui consti-
tuent proprement 'dnalysis sitius, dont nous allons main-
tenant nous occuper.

Observons que la notion de transformation ponctuelle, que
nous venons d'introduire analyvtiquement, constitue un con-
cept géométrique dont l'importance s’aflirmera au cours de
cetle élude et qui a sa place, en GGéométrie géuérale, a cote
des concepls fondamentaux de point, de ligne et de sur-
face.

Dans une transformation ponctuelle d'une figure, les points,
les lignes, les surfaces, restent respectivement points, lignes.
surfaces.

DEGRE DE CONNEXION DE L'EspAcE. — Lies propriétés consti-
tuant U'Analysis sitis peuvent élre également ramenées a
des propriétés analyliques, movennant un complément :
['axiome A

e,

Nous le donnerons sous une forme telle que l'axiome com-
plémentaire comprendra le premier, cette dérogation au
principe de I'indépendance des axiomes ne présentant pas
grand inconvénient et nous permettant d'éviter des compli-
calions de langage.

ATL On peut établir une correspondance univogue entre
les points de Uespace el les sysiémes de caleurs réelles et dé-

lermanées de trois nombres.

Cet axiome peut encore s’énoncer :
(ALl) L'espace est une variété numérique triple et triple-

Cment infinie a simple connexion.

3
it

Cet axiome particularise 'espace parmi les variétés triples.
Nous signalerons brievement les propriétés que peuvent
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présenter, au point de vue ot nous nous trouvons, les varie-
tés numériques.

L'ensemble de tous les svstémes de valeurs de n nombres
constitue la variété n-uple tvpe. '

Mais on peut concevoir des variétés non susceptibles de
correspondre, d'une maniére univoque, a ces variétés types,
et en élablir une classification d'apres les particularités que
peut présenter la correspondance.

Fixons d’abord la terminologie pour tout le cours de cette
¢tude, en observant que, dans le qualificatil « continue »,
appliqué a une variété géomeétrique: ligne, surface ou volume,
nous comprenons toujours «non limitée», de sorte (qu'une va-
riété continue sera dite fermée ou ouverte, ce dernier qualifi-
catif indiquant qu’elle s’étend a 'infini.

Les lignes sont des variétés simples, et les seules lignes
susceptibles d'une correspondance univoque avec la série
conslituée par tous les nombres positifs et négatifs sont les
lignes continues, sans points multiples et ouvertes, a l'exclu-
sion notamment des lignes fermées.

De meéme, les seules surfaces (variétés doublement éten-
dues; qui satisfont a la condition analogue sont les surfaces
continues, simplement connexes, et doublement infinies,
ce dernier cualificatif avant pour butl’exclusion des surfaces
fermées et des surfaces tubulaires (ou cylindroides), celles-
ci pouvant aussi étre dites « simplement infinies ».

Sur ces surfaces seules (les plans par exemple)

\ ), il est pos-
sible d’établir des systemes de coordonnées rigoureusement
untvoques.

Sur une surface simplement connexe, non tubulaire, une
ligne fermée est rencontrée en un nombre pair de points par
une ligne continue, fermée ou ouverte.

Le degré de connexion d'une surface continue (fermée oun
ouverte, entraine des propriétés correspondantes pour les
deux domaines qu’el]e détermine généralementdans l'espace.
Mais ce degré peut étre déterminé comme propriété intrinse-
que de la surface, sans laire appel a la troisieme dimension,
en définissant cette surface comme variété numérique double.
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[l en estde méme en ce qui concerne les propriétés par rap-
port a U'infini, dontil vient d'étre question.

Il existe également un degré de connexion pour les varié-
tés triples sans qu’il soit besoin de faire appel, pour en avoir
la notion, a une quatrieme dimension.

Enfin on peut également distinguer, parmi les variétés
triples et en se bornant aux variétés simplement connexes,
les variétés fermées et les variétés simplement, doublement
ét triplement infinies.

Nous n'envisagerons pas l'hypothése suivant laquelle 1'es-
pace serait une variété numérique a connexion multiple.
Mais nous n'exclurons pas celle suivant laquelle 'espace se-
rait une variété fermée, malgré les difficultés de conception
qu’elle comporte, tenantnotamment a ce que cette hypothese
entraine la non-existence de lignes infinies.

Mais que peut-on entendre par existence ou non-existence
d'une conception idéale?

Comme on ne voit pas que l'aflirmation ou la négation de
celte hypothése soit susceptible de conséquences objectives,
il semble que I'on doive admettre que nous demeurons libres
de concevoir 'espace ponctuel comme une variété ouverte
ou comme une variété fermée.

COORDONNEES UNIVOQUES. — Les systemes de coordonnées
qui établissent une correspondance satisfaisanta la condition
ATl seront appelés univoques.

[l est évident qu'on obtiendra tous les systémes de coor-
données univoques en appliquant a I'un d’eux une transfor-
mation (1) telle qu’a tout systeme de valeurs réelles et déter-
minées de v, y, z corresponde, d'une maniére univoque, un
systeme de valeurs réclles et déterminées de x', y, 7', etil
est du reste entendu que nous ne comprenons pas le sym-
bole == o parmi les nombres déterminés.

Nous appellerons également univoques de telles transfor-
maltions.

Enfin nous dirons que deux systemes de coordonnées sus-
ceptibles d’étre transformés 'un dans Pautre par une trans-
formation univoque appartiennent au méme type. Clest
notamment ce qui a lieu pour tous les systémes univoques.
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Un pressent l'importance des conséquences d'une hy-
pothese aflirmant que tel systeme de coordonnées est uni-
voque.

Si l'on admet par exemple (axiome d’Archimede) que, sur
une droite, les dislances euclidiennes x de tous les points a
un point fixe constituent un systeme de coordonnées uni-
voques, il ne pourra plus en étre de méme du systeme au-
(quel donneront licu les distances non euclidiennes X définies
par la formule

2¢ + x

X = 2¢ log :
& 2¢ —x

Car toute valeur de x extérieure a l'intervalle de —2¢ a
+ 2 ¢ donnera lieu a une valeur imaginaire de X, les limites
entre les valeurs réelles et les valeurs imaginaires de X
étanl 4 oo et — oo,

INFINT GroMETRIQUE. — Les symboles 4 o et — oo jouis-
sent, dans I'Analyse algébrique, de propriétés telles qu'il
peut ¢tre avantageux, dans certains cas et en vue de la géneé-
ralité de certaines propositions, de traiter le symbole == oo
comme s'il représentait une valeur de la série des nombres,
de telle sorte que celle-ci se fermerait alors sur elle-
meaeme.

Mais il ne s’agitla évidemment que d’'une convention com-
mode et, en énoncant laxiome ATI, mnous n’avons pas
entendu comprendre == co parmi les nombres déterminés.

Il doit donc étre entendu, d’aprés cet axiome, que, dans
un systéme de coordonnées univoques, aucun point ne doit
avoir pour coordonnées —=oo, el que, réciproquement, a
tout systeme de valeurs déterminées (alias linies) doit corres-
pondre un point délerminé.

De méme nous entendons qu'une transformation ponc-
tuelle univoque fait, ainsi que son inverse, correspondre a
toul systcme de valeurs déterminées un autre systeme de
valeurs également déterminées.

Il résulte de la que la propriété, pour une courbe, d’avoir
des branches infinies, peut étre définie analytiquement
dans tout systéeme de coordonnées univoques et par suite,
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étant indépendante du systéme de coordonnées (pourvu qu'il
soit univoque), elle doit ressortir a U'dnalysis sitds, ot I'idée
de linfini géométrique posséde ainsi droit de cité, ce qui
se trouve d'ailleurs en concordance avec l'intuition suivant
laquelle l'idée de l'infini géométrique nous apparait d'un
ordre plus général, par exemple, que I'idée consistant dans
la particularisation de certaines lignes, telles que les lignes
droites. _

Cette propriété d’avoir des branches infinies ne se concoit
d’ailleurs que pour une courbe dontles points sont déterminés
au moyen d’une loi constructive ou analytique et ne s’ap-
s'applique pas a I'idée sensorielle d'une courbe ou, comme
'on dit, a un ensemble «ctuel de points.

Les surfaces a nappes infinies donnent lien a des obser-
vations analogues a celles que nous venons de présenter.

AsyuprorTisME. — [l nous reste, pour satisfaire a notre |
programme, a introduire analytiquement la notion d’asymp-
totisme, que l'intuition classe parmi les idées ressortissant a
'dnalysis sitis.

Considérons une branche infinie de courbe, telle que,
lorsque le point v, y, z qui la décrit s’éloigne indéfiniment,

T | . . .
les rapports = et — tendent vers des limites déterminées.

Considérons une autre branche de courbe ayant les mémes
propriétés et donnant liea aux meémes valeurs pour les li-

’ 4

. Yy ’ ,
miles des rapports o oet 5 des coordonnées :

ll.l

8

R4

i Y . ¥ . = .
lim, — = lim —, | Hm — = lim
X x x

3..«‘”
'~ ~

Nous dirons, dans ces conditions. que les deux branches
infinies sont asymplotiques.

Mais celte propriété ne peut avoir une porlée que si elle
est indépendante, dans une certaine mesure, du choix du
systeme de coordonnées, c’est-a-dire, suivant une remarque
déja faite, si elle estinvariante par rapport a certaines trans-
formations poncluelles.

La propriété envisagée est évidemment invariante par rap-
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port aux transformations linéaires; mais celte particularité
la classerait dans une zone frontiére intermédiaire, comme
nous le verrons, entre la Géomélrie projective et la Géo-
métrie métrique. Ce degré d'invariance ne nous suflit pas.
Soit
w = fi(x.y.z), v = folx,y.z), w = fslx,),3)

les  équations représentant une transformation ponc-
‘} “! &

tuelle, et admettons que les rapports — et - aient pour

limites, lorsque &, 7, zaugmentent indéfiniment dans les con-

- PP . . 3 .
ditions définies plus haut, des fonctions de lim. = et lim.

R0

C'est ce qui se produira lorsque u, ¢, @ seront des fonctions
rationnelles du méme degré (positif) de &, ¥, z, ou méme des
fonctions se comportanta l'infini comme des fonctions ration-
nelles du méme degré.

La propriété asymplotique se conservera évidemment
dans la transformation ponctuelle envisagée, c¢’esl-a-dire que
st I'on a

J ’

. Y L . - . s
lim = = lim'—,, lim — = lim —,
x x x r
l'on aura également
A . LW .o
lim — = lim —» lim — = lim —.
u u u u

Il résulte de la que la propriété asymptolique est inva-
riante par rapport a des transformations beaucoup plus géné-
rales que les transformations linéaires.

L’asymptotisme doit doncressortira l'Analysis sitis, et ¢’est
la conclusion que nous voulions tirer de ces considérations.

Observons en terminant que, quoique les axiomes qui ré-
gissent I'dnalysis sitiis expriment des propriétés de 'espace,
onne doit pas, pour cela, attribuer a celui-ci une existence pro-
pre: ses propriétés constituent simplement une maniere d’ex-
primer des propriétés de certaines lignes et de certaines cons-
lructions, qui servenl a établir les systémes de coordonnées.
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Risumt. — A UAnalysis sitis ressortissent les propriétés
relatives & un groupe de notions, qui se ramenent aux suil-
vantes : point, coulinuité, ligne, surface, transformation
pouctuelle, connexion.

111
GEOMETRIE PROJECTIVE

AxioMEs projectirs. — On appelle projectives les trans-
formations dans lesquelles toute ligne droite est transformée
en une ligne droite.

Les propriélés projeclives des figures sont, par définition,
celles qui sont invarianles (conservées) dans loute transfor-
mation ponctuelle projective de l'espace.

L'ensemble de ces propriétés constitue la Géométrie projec-
live. ’

[l est clair, d’apres cela, que les propriétés projectives
sont celles qui, en plus des notions constituant 'objel
de V'dnalysis sitis, font inlervenir la notion de ligne droite.

Quelle que soit l'origine de la notion de ligne droite, cetle
notion doit étre considérée, en Géomélrie projective, comme
primordiale, c’est-a-dire qu’elle n’est pas susceplible d’une
definiion la ramenant & des éléments appartenant a ce
domaine ; autrement dit, elle doit étre considérée comme
donnée, ou bien acquise par un processus élranger.

On pourrait, il est vrai, prendre pour notion primordiale
velle de transformation ponctuelle projective, mais elle ne s'im-
pose pas assez direclement a notre conception sensorielle.

A défaut de définition, il esl nécessaire d'énoncer les pro-
priétés fondamentales de la ligne droite qui, jointes aux
axiomes Al et AIl. doivent servir d’axiomes a la Géomélrie
projective.

Les axiomes projeclifs sont au nombre de trois, savoir:

P 1. — Les lignes dioites forment une famille de lignes
- continues, lelles qu'une d'entre elles est déterminée par la
~condition de passer par dewx points donnés.

P II. — Lorsque dewx droites sont concourantes, deux au-
lres droiles respectivement concourantes avec chacune d’elles
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