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MELANGES ET CORRESPONDANCE

Sous ce litre nous publions les remarques et renseignements concernant
plus ou moins directement I’enseignement mathématique, telles que des
descriptions d’instruments ou d’appareils nouveaux, etc. Quant a la corres-
pondance, elle permet & tout lecteur de présenter sous une forme rapide
les idées qui lui semblent utiles, les remarques suggérées par la lecture
d’un article, ou les questions sur lesquelles il aurait besoin d'un renseigne-
ment. LA RépacTion.

Démonstration élémentaire du Théoréme de Feuerbach.

Le cercle des neufs points d’un triangle est tangent intérieurement
au cercle inscrit et extérieurement au cercle ex-inscrit.

11 existe de nombreuses démonstrations de ce théoréme célebre.
Celle que je présente ci-apres est établie uniquement sur les trois
premiers livres d’Euclide, et, a ce point de vue, offre peut-étre
quelque intérét.

Il est évident que, dans le cas ou le triangle est isoscele, le
cercle des neuf points est tangent au milieu de la base, intérieu-
rement au cercle inscrit et extérieurement au cercle ex-inscrit de
I'angle correspondant, et qu’il coincide avec le cercle inscrit dans
le cas ou le triangle est équilatéral. Nous allons donc démontrer
le théoréeme dans le cas général ou le triangle a deux cotés diffé-
rents.

Dans le triangle ABC nous supposons que le c¢6té AC est plus
grand que le coté AB et soient :

A’ le milieu du c6té BC;

B’ » » CA;

D le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet A sur le

coté BC

I le centre du cercle inscrit au triangle ABC;

Q le milieu de 'arc A’'B’D du cercle des neuf points ;

W le point de rencontre de Al avec BC.

Alors, puisque A'B’ est paralléle & BA, on a

4LBAD = <4C 4+ 4CAB  LBDA = «4C
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et

Donce A’Q est parallele a TA.

1 |
CQA'D = 5 (LBAD + 4 BDA) = i («4C 4+ 4 CAB + <C) ;

1 |
— 4C-+ 4CAB .-, < QA'D = <4AWB .
2

< |

Soient ensuite

P le milieu d’arec BC du ¢ercle circonscrit ;
N le centre du cercle des neuf points;

PP’ le diametre du cercle circonserit;

E le point de rencontre de QN aveec AP’;
F » » ANQ » AP
K » » A 'Q » o AC
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. le point de rencontre avec AP de la perpendiculaire pas-
sant par N:

M » » de cette perpendiculaire avec AQ:
U » » » » » PP, .
V' le pied de la perpendiculaire abaissée de I sur PP";
N\ » » » BC.

En conséquence, on a

AN = MQ .-, NM | AQ
AMA’U = AMQN . MN = MU . AU =1XNQ .

Maintenant, dans le triangle PNU, on a

PU* — PN = 2NU. LM
Mais
2NU . LM = 2EP’. AF = AP’ . AF
4AKC = 4 PAC = <A'P'C
Le quadrilatere \'KP’C peut donc étre inscrit dans un cercle.
Et on a

< P’RC = 4 P'A'C = [ droit

Dailleurs, dans le triangle rectangle AP'K.

a2

AP/ AF = AK .

mais
1 .
AK = 5 (AC — AB) = AX
VN = VI'=PI'— PV’
. PUT— PN =Pl — PV
ou

e point \” est le milieu entre le point X et le point de tangence
avec BC du cercle ex-inscrit du triangle ABC: la droite joignant
le centre du cercle inserit a celui du cercle ex-inscrit est divisée en
deux parties égales au point P. et la projection orthogonale de la
droite est aussi divisée en deux parties égales en méme point.

Employant les mémes lettres pour le cercle ex-inserit comme
pour le cercle inscrit, nous avons le résultat suivant :

L'Enscignement mathém.. 7¢ annde: 1905.
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IN*= PN’ + Pi* FF 2PI. PL ;

moins ou plus, suivant qu’il s’agit du cercle inscrit ou du cercle
ex-inscrit.

Joignant ce résultat a la relation (¢ et observant que I, [, V, U
sont sur le méme cercle (PI.PL. = PU.PYV), nous obtenons

|

2

IN =

e

U + PVP X 2PU . PV = (PU ZZ PV)?

= VU = (AU X A'V)2 = (NQ X IX)?

IN = NQ F IX .

Ainsi la distance entre le centre du cercle des neuf points et le
mi-centre est égale a la différence de leurs rayons; donc les deux
cercles sont tangents intérieurement.

[.a distance entre le centre du cercle des neuf points et le ex-
centre est égale a la somme de leurs rayons; donc les deux cercles
sont tangents extérieurement.

V. Sawavaya (Tokio).

Sur les racines des équations algébriques.

LLes remarques présentées par M. Kariva (¢. n° du 15 septbr.
19055 p. 398-399) au sujet de ma note parue en juillet 1904 (p. 297
ct suivantes) reposent sur un malentendu. Il s’agit du théoreme
suivant :

St dans un polynome entier avec tous ses termes positifs ordonné
par rapport auwr puissances décroissantes de x, le rapport d’un coef-
ficient au précédent ne ya pas en croissant, 'équation que ['on 0b-
tient en égalant le polynome « zéro a nécessairement des racines
unaginalres.

[erreur de M. Kariva résulte de ce qu’il ne tient pas compte
de la distinction que nous faisons entre 'ordre des coeflicients
et 'ordre des rapports de ces coefficients. Kn disant que le rapport

“d’un coeflicient au précédent ne va pas en croissant, nous enten-
dons 1° que dans le polynome

Ly ™ A ar am-t 4 a,

on prend comme ordre des coeflicients Uovdre des indices et l'on
forme les rapports

G} . az dm
— = At Vv
L) (45} An-1
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20 que.l’'on ordonne les 2 en commencant par celui qui correspond
au terme constant du polynome, c’est-a-dire que I'on envisage la
suite

dm, dm-1,..... AL,

tandis que M. Kariva envisage celle que 'on obtient en commen-
cant par 4,.

I1 suffirait d’ailleurs pour faire la distinction dont nous parlons
de voir tout simplement la conclusion de notre démonstration
(loc. cit.). Or, précisément pour cette démonstration M. Kariva
ajoute qu’il n’en ressort pas que 'équation a nécessairement des
racines imaginaires. C’est une autre erreur de sa part qui nous
oblige de nous expliquer sur quelques points de cette démonstra-
tion. D’aprés le théoreme classique de Descartes sur le nombre
des variations d’un polynome, un polynome entier avec tous ses
termes positifs n’a aucune racine positive, par conséquent, si un
tel polynome n’a pas toutes ses racines négatives, i/ aura néces-
sairement des racines imaginaires, donc, sl nous trouvons une
propriété des coefficients d’'un polynome qui existe nécessaire-
ment quand toutes les racines sont négatives, nous aurons aussi,
dans le cas ou le polynome a tous ses termes positifs, une con-
dition suflisante pour l'existence nécessaire des racines imagi-
naires. Cette condition consiste évidemment en ce que les coef-
ficients de ce polynome ne jouissent pas de la dite propriété.

Une telle propriété est la suivante :

Les rapports & des coefficients d'un polynome ayant toutes ses
racines négatives vérifient nécessairement les inégalités :

}m <)m-1 < . <).2 <)t1 .

C’est précisément ce que nous avons démontré dans l'article
cité. (L’Ens. mathém., 15 juillet 1904, page 298.)

P. Zrrvos (Athénes).

Théorie de la droite et des paralléles.

Les «définitions» classiques de la droite et des paralleles ne
sont pas des définitions; ce sont des théoréemes, c’est-a-dire des
propositions a démontrer.

Qu'on veuille bien y réfléchir: Pas plus que la propriété d’étre
la plus courte de toutes les lignes menées entre deux points ne
définit ce qu’est, mathématiquement, la qualité de droite pour une
ligne, le fait de ne pas se rencontrer & quelque distance qu’on les
prolonge ne dit I'essence du parallélisme, ne précise de facon
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scientifique ce que c'est, pour deux droites. que d'étre. dans toute
leur étendue. c¢est-a-dire essentiellement, paralleles. « para-alle-
lon». «a coté 'une l'autre ».

Que si, au contraire. nous définissons la ligne droite la ligne de
direction constante. comme en mécanique le mouvement uniforme
est défini le mouvement de vitesse constante, nous navons plus
rien que de conforme a la raison.

Parmi l'infinit¢ des mouvements imaginables. il est un mouve-
ment. sinon eflectif. du moins possible. dans lequel la vitesse reste
constamment eégale a elle-méme. Ce mouvement est dit uniforme.

De méme, en géomeéetrie. parmi toutes les lignes qui nous sont
données dans l'intuition spatiale. il en est une dont la divection
reste constamment égale a elle-méme. Cette ligne est dite droite.

Méme avantage logique. méme simplicité et méme precision. si
nous définissons les droites paralleles des droites de meéme «i-
rection.

Et comme Dordre appelle Tordre. de cette substitution de détfi-
nitions vraies. j entends qui sont des définitions. a des pseudo-de-
finitions, résulte Fordonnance la plus parfaite dans la science. et
les questions insolubles — dans les termes donneés — ne se posent
meme pas.

Ne se pose pas la question: « lintre deux points peut-on mener
plus d'une droite 2 ». En effet. deux points déterminent une ligne
avant la méme direction dans toute son étendue. c¢est-a-dive une
droite.

Ne se pose pas non plus celle-ci: « Par un point peut-on mener
plus d'une parallele a une droite ? ». En effet. la droite donnee Je-
termine. en un point quelconque de l'espace. une droite avant la
mdéme dirvection. ¢ est-a-dire sa.parallele en ce point.

[l est facile de montrer: " que des définitions se deduit. par un
jugement apodictique. L'aviome des paralleles coupees par une
transversale: 2" quune deéemonstration rigoureuse ct de forme
identique a celle de toutes les propositions subséquentes de la
science géométrique s applique a ces premiers theoremes qut sont
les prétendues définitions de la droite et des paralleles,

[..1.. Fager Parvis.

Note e LA Répaction. — Liiddée de définir la drotte a aide de
fa notion de direction n'est pas nouvelle: utilisee dans plusicurs
traités elle a été abandonneée parce quelle se base sur une notion
de nature différente, qui, du reste. doit étre préealablement definie.
l.a droite, de méme que le point. peuvent étre consideérés comme
des notions indélinissables: ce sont des notions claires par elles-
meémes. Nous renvoyvons ceux de nos leeteurs qui deésirent trouver
une étude comparée des diflérentes definitions proposces pour fa
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droite et les paralléles, entre autres aux Ouvrages de M. ScHOTTEN,
Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichts, Leipzig, 2 vol.,
1890, 1893, et de M. J. Ricuarp, Sur la Philosophie des Mathéema-
tiques, Paris, 1903. Voir aussi: Les Principes des mathématigues,
par M. Couvturar, Rev. de Métaph. et de Mor., 190%.

La Répacriox.

CHRONIQUE

Congrés des mathématiciens allemands; Meran, 1905.

La réunion annuelle de I'Association allemande des mathéma-
ticiens a eu lieu cette année a Meran, du 24 au 30 septembre, en
méme temps que le 77" congrés des naturalistes et médecins alle-
mands. Elle a été présidée par M. Srtarcker ([lanovre) assisté de
MM. Krazer et GurzMER.

La séance administrative, ainsi que les réunions scientifiques
fournissent une nouvelle preuve de I'activité considérable de I’Asso-
ciation. qui compte aujourd’hui 666 membres. La premiere était
consacrée aux objets suivants:

Rapport sur 'exercice 1904-1905. — Rapport sur les publica-
tions entreprises par I’Association. — Rapport des commissions.
— Rapport financier du [I1I™® congres international des mathéma-
ticiens'. — Revision des statuts. — Création des « Archives des
mathématiciens» dont le but serait de conserver les legs scienti-
fiques, manusecrits, ete,... de mathématiciens décédés. — Organi-
sation du 1Im* Centenaire d'Euler pour 1907.

M. Prixgsurry (Munich) a été nommé président pour le nouvel
exercice. La prochaine réunion aura lieu a Stuttgart.

[.es communications scientifiques, au nombre de 24, ont été
réparties sur cing séances ; en voici la liste :

I. Czuser (Vienne): La question de l'introduction des éléments
de calcul infinitésimal dans les écoles moyennes, examinée au
point de vue autrichien.

2 et 3. DokuriL (Vienne): La photogrammétrie au service de 1'his-
toire de I'art. — Construction et examen de vues stéréoscopiques.

4 et 5. Epstriy (Strasbourg): Sur la fonction de { Riemann et
ses extensions (Rapport]. — Théoremes corrélatifs dans la théorie
de la puissance par rapport a un cercle.

1 Les recettes (subventions, cotisations. reliquat du Ile Congres) se montent & Mk.
22873.27. et les dépenses a Mk. 20988.89 ; il reste donc en caisse Mk. 188%.38.
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