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GENERATION DES COURBES ET DES SURFACES 113

Cones du (n + p)° degré.

Deux faisceaux de plans dont
les arétes ont un point commun
peuvent former un groupe du
(n 4 p)e degré dans les mémes
conditions que deux faisceaux
de droites. Un plan du premier
correspond a p du deuxieme et
un de celui-ci a n du premier.

Tutoreme. Le lieu géomeétri-
que des lignes d’intersection des
plans homologues de deux fais-
ceaur de plans d’'un groupe du
(n 4 p)¢ degré est un céne du
(n 4 p)¢ degré. L’aréte du pre-
mier faisceau est une generatrice
multiple d’ordre n et celle de
Lautre une d’ordre p. |

Dans un systeme de trois
axes nous considererons l’axe
des & comme aréte du premier
faisceau et celui des y comme
aréte du second.

Les équations des plans du

premier faisceau seront de la

forme
pre i — “:)’ .

Celles des plans de 'autre:

Les valeurs a et # sont liées
par I’équation (1) du chapitre
précédent, de telle maniere que
toute valeur de §# en donne 2
de a et une de e en donne p
de 5.

On a:

K| n

Cones de la (n + p)° classe.

Deux faisceaux de rayons si-
tués chacun dans un plan et
ayantles sommets communs for-
ment un groupe de la (n 4 p)°
classe quand, a tout rayon du
premier en correspondent p du
deuxicme et a tout rayon ‘du
deuxicme n du premier.

Tuéorime. L’enveloppe des
plans passant par deux rayons
homologues de deux faisceaux
formant un groupe de la (n 4+ p)°
classe est un conede la (n 4 p)*
classe. Le plan du premier fais-
ceau est un plan tangent mul-
tiple d’ordre n et lautre un
plan tangent multiple d’ordre p

Nous prendrons le plan du
premier faisceau comme plan
des (Aou) et celui’ du deuxieme
comme plan des (dov). L.Le som-

met commun sera situé en un
. 1
point fixe 1 == -
Tout plan passant par deux
rayons homologues déterminera
des coordonnées u et v telles

que
A
-— = et —y _ @

A est connu, puis les valeurs «
et 8 sont liées par la relation
fondamentale (1).

En introduisant ces valeurs
on obtient :

O OE

2
Fl ,<_>:0
rp+1 i
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On introduit ces valeurs et
on trouve ’équation de la sur-
face, lieu géométrique.

On obtient :

En divisant par z"T? on
trouve : ¢

F(IL-'}"P)(_‘? ) %) — 0 .

Donc la surface est un cone
du degré (n -+ p).

Il reste facile de voir analyti-
quement que les axes des x et
desy sont des génératrices mul-
tiples d’ordre n et p.

CoroLrLAIRE. Quand les fais-
ceaux de plans ont deux plans
homologues communs, le céne se
ramene a un cone du (n -+ p—1)°
degré. La premiere aréte est
une génératrice multiple d’ordre
(n—1) et lautre d’ordre (p —1).

I.e plan homologue commun
sera pris comme plan des xoy,
et la solution @ — 0 devra don-
ner # — 0. Comme pour les
courbes par degré du chapitre
précédent on aura

PP+1:0.

ou
WEM () 4+ ¥ I F )
+ WP TIRD ()

WwEU ) = 0.

On en tire également :

F<n+p>(f_‘ l): ,
33)="

Nous avons donc un coéne de
la (n + p)° classe et, en faisant

1 ‘
== constante, nous trou-
vons la section par le troisieme
plan. C’est une courbe de la

(n 4+ p)¢ classe d’équation
i +p)(p.,v) = 0.

Il en résulte a priori que le
plan (lou) est tangent multiple
d’ordre n et le plan (lov) l'est
également d’ordre p.

Corovraire. Quand les deux
faisceaux de rayons ont deux
rayons homologues communs, la
surface enveloppe se raméne
a un cone de la (n 4+ p — 1)°
classe. Le plan du premier fais-
ceau est tangent multiple d’ordre
(n — 1) et lautre d’ordre (p — 1).

Le rayon homologue commun
sera l'axe ol et la solution
w =: e donnera v — oo ce (ui
correspond a

a—0 et ﬁ:O.
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L’équation du cdne donne:

FEM (yz) 4 af (AP+ 2+

“ly 4+

on obtient aussi

F(n—-’l)(_:{: | _‘,);) —

- Nous avons un coéne du (n +
p — 1)° degré.

Le plan z =0 s’est détaché
de la surface et les arétes ou les
axes ox et oy sont des généra-
trices multiples d’ordre (n — 1)
et (p — 1).

Ceci se démontre en menant
des plans sécants du cdne par
ces axes.

115

De méme que pour les déve-
loppements analogues on a:

Par analogie nous pouvons
écrire pour I'équation de la
surface :

)\pFSn)(%) 4 lp-isz(n)(%> +

« )}
o WP IR _)
(D) +

ou en multipliant par w” et en
divisant par A

1
vPF?P___{}l)(ly.) 4 WP 1}8‘1(:)(7«;;.) +
) 4 L) PR

lp—1an) (ly.) =0

ou
Fn-}-p—l(ﬁ 1)2 '
30 3) ="

Nous avons également un
cone de classe (n 4+ p — 1).

Comme tous les plans passant
par l'axe oA correspondent a

== w et ¥ == o, ils sont tan-
gents et dans ce cas la droite
(o) est une génératrice détachée
du céne. .

En outre les plans lop et dov
sont tangents multiples d’ordre
(n — 1) et (p — 1).
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CONSTRUCTION DES CONES.

1. Etant donné deux faisceaux
de plans formant un groupe du
(n 4+ p)¢ degré, nous pouvons
considérer deux plans homo-
logues coupant les faisceaux.

Ces plans correspondent a
deux faisceaux de rayons avec
un rayon homologue commun;
autrement dit /e cone du (n - p)°
degré dépend d’un céne de la
(n 4+ p — 1)¢ classe régi par le
corollaire.

2. En faisant p —= 1, on a des

groupes du (n + 1)°degré, etles
cones correspondants dépen-
dent de cones auxiliaires de la
n® classe. De la méme maniére
que nous avens montré que les
courbes de cette nature se ra-
menaient par une alternance de
classes et de degrés jusqu’a des
coniques nous pouvons établir
la méme loi pour les cones et
dire : 4 '
Un céne du (n + 1)° degré
avec une génératrice multiple
d’ordre n se raméne « un cdne
de la n* classe avec un plantan-
gent multiple d’ordre n — 1.

Latransformation dualistique
est applicable a ce dernier cone
et en procédant comme dansles
courbes, nous dirons :

La construction d’un céne du
(n 4 1)¢ degreé se ramene a celle
d’un cone du deuxieme degré ou
de la deuxieme classe.

3. TnkorEME. Quand une gé-
nératrice multiple d’ordre (n—1)
d’un cone du n® degré est consi-
dérée comme aréte d’un faisceau
de plans formant une involution

1. Etant donné deux faisceaux

de rayons formant un groupe
de la (n 4 p)° classe, nous pou-
vons considérer deux rayons
homologues et les joindre par
des plans avec tous les autres
rayons des faisceaux. On forme
ainsi deux faisceaux de plans
avec un plan homologue com-
mun donnant un groupe du
(n + p)¢ degré dépendant du
corollaire. En d’autres termes :
Un cone de la (n + pj¢ classe
dépend d’un céne auxiliaire du
(n 4 p — 1)¢ degré régi par le
corollaire.

2. Avec p = 1 les cdnes auxi-
liaires sont du n° degré. Il est
évident que les développements
connus pour les courbes sont
applicables aux cones et nous
avons :

Un cone de la (n + 1)¢ classe
avec un plan tangent multiple
d’ordre n se ramene « un cone
du n® degré avec une génératrice
multiple d’ordre n — 1.

Ce cone est évidemment dé-
pendant d’'un autre comme nous
I’avons vu dans les courbes et
par une succession de transfor-
mations nous pouvons remon-
ter a un coéne du deuxieme de-
gré ou de la deuxieme classe.

3. TukorkME. §7 dans un plan
tangent multiple d’ordre (n — 1)
d’un céne de la n® classe nous
considerons une involution de
rayons de degré n ayant le som-
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du n® degré, les lignes d’inter-
section des n plans homologues
avec le cone sont dans un meéme
plan, et les plans correspondant
a chaque groupe de n plans de
Uinvolution passent par une
méme aréte commune.

[.a démonstration de ce théo-
reme découle, a priori, du théo-
reme des cones, du (2 + p)° de-
gre.

4. [.es cOnes du 4° degré avec
"~ deux générations doubles dé-
pendent d’un cone auxiliaire de
la troisieme classe donné par
neuf plans tangents.

l.a construction de ce coOne
peut étre déduite directement
de la construction que nous
avons indiquée pour les courbes
de la 3° classe par neuf tan-
gentes.

met du céne comme  centre, les
plans tangents du cone issus des
n rayons homologues d’un méme
groupe passent par une aréte
commune et les arétes relatives
aux différents groupes de rayons

sont situées dans un méme plan.

La démonstration de ce théo-
reme découle du théoreme gé-
néral des cones de la (n 4 p)°
classe.

4. Les cones de la 4° classe
avec deux plans tangents mul-
tiples d’ordre deux, dépendent
d’un cone auxiliaire dutroisieme
degré donné par neuf généra-
trices.

La construction de ce cone
est analogue a la construction
que nous avons indiquée pour
les courbes du 3° degré par
neuf points.

I11

Surfaces réglées du (n + p)e degré.

Deux faisceaux de plans dont les arétes ne sont pas situées
dans un méme plan peuvent également former un groupe du
(n 4 p)¢ degré. Dans ce cas, tout plan du premier faisceau
correspond a p du deuxieme et tout plan du deuxiéme a n du
premier. 4

TueorEME. — Le liew géométrique des lignes d’intersection
des plans homologues de deux faisceaux de plans dont les
aréles ne sont pas dans un plan et qui forment un groupe du
(0 p)® degré est une surface réglée du (n + p)° degré. La
premiére aréle est une ligne multiple de la surface, d’ordre n
et la deuxiéme une d’ordre p.

Nous pouvons prendre une des arétes comme axe des x
et la deuxiéme comme élant située dans le plan Yyoz.
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