Il. — Propriétés du triangle sphérique.
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394 ANDRADE

que I'image d’une figure F éclairée, fournie par un miroir plan, est
une figure symétrique de F, par rapport & ce miroir.

Or, regardez-vous dans une glace plane, et que votre main gauche
tire votre oreille gauche, votre image ne vous est pas superposable
car elle se tire l'oreille droite.

3. — Les figures planes sont égales a leurs symétriques. —
Ce fait résulte du théoréme suivant (fig. 58) :
THEOREME. — 87 on fait tourner une figure plane F autour
d’'un axe XY situ€ dans le plan (1) de la figure et st la figure
Foient, aprés la rotation occuper la po-
sitton K' dans le plan (2) les figures
égales F et F' sont encore symélriques
@ par rapport au plan P qui partage en
deux diédres égaux le diedre formé par
les deux demi-plans, (1), XY, d’une part,
et, 2, XY, d'autre part.
En effet tout point S de la figure si-
tué sur l'axe demeure immobile, si donc
H est le milieu de la droite qui réunit
un point M de la figure a sa nouvelle ve-
-nue dans la figure F’, la droite SH sera
perpendiculaire a MM’ et bissectrice de
I'angle en S du triangle isocéle MSM'.
En faisant varier a volonté le point S on voit que la droite
MM’ est perpendiculaire en H au plan qui passe par H et par
XY; en prenant pour S le point I projection commune des
points M et M’ sur XY on voit de suite que le plan H, XY est
le plan qui forme des diedres égaux avec les plans (1) et (2)
ce plan est donc le méme pour tous les points M; or M et
M’ sont symétriques par rapport a ce plan fixe. [l en est de
méme des figures F et F'. |
Remarque. — Ce théoréme est la clef des propriétés du
triangle sphérique isocele.

II. — Propriétés du triangle sphérique.

1. — Propriété du triangle sphérique dont deux cétés sont
égaux.— Soit (fig. 59) ABC un triangle sphérique isocele
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¢'est-a-dire dont les cotés arc AB et arc AC sont égaux.
Soient I le milieu de l'arc de base BC, H le milieu de la
corde de 'arc de grand cercle BC, et O le centre de la sphere;
il résulte du théoréme précédent que :
1° les arcs égaux AB et AC sont symé-
triques par rapport au plan bissecteur
du diédre (B, OA, C); 2° les arcs égaux
BI et IC sont symétriques par rapport
au plan bissecteur du diedre (équiva-
lent a 2 droits) (B, Ol, C); de plus, tous
deux perpendiculaires a BC au point H,
ces deux plans doivent coincider.
Ainsi donc : La figure formée par
I'arc de cercle AB, 'arc BI, les deux rayons OA, OB, est sy-
métrique de la figure formée par 'arc de cercle AC, l'arc ClI,
les deux rayons OA, OC. En particulier les tangentes en B
aux deux arcs de grand cercle BA et BC forment un angle
plan symétrique de I'angle formé par les tangentes en G aux
deux arcs de grand cercle CA et BC, ces deux angles sont
donc égaux, et enfin les angles en B et C du triangle sphé-
rique ABC sont égaux; de plus le plan des qualre points
AT H O étant le plan de symétrie des deux portions du
triangle sphérique considéré, on voit que les deux tangentes
en | aux deux arcs IB et IC, portions du méme arc BC, sont a
la fois coincidantes et symétrigues par rapport a ce plan,
mais hors de ce plan; elles forment done une perpendiculaire
a ce plan qui est celui de I'arc de grand cercle Al; donc enfin
dans le triangle sphérique isocéle ['arc AT qui joint le sommet
au milieu de I'arc de base est perpendiculaire 4 cette base.
2. Propriété du triangle sphérique dont deux angles sont
égaux. — Soit O le centre de la sphere. Considérons d’abord
le cas d'un triangle sphérique ABC (fig. 60) dont les angles
en B et C sont droits; A est alors un pdle! de I'arc de grand
cercle BG, c’est-a-dire que le rayon OA est perpendiculaire
au plan BOC (théorie du diedre), les arcs AB et AC égaux
chacun & un quadrani? sont égaux. Soit H le milieu de BC,

! péle d’un cercle de la sphére : point ot Paxe du cercle perce la surface sphérique.
? quadrant ou quart de la circonférence d’un grand cercle.
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I'arc AH est dans le plan de symétrie des figures planes BOA
et COA, soit D un point quelconque de I'arc AH ; joignons
OD, D est a lui-méme son symé-
trique, B et C sont symétriques par
rapport au plan ADHO, les angles
plans DOB et DOC symétriques sont
‘égaux, donc les arcs BD et DC sont

, N
égaux et les angles sphériques DBCG

et D/GB sont égaux.

Il n'y a d’ailleurs a partir du som-

met C qu'un arc de grand cercle fai-
Fig. 60. sant avec I'arc de grand cercle BG
et d’'un coté de cet arc un angle

sphérique donné, comme le montre la notion du diédre.

CoNsEQUENCE. — Si (fig. 61) un triangle quelconque sphé-
rique A'BC a ses angles en A et C égaux, I'angle DBC étant
par exemple aigu, nous considérerons
le pole A de I'arc BC qui est dans le
méme hémisphere que A’, soit H le
milieu de 'arc BC et D le point ou 'arc
BA' coupe AH. Joignons D a C par un
arc de grand cercle, les'arcs DC et A'C
feront au-dessus de BC un angle égal a
I’angle DBH ; donc ces arcs DC et A'C
coincideront. Donc A’ devant coincider
avec D, on aura bien arc A'C —=arc A'B.

Ainsi, un triangle sphérique, qui a deux angles égaux, aura
aussi égaux les cdtés opposés a ces angles.

3. — Triangle sphérique propre qui a
deux angles inégaux. — THEOREME. —
Dans un pareil triangle sphérique les co-
lés opposés a ces angles sont inégaux et
dans le méme ordre de taille.

) Du sommet B du plus grand des deux
Fig. 62. angles (fig. 62) tracons 'arc de grand cercle

Bl qui, dans le triangle fait avec le ¢oté

BC commun aux deux angles un angle égal au plus petit des
deux angles comparés dont le sommet est en C, cet arc coupe
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le coté AC en I; le triangle équiangle 1BC est alors isocéle et

arc BI — arc IC.

Or le triangle propre AIB donne :

. arc AB < arc AI + arc IB
c'est-a-dire
arc AB < arc Al -+ arc IC

ou enfin
arc AB < arc AC.

Ce qui démontre le théoréme énoncé.
On va établir la réciprogue de cette proposition.

4. — Triangle sphérique qui a deux cotés inégaux. — Solent
~

A
. (sans figure) a et b les cOtés inégaux; A et B les angles res-

pectivement opposés a ces cotés; je dis que le fait : @ < b va

AT
entrainer le fait : A < B.
En effet des trois seules hypothéses possibles

\ N\ NN A
1o A>B; 20A=B; 3°A B

la premiére entrainerait (V; II, 3) @ > b ; la seconde exige-
rait (V; 11, 2) que @ = b; la troisiéme hypothése subsiste donc
seule et la démonstration est achevée.

5.— Comparaison de ces théoremes avec les théoremes analogues
du plan. — En comparant les propositions qui précedent et leurs
analogues dans le plan (Chapitre 111} le lecteur apercoit la raison
des changements nécessaires dans les étapes des démonstrations.
Nous avions, avec les propriétés admises pour la droite, adopté et
justifié pour cette série de propositions le point de départ sui-
vant :

L’angle extérieur d’un triangle dépasse I'un et 'autre des deux
angles du triangle qui n’ont pas méme sommet que 'angle exté-
rieur considéré.

Or cette proposition, on le voit aisément, est fausse pour les
triangles sphériques ; exemple: ceux-ci peuvent avoir deuxangles
droits et un troisiéme angle supérieur a 1 droit.

En revanche nous possédions pour les triangles sphériques,
images des triédres, cette proposition qu’un c6té du triangle est
plus petit que la somme des deux autres.
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De la ce changement dans la marche suivie; les angles sphé-
riques ne sont plus superposables sur eux mémes par retourne-
ment, et les raisonnements, qui pour le plan employaient le re-
tournement, sont remplacés sur la sphére par les raisonnements
qui invoquent les propriétés de la symétrie.

Ces remarques se vérifieront encore dans la théorie des perpen-
diculaires et des obliques sphériques que nous allons résumer
succinctement.

IIl. — Perpendiculaires et obliques sur la sphére.

Etant donnés sur la sphére (sans figure) un arc de grand cercle
XY et un point A hors de cet arc, nous distinguerons deux cas :
1° ou bien A est un pole de XY: 2° ou bien A est distinct des
poles de XY ; en nous rappelant les propriétés de la projection
d’une droite sur un plan (chapitre II) nous voyons que dans le cas
1° tous les arcs de grand cercle joignant A aux divers points de
XY sont égaux a un quadrant et tous perpendiculaires a XY ; au
contraire daps le second cas on obtient I’arc perpendiculaire a
XY et passant par A en joignant ce point & 'un ou lautre pdle
de XY.

L’arc ainsi obtenu est uniqgue mais il a deux pieds: (fig. 63) le pied
H ou le pied K; 'un d’eux H est 4 une distance de A moindre
qu’un quadrant. Nous allons voir que cette distance AH est la plus
courte distance sphérique de A aux divers points de XY ; compa-
rons 'arc AH a I'arc 0bligue AM prolongeons AH d’une longueur
égale au-dessus de XY et joi-
gnons A’ et M par un grand arc;
le triangle AA’M est un triangle
propre et

arc AA” < arc AM 4 arc A’M

les arcs AM et A’M sont égaux
comme symétriques par rapport
au plan du cercle XY, donc

2 arc AH < 2 arc AM
ou

arc AH < arc AM .

Fig. 63.

Soient (fig. 63) AM et AN deux obliques aboutissant du méme coté
de H et telles que HM et HN soient tous deux moindres que 2 gua-
drants. Soit alors arc HM < arc HN.
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